
&MFDUSJD 5SBOTQPSU JO )ZCSJE
$BSCPO /BOPUVCF�(SBQIFOF %FWJDFT

৓ ৖৛৥৥ৗ৤০৓০৛ৡৠ ৢ৤ৗ৥ৗৠ০ৗ৖
৔৫

"১৥০৛ৠ ,৕ৡৠ $৚ৗৠ৙
০ৡ

5৚ৗ 4৕৚ৡৡ৞ ৡ৘ &ৠ৙৛ৠৗৗ৤৛ৠ৙ ৓ৠ৖ "ৢৢ৞৛ৗ৖ 4৕৛ৗৠ৕ৗ৥

৛ৠ ৢ৓৤০৛৓৞ ৘১৞৘৛৞৞য়ৗৠ০ ৡ৘ ০৚ৗ ৤ৗଂ১৛৤ৗয়ৗৠ০৥
৘ৡ৤ ০৚ৗ ৖ৗ৙৤ৗৗ ৡ৘

%ৡ৕০ৡ৤ ৡ৘ 1৚৛৞ৡ৥ৡৢ৚৫
৛ৠ ০৚ৗ ৥১৔ড়ৗ৕০ ৡ৘
"ৢৢ৞৛ৗ৖ 1৚৫৥৛৕৥

)৓৤২৓৤৖ 6ৠ৛২ৗ৤৥৛০৫
$৓য়৔৤৛৖৙ৗ
 .৓৥৥৓৕৚১৥ৗ০০৥

"ৢ৤৛৞ ����



i���� ؜ "১৥০৛ৠ ,৕ৡৠ $৚ৗৠ৙
৓৞৞ ৤৛৙৚০৥ ৤ৗ৥ৗ৤২ৗ৖



5IFTJT BEWJTPS� 1SPGFTTPS 1IJMJQ ,JN "VTUJO ,DPO $IFOH

&MFDUSJD 5SBOTQPSU JO )ZCSJE
$BSCPO /BOPUVCF�(SBQIFOF %FWJDFT

"৔৥০৤৓৕০

5XP SFNBSLBCMF QSPQFSUJFT FYIJCJUFE CZ HSBQIFOF FMFDUSPOT BSF UIFJS QTFVEP�SFMBUJWJTUJD CFIBWJPS

BOE UIFJS CBMMJTUJDNPUJPO UIBUNJNJDT UIFQSPQBHBUJPOPG FMFDUSPNBHOFUJDXBWFT JO B SFGSBDUJWFNFEJVN�

%FTQJUF IFBWZ JOWFTUJHBUJPO
 MJNJUBUJPOT PG FYJTUJOH GBCSJDBUJPO BOENFBTVSFNFOU UFDIOJRVFT IBWF QSF�

WFOUFE DFSUBJO BTQFDUT PG UIFTF QIFOPNFOB GSPN CFJOH UIPSPVHIMZ FYQMPSFE PS SFBMJ[FE� 5XP JO QBSUJD�

VMBS BSF -BOEBV MFWFM DPMMBQTF BOE UIF TJOHMF�NPEF XBWFHVJEF� 0CTFSWJOH UIFTF QIFOPNFOB SFRVJSFT B

TIBSQNPEVMBUJPO PG UIF QPUFOUJBM MBOETDBQF PG HSBQIFOF BT XFMM BT B QSPCF UP EFUFDU UIF SFTVMUJOH MPDBM

FMFDUSPOJD CFIBWJPS� *ODPSQPSBUJOH B DBSCPO OBOPUVCF JOUP B HSBQIFOF IFUFSPTUSVDUVSF BMMPXT VT UP EP

CPUI TJNVMUBOFPVTMZ� 5IJT UIFTJT EFTDSJCFT UIF GBCSJDBUJPO QSPDFEVSF PG UIF IZCSJE DBSCPO OBOPUVCF�

HSBQIFOF EFWJDF BOE FYQMBJOT JUT PQFSBUJPOBM QSJODJQMF� 8F EFNPOTUSBUF UIF DBSCPO OBOPUVCF DBO BDU

BT B MPDBM QSPCF BOE VTF JU UP NFBTVSF UIF FMFDUSPOJD QSPQFSUJFT PG HSBQIFOF� 8JUI BO FYUFSOBM NBH�

OFUJD ஷ஫FME BOE XJUI UIF DBSCPO OBOPUVCF BT BO FMFDUSJD ஷ஫FME HFOFSBUPS
 XF QFSGPSN B EFUBJMFE TUVEZ

PG -BOEBV MFWFM DPMMBQTF BOE ESBX DPOOFDUJPOT UP SFMBUJWJTUJD EZOBNJDT� 8IFO UIF QPUFOUJBM XFMM JO

HSBQIFOF EVF UP UIF DBSCPO OBOPUVCF JT NBEF EFFQ FOPVHI
 XF PCTFSWF B DMFBS TJHOBUVSF PG B TJOHMF

HVJEFE NPEF� -BTUMZ
 XF QSFTFOU QSFMJNJOBSZ SFTVMUT PO $PVMPNC ESBH CFUXFFO B DBSCPO OBOPUVCF

BOE HSBQIFOF
 BOE EJTDVTT UIF OFYU TUFQT UPXBSE SFBDIJOH UIF HPBM PG PCTFSWJOH IZESPEZOBNJD CFIBW�

JPS JO HSBQIFOF�

JJJ



$POUFOUT

� (৤৓ৢ৚ৗৠৗ ৓৥ ৓ 3৛৕৚ 1৞৓৫৙৤ৡ১ৠ৖ ৘ৡ৤ $ৡৠ৖ৗৠ৥ৗ৖ .৓০০ৗ৤ 1৚৫৥৛৕৥ �
��� 5IF #BSF .JOJNVN� 4JOHMF 1BSUJDMF 1JDUVSF JO UIF 5JHIU #JOEJOH .PEFM � � � � � � �
��� "OBMPHVF UP 3FMBUJWJTUJD 1BSUJDMFT � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� &YUFSOBM &MFDUSPTUBUJD 1PUFOUJBM � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� VBOUVNߕ )BMM &ஶGFDU � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� )ZESPEZOBNJDT � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� 5IF 4NBMM CVU .JHIUZ $BSCPO /BOPUVCF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� 'JOBM 'PSFXPSE� 8IZ UIF )ZCSJE $/5஝(S %FWJDF � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� 5৚ৗ $৓৤৔ৡৠ /৓ৠৡ০১৔ৗ ৓৥ ৓ -ৡ৕৓৞ 1৤ৡ৔ৗ ��
��� 6TJOH UIF $BSCPO /BOPUVCF UP %FUFDU 4DSFFOFE &MFDUSJD 'JFMET � � � � � � � � � � ��
��� $MBSJஷ஫DBUJPO� $IFNJDBM 1PUFOUJBM WT &MFDUSPDIFNJDBM 1PUFOUJBM � � � � � � � � � � � ��
��� VBOUVNߕ $BQBDJUBODF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� 5IF 4JNQMF #BDLHBUFE (SBQIFOF %FWJDF &YBNJOFE � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� VBOUVNߕ $BQBDJUBODF 3FWJTJUFE � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� VBOUVNߕ $BQBDJUBODF PG (SBQIFOF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� VBOUVNߕ $BQBDJUBODF PG UIF $BSCPO /BOPUVCF � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� -PDBM $PNQSFTTJCJMJUZ .FBTVSFNFOU PG (SBQIFOF XJUI B $BSCPO /BOPUVCF � � � � ��
��� &YUSBDUJPO PG VBOUVNߕ $BQBDJUBODF� .FUIPE PG χ2 5FTU � � � � � � � � � � � � � ��
���� -PDBM $PNQSFTTJCJMJUZ .FBTVSFNFOU 0G UIF VBOUVNߕ )BMM &ஶGFDU PG (SBQIFOF � � ��

� '৓৔৤৛৕৓০৛ৡৠ ৡ৘ ০৚ৗ $৓৤৔ৡৠ /৓ৠৡ০১৔ৗ ৓ৠ৖ (৤৓ৢ৚ৗৠৗ )৫৔৤৛৖ %ৗ২৛৕ৗ ��
��� $IBMMFOHFT 3FHBSEJOH 0CUBJOJOH B $BSCPO /BOPUVCF � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� 5IF 3PBE UP %FUFSNJOJTUJD $BSCPO /BOPUVCF 4FMFDUJPO � � � � � � � � � � � � � � ��
��� 4ZOUIFTJT PG $BSCPO /BOPUVCF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� 0QUJDBM $IBSBDUFSJ[BUJPO PG UIF $BSCPO /BOPUVCF � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� 5IF 3BZMFJHI 4FUVQ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� 5IF "TTFNCMZ PG UIF $BSCPO /BOPUVCF�(SBQIFOF )ZCSJE %FWJDF � � � � � � � � ��

� 3ৗ৞৓০৛২৛৥০৛৕ "ৠ৓৞ৡ৙১ৗ ৛ৠ (৤৓ৢ৚ৗৠৗ ��
��� 3FMBUJWJTUJD &MFDUSPNBHOFUJTN JO B /VUTIFMM � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� #SJFG 5JNFMJOF -FBEJOH 6Q UP UIF 'VMM�'MFEHFE 3FMBUJWJTUJD VBOUVNߕ 5IFPSZ � � � ��
��� ,MFJO 5VOOFMJOH � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� "UPNJD $PMMBQTF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

JW



��� "UPNJD $PMMBQTF�-JLF 3FTPOBODFT JO (SBQIFOF � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� 1% $POஷ஫OFNFOU JO (SBQIFOF BOE JUT $POOFDUJPO XJUI "UPNJD $PMMBQTF � � � � � ���

� -৓ৠ৖৓১ -ৗ২ৗ৞ $ৡ৞৞৓ৢ৥ৗ ���
��� $POOFDUJPO XJUI 3FMBUJWJUZ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� -BOEBV -FWFMT XJUI B -JOFBS &MFDUSPTUBUJD 1PUFOUJBM � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� %FWJDF $POஷ஫HVSBUJPO
 .FBTVSFNFOU 4DIFNF BOE "QQSPYJNBUJPOT � � � � � � � � ���
��� &MFDUSJD 'JFME 4DSFFOJOH CZ -BOEBV -FWFMT � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� -PDBM $PNQSFTTJCJMJUZ .FBTVSFNFOUT BU %JஶGFSFOU .BHOFUJD 'JFMET � � � � � � � � � ���
��� -BOEBV -FWFM $PMMBQTF GPS UIFN = 0 -BOEBV -FWFM � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� $PODMVTJPO � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

� 4৛ৠ৙৞ৗ (১৛৖ৗ৖ .ৡ৖ৗ ৛ৠ (৤৓ৢ৚ৗৠৗ ���
��� 0QUJDBM "OBMPHVF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� " 4JOHMF 8FBLMZ (VJEFE .PEF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� $SFBUJOH BOE 1SPCJOH UIF 4JOHMF (VJEFE .PEF XJUI B $BSCPO /BOPUVCF � � � � � ���
��� -PDBM $PNQSFTTJCJMJUZ .FBTVSFNFOU PG UIF 4JOHMF (VJEFE .PEF � � � � � � � � � � ���
��� $POOFDUJPO XJUI "UPNJD $PMMBQTF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� .VMUJNPEFT� "CTFODF PG 3FTPOBODFT JO 8JEFS 1PUFOUJBMT � � � � � � � � � � � � � ���
��� #SJFஸ஼Z PO .BHOFUJD 'JFME %FQFOEFODF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� $PODMVTJPO � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

� 5ৡ৩৓৤৖৥ 1৤ৡ৔৛ৠ৙)৫৖৤ৡ৖৫ৠ৓য়৛৕৥ ২৛৓ $ৡ১৞ৡয়৔%৤৓৙ ৔ৗ০৩ৗৗৠ ৓ $৓৤�
৔ৡৠ /৓ৠৡ০১৔ৗ ৓ৠ৖ (৤৓ৢ৚ৗৠৗ ���
��� 5IF VFTUߕ UP 1SPCF &MFDUSPIZESPEZOBNJDT � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� #SJFG *OUSPEVDUJPO UP $PVMPNC %SBH � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� $PVMPNC %SBH .FDIBOJTNT � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� 0OTBHFS 3FDJQSPDBM 3FMBUJPOT � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� 1BSBTJUJD &ஶGFDUT BOE UIF %SBH .FBTVSFNFOU 4DIFNF � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� 1SFMJNJOBSZ 3FTVMUT � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

� $ৡৠ৕৞১৥৛ৡৠ� "ৢৢ৞৛৕৓০৛ৡৠ৥ ৓ৠ৖ 0১০৞ৡৡঢ় ���

"ৢৢৗৠ৖৛৪ &ৢ৛৞ৡ৙১ৗ� 1৤ৡ৞ৡ৙১ৗ ০ৡ ০৚ৗ "ৢৢৗৠ৖৛৪ ���

"ৢৢৗৠ৖৛৪ " 0২ৗ৤২৛ৗ৩ ৡ৘ ০৚ৗ &৞ৗ৕০৤ৡৠ৛৕ 1৤ৡৢৗ৤০৛ৗ৥ ৡ৘ (৤৓ৢ৚ৗৠৗ ���
"�� (SBQIFOF -BUUJDF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
"�� (SBQIFOF #BOETUSVDUVSF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
"�� -JOFBS %JTQFSTJPO PG (SBQIFOF� .BTTMFTT %JSBD 'FSNJPOT � � � � � � � � � � � � � ���
"�� $PSSFDUJPOT UP UIF -JOFBS %JTQFSTJPO� .BTTJWF %JSBD 'FSNJPOT � � � � � � � � � � � ���
"�� "EEJUJPOBM 3FNBSLT PO UIF (SBQIFOF )BNJMUPOJBO � � � � � � � � � � � � � � � � ���

W



"�� (SBQIFOFءT 8BWFGVODUJPO BSPVOE UIF %JSBD 1PJOU� " 1TFVEP�4QJO � � � � � � � � � ���
"�� -PX�&OFSHZ %FOTJUZ PG 4UBUFT � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
"�� &ஶGFDUJWF .BTT � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
"�� 4PVSDF $PEF GPS UIF %JTQFSTJPO 3FMBUJPO PG (SBQIFOF XJUI 1% 1PUFOUJBM BOE .BH�

OFUJD 'JFME � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

"ৢৢৗৠ৖৛৪# 0২ৗ৤২৛ৗ৩ৡ৘০৚ৗ&৞ৗ৕০৤ৡৠ৛৕1৤ৡৢৗ৤০৛ৗ৥ৡ৘$৓৤৔ৡৠ/৓ৠৡ০১৔ৗ৥ ���
#�� #SJFஸ஼Z BCPVU UIF $BSCPO /BOPUVCF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
#�� $BSCPO /BOPUVCF -BUUJDF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
#�� %JTQFSTJPO 3FMBUJPO PG $BSCPO /BOPUVCFT� VBOUJ[FEߕ (SBQIFOF � � � � � � � � � ���
#�� .FUBMMJD 7FSTVT 4FNJDPOEVDUJOH $BSCPO /BOPUVCFT � � � � � � � � � � � � � � � � ���
#�� 5IF %FOTJUZ PG 4UBUFT BOE 0UIFS *NQPSUBOU VBOUJUJFTߕ PG $BSCPO /BOPUVCFT � � ���
#�� " -JUUMF 'VSUIFS JOUP UIF 4QFDJஷ஫DT PG $BSCPO /BOPUVCFT � � � � � � � � � � � � � � ���

"ৢৢৗৠ৖৛৪$ 0২ৗ৤২৛ৗ৩ৡ৘০৚ৗ&৞ৗ৕০৤ৡৠ৛৕5৤৓ৠ৥ৢৡ৤০ৡ৘$৓৤৔ৡৠ/৓ৠৡ০১৔ৗ
2১৓ৠ০১য় %ৡ০৥ ���
$�� $POஷ஫OJOH UIF &MFDUSPOT JO B $BSCPO /BOPUVCF &WFO .PSF � � � � � � � � � � � � ���
$�� $POEJUJPOT UP 'PSN BOE %FUFDU B VBOUVNߕ %PU � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
$�� $PVMPNC #MPDLBEF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
$�� %FOTJUZ PG 4UBUFT PG B $BSCPO /BOPUVCF VBOUVNߕ %PU � � � � � � � � � � � � � � ���
$�� $POEVDUBODF PG B $BSCPO /BOPUVCF VBOUVNߕ %PU � � � � � � � � � � � � � � � � ���
$�� 0UIFS VBOUVNߕ %PU #FIBWJPST� (BUF�%Fஷ஫OFE BOE %JTPSEFS�%Fஷ஫OFE VBOUVNߕ

%PUT BT XFMM BT 'BCSZ�1FSPU *OUFSGFSFODFT � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

"ৢৢৗৠ৖৛৪ % 5৚ৗ *ৠ০ৗ৙ৗ৤ 2১৓ৠ০১য় )৓৞৞ &৘৘ৗ৕০ ৡ৘ (৤৓ৢ৚ৗৠৗ ���
%�� $MBTTJDBM 3FHJNF� 8FBL .BHOFUJD 'JFMET � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
%�� VBOUVNߕ 3FHJNF� 4USPOH .BHOFUJD 'JFMET � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
%�� -BOEBV -FWFM %FHFOFSBDZ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
%�� 3FMBUJWJTUJD WT /PO�3FMBUJWJTUJD -BOEBV -FWFMT $PNQBSJTPO � � � � � � � � � � � � ���
%�� VBOUVNߕ )BMM &EHF 4UBUFT BOE 5SBOTQPSU 1SPQFSUJFT � � � � � � � � � � � � � � � ���
%�� #FSSZ 1IBTF BOE (SBQIFOFءT 6ODPOWFOUJPOBM 'JMMJOH 'BDUPST � � � � � � � � � � � � ���
%�� #SJFஸ஼Z PO )JHIMZ $PSSFMBUFE 1IBTFT � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

"ৢৢৗৠ৖৛৪ & 5৚ৗ )৫৖৤ৡ৖৫ৠ৓য়৛৕ %ৗ৥৕৤৛ৢ০৛ৡৠ ৡ৘ &৞ৗ৕০৤ৡৠ৥ ৛ৠ (৤৓ৢ৚ৗৠৗ ���
&�� *OUSPEVDUJPO UP )ZESPEZOBNJDT JO (SBQIFOF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
&�� 5IF )ZESPEZOBNJD 8JOEPX JO .POPMBZFS (SBQIFOF � � � � � � � � � � � � � � � ���
&�� 'SPN 4FNJDMBTTJDBM &MFDUSPO 5SBOTQPSU UP )ZESPEZOBNJDT � � � � � � � � � � � � � ���

"ৢৢৗৠ৖৛৪ ' '৓৔৤৛৕৓০৛ৡৠ ৓ৠ৖ 4৫ৠ০৚ৗ৥৛৥ 3ৗ৕৛ৢৗ৥ ���
'�� 1PMZNFST � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
'�� &MFDUSPO #FBN -JUIPHSBQIZ 3FDJQFT � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

WJ



'�� .FUBM &WBQPSBUJPO BOE &EHF $POUBDU 3FDJQFT � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
'�� "UPNJD -BZFS %FQPTJUJPO 3FDJQFT � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
'�� $BSCPO /BOPUVCF (SPXUI $IJQ 'BCSJDBUJPO 3FDJQF � � � � � � � � � � � � � � � � ���
'�� &UDI 3FDJQFT � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
'�� $BSCPO /BOPUVCF (SPXUI $BUBMZTU 3FDJQF� $P.P$BU � � � � � � � � � � � � � � ���
'�� $BSCPO /BOPUVCF (SPXUI 1SPDFEVSF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
'�� +BOJT � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

"ৢৢৗৠ৖৛৪ ( "৖৖৛০৛ৡৠ৓৞ 4১ৢৢৡ৤০৛ৠ৙ %৓০৓ ���

3ৗ৘ৗ৤ৗৠ৕ৗ৥ ���

WJJ



"VUIPS -JTU

5IF GPMMPXJOH BVUIPST DPOUSJCVUFE UP UIFXPSL TIPXO JO$IBQUFS �� ,FOKJ8BUBOBCF
5BLBTIJ5BOJHVDIJ


1IJMJQ ,JN
 +FBO %BNJFO 1JMMFU�

5IF GPMMPXJOH BVUIPST DPOUSJCVUFE UP UIFXPSL TIPXO JO$IBQUFS �� ,FOKJ8BUBOBCF
5BLBTIJ5BOJHVDIJ


1IJMJQ ,JN
 +FBO %BNJFO 1JMMFU�

5IF GPMMPXJOH BVUIPST DPOUSJCVUFE UP UIF XPSL TIPXO JO $IBQUFS �� -BVSFM "OEFSTPO
 ,FOKJ 8BUBO�

BCF
 5BLBTIJ 5BOJHVDIJ
 1IJMJQ ,JN�

WJJJ



-JTUJOH PG 'JHVSFT

��� (SBQIFOF -BUUJDF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� (SBQIFOF &OFSHZ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� -BOEBV -FWFMT PG 3FMBUJWJTUJD BOE /PO�3FMBUJWJTUJD 4ZTUFNT � � � � � � � � � � � � ��
��� 3PMMFE�6Q (SBQIFOF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� $BSCPO /BOPUVCF 1FSJPEJD 5BCMF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� *MMVTUSBUJPO PG 4DSFFOJOH � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� (SBQIFOF XJUI B #BDLHBUF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� VBOUVNߕ $BQBDJUBODF PG (SBQIFOF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� VBOUVNߕ $BQBDJUBODF PG UIF $BSCPO /BOPUVCF � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� $BSCPO /BOPUVCF XJUI B #BDLHBUF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� )ZCSJE $BSCPO /BOPUVCF�(SBQIFOF %FWJDF XJUI B (MPCBM #BDLHBUF � � � � � � � ��
��� $PVMPNC #MPDLBEF 1FSJPEJDJUZ %FQFOEFODF PO (SBQIFOF %FOTJUZ PG 4UBUFT � � � � ��
��� $BSCPO /BOPUVCF�(SBQIFOF )ZCSJE %FWJDF .FBTVSFNFOU � � � � � � � � � � � � ��
��� -PDBM $PNQSFTTJCJMJUZ .FBTVSFNFOU PG (SBQIFOF � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
���� VBOUVNߕ $BQBDJUBODF BOE 'FSNJ &OFSHZ &YUSBDUJPO � � � � � � � � � � � � � � � � ��
���� 4MPQF &YUSBDUJPO .FUIPE � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
���� -PDBM $PNQSFTTJCJMJUZ .FBTVSFNFOU PG VBOUVNߕ )BMM &ஶGFDU PG (SBQIFOF � � � � ��
���� %FNPOTUSBUJPO PG &OFSHZ #FIBWJPS JO UIF $PNQSFTTJCJMJUZ .FBTVSFNFOU 1 � � � � ��
���� %FNPOTUSBUJPO PG &OFSHZ #FIBWJPS JO UIF $PNQSFTTJCJMJUZ .FBTVSFNFOU 2 � � � � ��
���� %FNPOTUSBUJPO PG &OFSHZ #FIBWJPS JO UIF $PNQSFTTJCJMJUZ .FBTVSFNFOU 3 � � � � ��

��� $BSCPO /BOPUVCF (SPXUI $IJQ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� $BSCPO /BOPUVCF (SPXUI 'VSOBDF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� $BSCPO /BOPUVCF (SPXUI .FDIBOJTNT � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� 4VTQFOEFE $BSCPO /BOPUVCF (SPXUI � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� $BSCPO /BOPUVCF 3BNBO 4QFDUSB � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� $BSCPO /BOPUVCF 3BZMFJHI 4QFDUSB � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� .FUBM WT 4FNJDPOEVDUJOH $BSCPO OBOPUVCFT %FOTJUZ PG 4UBUFT � � � � � � � � � � � ��
��� "TZNNFUSZ PG 1FBL JO 3BZMFJHI 4QFDUSVN � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� %FNPOTUSBUJPO PG 5SJHPOBM 8BSQJOH � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
���� 5ZQFT PG $BSCPO /BOPUVCF 4FFO UISPVHI 3BZMFJHI 4DBUUFSJOH � � � � � � � � � � � ��
���� 5IF ,BUBVSB 1MPU � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
���� 5IF 3BZMFJHI 5SBOTGFS 4UBHF 4FUVQ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
���� $BSCPO /BOPUVCF 3BNBO 4QFDUSPTDPQZ $POஷ஫HVSBUJPO � � � � � � � � � � � � � � ��

JY



���� $BSCPO /BOPUVCF 3BZMFJHI 4QFDUSPTDPQZ $POஷ஫HVSBUJPO � � � � � � � � � � � � � ��
���� $BSCPO /BOPUVCF 5SBOTGFS 1SPDFTT � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
���� 5IF 5BSHFU %FWJDF GPS $BSCPO /BOPUVCF 5SBOTGFS � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
���� 5IF (SBQIFOF�$BSCPO /BOPUVCF )ZCSJE %FWJDF 'BCSJDBUJPO 4DIFNF� � � � � � � ��

��� $MBSJஷ஫DBUJPO PG &MFDUSPO BOE IPMF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� ,MFJO 5VOOFMJOH UISPVHI B 4UFQ 1PUFOUJBM � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� ,MFJO 5VOOFMJOH UISPVHI B npn 1PUFOUJBM #BSSJFS � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� /PO�SFMBUJWJTUJD WT 3FMBUJWJTUJD &OFSHZ $PNQBSJTPO � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� "UPNJD $PMMBQTF 5IFPSZ (SBQIT BOE *MMVTUSBUJPOT � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� &MFDUSJD 1PUFOUJBM 4JNVMBUJPO PG 1% 8JSF PWFS 2% .FUBM � � � � � � � � � � � � � � ���
��� 1PUFOUJBM %FQUI EVF UP $BSCPO /BOPUVCF $IBSHJOH � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� 4JNVMBUJPO PG (SBQIFOF %FOTJUZ PG 4UBUFT VOEFS UIF *Oஸ஼VFODF PG B 1% $IBSHF 4USJOH ���

��� 4FNJDMBTTJDBM BOE VBOUVNߕ .FDIBOJDBM %FTDSJQUJPO PG -BOEBV -FWFM $PMMBQTF � � ���
��� -BOEBV -FWFMT XJUI B $SPTTFE &MFDUSJD 'JFME � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� -BOEBV -FWFM $PMMBQTF .FBTVSFNFOU 4DIFNF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� &MFDUSJD 'JFME 4DSFFOJOH CZ -BOEBV -FWFMT � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� $PNQBSJTPO XJUI 4JNVMBUJPOT PG UIF 'BO %JBHSBN &MFDUSJD 'JFME %FQFOEFODF � � � ���
��� .FBTVSFNFOUT PG UIF &MFDUSJD 'JFME %FQFOEFODF PG UIF 'BO %JBHSBN � � � � � � � � ���
��� .BHOFUJD 'JFME %FQFOEFODF PG UIF $BSCPO /BOPUVCF VBOUVNߕ %PU � � � � � � � ���
��� -PDBM $PNQSFTTJCJMJUZ .FBTVSFNFOU BOE VBOUVNߕ $BQBDJUBODF &YUSBDUJPO BU 95 � ���
��� -PDBM$PNQSFTTJCJMJUZ.FBTVSFNFOU BOEߕVBOUVN$BQBDJUBODF&YUSBDUJPO BU0UIFS

.BHOFUJD 'JFMET � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
���� VBOUVNߕ $BQBDJUBODF &YUSBDUJPO -JOF $VUT � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
���� +VODUJPO 1PMBSJUZ BOE -BOEBV -FWFM $PMMBQTF #FIBWJPS &YQMBOBUJPO � � � � � � � � ���
���� N = 0 -BOEBV -FWFM $PMMBQTF 'JUT � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� 4OFMMءT -BX JO (SBQIFOF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� (VJEFE .PEF .FDIBOJTNT � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� 1PUFOUJBM *MMVTUSBUJPO BOE $SJUFSJPO GPS UIF 4JOHMF (VJEFE .PEF � � � � � � � � � � ���
��� %JTPSEFS 1PUFOUJBM PO (SBQIFOF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� $SFBUJOH B 1PUFOUJBM 8FMM JO $IBSHF 1VEEMFT � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� %FOTJUZ PG 4UBUFT PG UIF (VJEFE .PEFT � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� -PDBM $PNQSFTTJCJMJUZ .FBTVSFNFOU XJUI B $IBOHJOH 1% 1PUFOUJBM � � � � � � � � ���
��� VBOUVNߕ $BQBDJUBODF &YUSBDUJPO BOE 4JNVMBUJPO PG UIF 4JOHMF (VJEFE .PEF � � � ���
��� $PNQBSJTPO CFUXFFO &YQFSJNFOU BOE5IFPSZ SFHBSEJOH UIFߕVBOUVN$BQBDJUBODF

PG B 4JOHF (VJEFE .PEF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
���� 5IF $BTF PG B 8JEF 1PUFOUJBM � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
���� $PNQSFTTJCJMJUZ .FBTVSFNFOU BOE &YUSBDUFE VBOUVNߕ $BQBDJUBODF BU 15 � � � � ���

��� /PO�IZESPEZOBNJD WT )ZESPEZOBNJD 'MPX 3FHJNFT JO (SBQIFOF � � � � � � � � ���

Y



��� &MFDUSPOJD 1IBTF %JBHSBN PG (SBQIFOF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� 5IF )ZESPEZOBNJD 4JHOBUVSF JO (SBQIFOF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� $BSCPO /BOPUVCF GPS UIF $SFBUJPO PG B 1% .PWJOH #PVOEBSZ $POEJUJPO � � � � � ���
��� *MMVTUSBUJPO PG .PNFOUVN %SBH � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� .PNFOUVN %SBH JO B %PVCMF (SBQIFOF -BZFS 4ZTUFN � � � � � � � � � � � � � � ���
��� 1% 2% &MFDUSPO�)PMF &YDJUBUJPOT � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� $PVMPNC %SBH $PNQBSJTPO CFUXFFO &MFDUSPO�)PMF 4ZNNFUSJD BOE "TZNNFUSJD

4ZTUFNT � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� *MMVTUSBUJPO PG &OFSHZ %SBH � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
���� )FBU DIBSBDUFSJTUJD PG (SBQIFOF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
���� &OFSHZ %SBH 5SBOTQPSU $IBSBDUFSJTUJD � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
���� $PNQBSJTPO CFUXFFO .PNFOUVN BOE &OFSHZ %SBH BU /PO�[FSP .BHOFUJD 'JFME � ���
���� 5FNQFSBUVSF %FQFOEFODF PG &OFSHZ %SBH � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
���� 1BSBTJUJD 4JHOBM BOE $MBTTJD 8BZT PG "WPJEJOH JU � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
���� %SBH %FWJDF .FBTVSFNFOU 4DIFNF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
���� %SBH %FWJDF 'BCSJDBUJPO � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
���� $PVMPNC %SBH JO -BSHF )ZCSJE $/5ட.POPMBZFS %FWJDF � � � � � � � � � � � � � ���
���� -BZFS "TZNNFUSZ JO %SBH .FBTVSFNFOUT � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
���� $PVMPNC %SBH JO 4NBMM )ZCSJE $/5ட.POPMBZFS (S %FWJDF � � � � � � � � � � � � ���
���� -BZFS 4ZNNFUSZ JO %SBH .FBTVSFNFOUT � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
���� %SBH .FBTVSFNFOUT PO )ZCSJE $/5ட#JMBZFS (S %FWJDFT � � � � � � � � � � � � � ���

"�� (SBQIFOF -BUUJDF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
"�� (SBQIFOF &OFSHZ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
"�� (SBQIFOF 1TFVEP�TQJO � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

#�� $BSCPO /BOPUVCF 1FSJPEJD 5BCMF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
#�� 4USVDUVSBM 5ZQFT PG $/5 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
#�� &YBNQMFT PG ;JH�;BH $BSCPO /BOPUVCFT BOE UIFJS #BOETUSVDUVSFT � � � � � � � � � ���
#�� &YBNQMFT PG "SNDIBJS $BSCPO /BOPUVCFT BOE UIFJS #BOETUSVDUVSFT � � � � � � � � ���
#�� &YBNQMFT PG $IJSBM $BSCPO /BOPUVCFT BOE UIFJS #BOETUSVDUVSFT � � � � � � � � � ���
#�� 5SBOTQPSU PG .FUBMMJD WT 4FNJDPOEVDUJOH $BSCPO /BOPUVCFT � � � � � � � � � � � ���
#�� %FOTJUZ PG 4UBUFT PG %JஶGFSFOU $BSCPO /BOPUVCFT � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
#�� 5IF ,BUBVSB 1MPU � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
#�� .FUBM WT 4FNJDPOEVDUJOH $BSCPO OBOPUVCFT %FOTJUZ PG 4UBUFT � � � � � � � � � � � ���
#��� .FUBMMJD WT 4FNJDPOEVDUJOH $BSCPO /BOPUVCFT � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

$�� VBOUVNߕ %PU %FWJDF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
$�� &OFSHZ %Fஷ஫OJUJPOT JO B VBOUVNߕ %PU � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
$�� 5SBOTQPSU .FDIBOJTN PG B VBOUVNߕ %PU � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
$�� *MMVTUSBUJPO PG $PVMPNC %JBNPOET � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

YJ



$�� $IBSHF 4UBCJMJUZ %JBHSBN� .FBTVSFNFOU PG $PVMPNC %JBNPOET � � � � � � � � � ���
$�� $PVMPNC #MPDLBEF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
$�� $POஷ஫OFNFOU JO B #JQPMBS +VODUJPO � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
$�� 0UIFS VBOUVNߕ %PU #FIBWJPST � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

%�� -BOEBV -FWFMT PG .POPMBZFS (SBQIFOF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
%�� -BOEBV -FWFMT PG B .BTTJWF 4ZTUFN � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
%�� VBOUVNߕ )BMM .FBTVSFNFOU � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
%�� *MMVTUSBUJPO PG VBOUVNߕ )BMM &ஶGFDU � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

&�� #PVOEBSZ $POEJUJPOT GPS B 4ZTUFN XJUI B .PWJOH &EHF � � � � � � � � � � � � � � ���
&�� 5IF )ZESPEZOBNJD 4JNVMBUJPO PG UIF &MFDUSPOJD -JRVJE JO (SBQIFOF XJUI B .PW�

JOH #PVOEBSZ $POEJUJPO � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
&�� 4VNNBSZ PG 4DBUUFSJOH 3BUFT JO (SBQIFOF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

'�� #VCCMF 1VTIJOH � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
'�� *OWFSUFE 4UBDL � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
'�� 1VU %PXO $PNQBSJTPO � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
'�� $BSCPO /BOPUVCF (SPXUI 'VSOBDF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
'�� 5IF +BOJT 4FUVQ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
'�� (SPVOEJOH PG +BOJT � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
'�� 7BSJBUJPOBM 5FNQFSBUVSF *OTFSU BOE .BHOFU � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

(�� "EEJUJPOBM .BHOFUJD 'JFME %FQFOEFODFT PG B $BSCPO /BOPUVCF VBOUVNߕ %PU PO
(SBQIFOF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

(�� #PVOE 4UBUF JO 6ON %FWJDF " � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
(�� #PVOE 4UBUF JO 6ON %FWJDF # � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
(�� $PVMPNC %JBNPOET PG 4ON %FWJDF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
(�� "EEJUJPOBM 'BO %JBHSBNT � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
(�� ,JOL ;PPN PG $PNQSFTTJCJMJUZ .FBTVSFNFOU JO VBOUVNߕ )BMM 3FHJNF � � � � � ���
(�� "EEJUJPOBM 'BO %JBHSBNT TIPXJOH -BOEBV -FWFM $PMMBQTF JO %FWJDF " � � � � � � ���
(�� "EEJUJPOBM 'BO %JBHSBNT TIPXJOH -BOEBV -FWFM $PMMBQTF JO %FWJDF # � � � � � � � ���
(�� $BSCPO /BOPUVCF $POEVDUBODF BT GVODUJPOT PG %JஶGFSFOU 1BSBNFUFST � � � � � � � ���
(��� VBOUVNߕ $BQBDJUBODF -JOF $VUT BU %JஶGFSFOU .BHOFUJD 'JFMET � � � � � � � � � � � ���
(��� /FHBUJWF $PNQSFTTJCJMJUZ BU 95 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
(��� $BSCPO /BOPUVCF $POEVDUBODF BT B 'VODUJPO PGB BOE V(S � � � � � � � � � � � � ���
(��� -PDBM $PNQSFTTJCJMJUZ .FBTVSFNFOUT PG 70 BOE 100ON UIJDL I#/ EFWJDFT � � � � ���
(��� -PDBM $PNQSFTTJCJMJUZ .FBTVSFNFOU BOE VBOUVNߕ $BQBDJUBODF &YUSBDUJPO PG UIF

10 ON I#/ %FWJDF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
(��� "IBSPOPW #PIN &ஶGFDU JO (SBQIFOF DBVTFE CZ $BSCPO /BOPUVCF (BUJOH � � � � � ���

YJJ



5৚৛৥ ০৚ৗ৥৛৥ ৛৥ ৖ৗ৖৛৕৓০ৗ৖ ০ৡ য়৫ ৞ৡ২৛ৠ৙ ৘৓য়৛৞৫

০ৡ য়৫ ৘৤৛ৗৠ৖৥ ৓ৠ৖ ০ৗ৓৕৚ৗ৤৥ ৩৚ৡ ৥৚৓ৢৗ৖ য়ৗ ৛ৠ০ৡ ৩৚ৡ * ৓য়


৓ৠ৖০ৡ০৚ৡ৥ৗ৩৚ৡ৥০১য়৔৞ৗ১ৢৡৠ০৚৛৥ ৛ৠ ০৚ৗ৛৤ ৥ৗ৓৤৕৚৘ৡ৤ঢ়ৠৡ৩৞ৗ৖৙ৗ�

YJJJ



"DLOPXMFEHNFOUT

"T * SFஸ஼FDU PONZ KPVSOFZ JO HSBEVBUF TDIPPM SFTFBSDI
 * DBOءU IFMQ CVU UIJOL PG IPXCJH BOVOEFSUBLJOH
UIFXIPMF QSPDFTT IBT CFFO� "U UIF TBNF UJNF
 * ஷ஫OENZTFMG USFNCMJOHXJUI KPZ SFBMJ[JOH IPXQSJWJMFHFE
BOECMFTTFE *XBT UIFXIPMF UJNF� 3FTFBSDI JT EFஷ஫OJUFMZOPU GPS UIF GBJOU�IFBSUFE BOE JU JT OPU TPNFUIJOH
UIBU * DPVME IBWF EPOF XJUIPVU UIF QFPQMF * LOPX BSPVOE NF� 5IF USJBMT BOE USJCVMBUJPOT UIBU JT
JOIFSFOU UP SFTFBSDI DBO CF B CJH NFOUBM BOE QIZTJDBM UPMM CVU QVMMJOH UISPVHI BOE TVSWJWJOH JU IBT
NBEF NF HSPX JOUP B CFUUFS QSPGFTTJPOBM
 B XJTFS QSPCMFN�TPMWFS BOE NPTU JNQPSUBOUMZ
 B NPSF KPZGVM
FOEVSFS� "MM UIJT XBT POMZ QPTTJCMF CFDBVTF PG TP NBOZ QFPQMF BOE UP XIPN * BN HSFBUMZ JOEFCUFE�

'JSTU BOE GPSFNPTU
 FUFSOBM HSBUJUVEF HPFT UPNZ BEWJTPS 1IJMJQ� 5P TUBSU PஶG MFUNF ஷ஫STU TBZ UIBU CFJOH
B HSBEVBUF TUVEFOU JT B PODF JO B MJGFUJNF EFBM BOE QSPCBCMZ UIF NPTU BXFTPNF POF FWFS� 8F HFU QBJE
UP MFBSO BOE FYQMPSF VODIBSUFE UFSSJUPSZ XIJMF CFJOH JO B WFSZ QSPUFDUJWF BOE OVSUVSJOH FOWJSPONFOU�
#VU 1IJMJQ
 ZPV IBWFNBEF JU FWFO CFUUFS GPSNF� Nء* WFSZ UIBOLGVM GPS ZPVS QBUJFODF BOE ZPVS TVQQPSU
PWFS UIF ZFBST� :PV MFU NF DSFBUF TP GSFFMZ XJUI OP CPVOEBSJFT� * XBT USVMZ HJWFO UIF PQQPSUVOJUZ UP
BEPQU UIF GSFF TQJSJU NJOETFU XIJDI * EP OPU UBLF GPS HSBOUFE� 5IBOL ZPV GPS CFJOH TP GPSHJWJOH BOE
HFOFSPVT� .Z SFMFOUMFTT VTF PG SJEJDVMPVTMZ FYQFOTJWF IFMJVN IBWF WFSZ MJLFMZ EVH B CJH IPMF JO ZPVS
XBMMFU� %FTQJUF LOPXJOH TP
 ZPV IBWF DPOUJOVFE UP QSPWJEF NF XJUI SFTPVSDFT VODPOEJUJPOBMMZ� :PV
IBWF NBEF NZ UJNF IFSF UPP HPPE UP CF USVF� %FTQJUF BMM UIF GBJMVSFT * IBE
 UJNF BOE UJNF BHBJO
 CF
JU UIF GBJUI ZPV IBE JO NF PS ZPVS EFTJSF UP FBTF NZ TPSSPXT
 ZPV TUJMM MFU NF SFJHO NZ 1I%� 0OF PG
NZNPTU USBOTGPSNBUJWF NPNFOUT XBT XIFO ZPV TVNNPOFENF UP ZPVS Pஶஷ஫DF BOE UIFO CFBU JOUP NZ
IFBE UIBU UIJT JTNZ 1I%� :PV IBWF HJWFO NF UIF XPSME BOE * IBE JU SFBM FBTZ� *U JT TBE UP LOPX XIBU *
BN QBSUJOH XJUI PODF * MFBWF ZPVS CFOFWPMFOU KVSJTEJDUJPO� *U XJMM CF WFSZ EJஶஷ஫DVMU UP DPNF CZ IFSFBG஽FS�
4P USVMZ
 UIBOL ZPV 1IJMJQ�

*O BEEJUJPO UP UIF BNB[JOH MBC DVMUVSF BOE VOCPVOEFENFBOT GPS DSFBUJWJUZ
 1IJMJQ BMTP HBWFNF UXP
BNB[JOHNFOUPST� +BZBLBOUI BOE +%� +BZBLBOUI
 ZPVXFSF VQCFBU
 MJWFMZ BOE DSJUJDBM� :PV FOEPXFENF
XJUI ZPVS FOFSHZ UIBU SFBMMZ DBSSJFENF UISPVHI HSBEVBUF TDIPPM� 5IF UJNFT XF TQFOU EBZ JO BOE OJHIU
PVU
 XJUI NZ DPOTUBOU CVHHJOH ZPV BCPVU TDJFODF BOE ZPVS BCJMJUZ UP BOTXFS FWFSZUIJOH
 JHOJUFE UIF
SFTFBSDI QBTTJPO JO NF UIBU OFWFS FWFS EJFE� +%
 ZPV XFSF UIF NPTU DPOTVNNBUF TDJFOUJTU * IBWF FWFS
NFU BOE XJMM FWFS XPSL XJUI� :PV XFSF BMXBZT QSPGFTTJPOBM BOE DBMN
 XIJDI JT IBSE UP EP XJUI NF
BSPVOE DPOTUBOUMZ CSFBLJOH UIJOHT BOE CFJOH TUVQJE� :PV UBVHIU NF FWFSZUIJOH * LOPX OPX BCPVU
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QIZTJDT BOE ZPV JOTQJSFENF UP EP OPU KVTU TDJFODF CVU BOZUIJOH UIF SJHIU XBZ� :PV TIPXFENF IPX UP
BQQSPBDI QSPCMFNT XJUI B DMFBS BOE TZTUFNBUJD NJOE
 BOE NPTU JNQPSUBOUMZ
 ZPV UBVHIU NF IPX UP
CFDPNF B USVF FYQFSJNFOUBMJTU GPS OPU KVTU QIZTJDT
 CVU GPS BMM XBMLT PG MJGF� +BZBLBOUI BOE +%
 CPUI PG
ZPV QSPQFMMFE NF UP HSFBUFS IFJHIUT BT BO JOEJWJEVBM BOE NBEF HSBEVBUF TDIPPM B IVHF TVDDFTT GPS NF�
5IBOL ZPV�

)FSF JT BO BEEJUJPOBM QBSBHSBQI GPS ZPV
 +%� Nء* TVSF ZPVLOPX UIBU ZPVIBWFCFFO FYUSFNFMZ DSJUJDBM
UP UIF TVDDFTT PG NZ HSBEVBUF TDIPPM DBSFFS� 5IF QSPKFDUT * XBT JOWPMWFE JO BOE UIFJS TVDDFTTFT XFSF
BMM CFDBVTF PG ZPV� * BN WFSZ UIBOLGVM GPS ZPVS DPNNJUNFOU UP OVSUVSJOH NF� * BQQSFDJBUF FWFSZ
TJOHMF POF PG ZPVS FNBJMT BOE 4LZQF TFTTJPOT� :PV IBWF BMXBZT FYQMBJOFE UIJOHT XJUI FYUSFNF QSFDJTJPO
BOE DMBSJUZ BOE ZPV IBWF QVTIFE NF UP EP TP BT XFMM� :PV IBWF JOHSBJOFE JO NF UIF JNQPSUBODF PG
QSFQBSBUJPO
 QSFQBSBUJPO BOE QSFQBSBUJPO BT XFMM BT EPVCMF
 USJQMF
 RVBESVQMF DIFDLJOH FWFSZUIJOH�
WFء* MFBSOU TP NBOZ JOWBMVBCMF MFTTPOT GSPN ZPV� * KVTU IPQF UIBU * DBO BMTP QBTT UIFN PO UP PUIFST�

'PS UIF NPTU QBSU
 HSBEVBUF TDIPPM EFTFSWFT UP CF HMPSJஷ஫FE CVU UIFSF BSF PG DPVSTF QMFOUZ PG EPXOT�
(SBEVBUF TDIPPM JO FYQFSJNFOUBM DPOEFOTFENBUUFS QIZTJDT JT IBSE� 0WFS UJNF
 ZPV TMPXMZ BOEQBJOGVMMZ
SFBMJ[F UIBU ZPV SFBMMZ BSF TJNQMZ DPOTUBOUMZ GSBOUJDBMMZ USZJOH UP EJH ZPVSTFMG PVU PG UIF PDFBO� *U XBT
B IVHF DIBMMFOHF FTQFDJBMMZ XIFO ZPV BSF HPJOH UISPVHI GSVJUMFTT NPOUIT PG OPO�TUPQ XPSL� " TBOF
NJOE JT OPU FOPVHI� :PV OFFE VOZJFMEJOH QFSTFWFSBODF BOE GSFRVFOU IZTUFSJDBM JNBHJOBUJPO UIBU XIBU
ZPV BSF EPJOH JT HPJOH UP XPSL� .PTU DSJUJDBMMZ
 ZPV OFFE QFPQMF XIP DBO VOEFSTUBOE BOE XIP ZPV
DBO WFOU UP� 'PS UIJT
 'SBOL BOE 9JBPNFOH
 * BN TPSSZ� 4PSSZ GPS SPUUJOH ZPVS CSBJOT XJUI UIF OPO�
TUPQ DVSTJOH� "OE UIBOL ZPV
 GPS BMXBZT CFJOH UIFSF� 'SBOL
 ZPV BSF BO VQTUBOEJOH JOEJWJEVBM BOE
IBWF TUSPOH QPTJUJWF QSJODJQMFT� * BN BMXBZT JOTQJSFE CZ ZPVS PQUJNJTN
 TFMஸ஼FTTOFTT
 NPUJWBUJPO BOE
EJTDJQMJOF� 5IF MBC XPVME CF JO B IPSSJCMF TUBUF XJUIPVU ZPV� 5IPTF CJLF SJEFT BOE IJLJOH USJQT UIBU
ZPV BSF TPXJMMJOH UP QBSUBLF BOE OBWJHBUF XFSF WFSZ SFKVWFOBUJOH BOE JNQPSUBOU GPSNF UP SFHBJO JOOFS
TUSFOHUI GPS SFTFBSDI� :PVS FYDMBNBUJPO PG
 
(""0003(أ POXBSET UP WJDUPSZؤ� XJMM TUBZ XJUI NF
GPSFWFS� 8IFO UJNFT BSF UPVHI
 * XJMM SFNJOE NZTFMG PG ZPV� 9JBPNFOH
 ZPV BSF TJMFOUMZ DIFFLZ BOE
IVNPSPVT BOE XF TIBSF B MPU PG UIF TBNF UBTUF BOE QFSTQFDUJWFT� 5P IBWF TPNFCPEZ XIPTF UIPVHIUT
SFTPOBUF XJUI NJOF XBT B HSFBU TBOJUZ DIFDL� 5IBOL ZPV GPS LFFQJOH NF DPNQBOZ GPS BMM UIF DPVOUMFTT
BMM�OJHIUFST JO MBC� 5IFNJEOJHIU TOBDLT
 UIF CMBTUJOH PGNVTJD
 UIFNPWJF DSJUJRVJOH
 BOE UIFNPSOJOH
XBMLT CBDL IPNF LFQU NZ MJGF MJHIU BOE NBOBHFBCMF� 0OF UIJOH UIBU TFUT VT BQBSU JT UIBU ZPV BSF POF
CSJMMJBOU CBTUBSE� :PVS JOTJHIU GPS FWFSZ QSPCMFN
 TDJFOUJஷ஫D PS OPU
 XBT B LFZ JOHSFEJFOU UP NBOZ PG NZ
QSPHSFTTFT� 'SBOL BOE 9JBPNFOH
 UIF UXP PG ZPV EFஷ஫OFE NZ 1I% FYQFSJFODF� Nء* WFSZ IPOPSFE UP
IBWF CFFO BCMF UP XPSL XJUI ZPV HVZT� :PV HVZT NBLF UIF CFTU MBCNBUFT POF DBO FWFS IBWF BOE * BN
TP IBQQZ UP IBWF HBJOFE UXP HSFBUFTU CVEEJFT�

5P -BVSFM
 ZPV BSF BO FYUSFNFMZ IBSEXPSLJOH XBSSJPS� 5IF QSPKFDU XF XFSF XPSLJOH PO XBT UPVHI�
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*U CSPVHIU PVU UIF CFTU JO VT UP CF BCMF UP UBNF JU� *U JT QBSUJDVMBSMZ JOTQJSJOH UP TFF ZPV TIPX TP NVDI
SFTPMWF BOE DPORVFS TP NBOZ EJஶஷ஫DVMUJFT BOE HSPX PO ZPVS PXO PWFS UIF ZFBST� *U XBT B SFBM QMFBTVSF
XPSLJOH XJUI ZPV� -FU NF KVTU SFNJOE ZPV POF MBTU UJNF
 JUءT OFWFS HPJOH UP CF FBTZ� 4P HPPE MVDL BOE
IBWF GVO�

5IBOL ZPV1SPGFTTPS -PODBS GPS TP HFOFSPVTMZ MFOEJOH ZPVS MBC TQBDF BOE JOUSPEVDJOHNF UP -JOCP�
5IBOL ZPV -JOCP GPS JOUSPEVDJOH NF UP PQUJDT BOE HVJEJOH NZ XBZ UP CVJMEJOH UIF 3BZMFJHI TFUVQ�
5IJT UIFTJT XPVME OPU IBWF CFFO QPTTJCMF XJUIPVU CPUI PG ZPV�

5P (JMIP
 UIBOL ZPV GPS ஷ஫MMJOH UIF WPJE JO PVS MBC BOE NZ MJGF EVSJOH UIF USBOTJUJPO QFSJPE BU )BS�
WBSE� :PV CSPVHIU UIF XIPMF MBC UPHFUIFS BOE HBWF JU MJGF� :PVXFSF BMXBZT TP TJODFSF JO IFMQJOH PUIFST
BOE NF BOE UIF QPTJUJWF FOFSHZ ZPV CSPVHIU XBT TP DPOUBHJPVT� * FYQFDU NZ GVMMZ GVSOJTIFE CFESPPN
XIFO * DPNF WJTJU ZPV�

5P BMM NZ GFMMPX MBCNBUFT� $BSMPT
 1BUSJDL
 'FSFTIUF
 $IVM�)P
 %NJUSJ
 "NFMJB
 ,$
.JUTV
 (JTFMMF

%BFZPOH
 $MFWJO
 8FJ
 ,F
 )JSPTIJ
 +POBI
 ,XBCFOB
 )ZPCJO
 -VJT
 4JZPVOH
 :PVOHKBF
 /JDPMB
 +FTTF

+JOH
 "OEZ
 "SUFN
 3FCFDDB
 .FIEJ
 ;FZV
 5PN
 ;IPOHZJOH
 "OESFT
 ,BUF
 4FCBTUJBO
 0OEFS
 BOE
:VWBM
 JUءT CFFO B SFBM QMFBTVSF CFJOH JO ZPVS QSFTFODF� :PV HVZT BMM NBLF UIF MBC TP MJWFMZ BOE NBEF
JU TP XPSUIZ UP CF DBMMFE NZ TFDPOE IPNF� #FJOH BCMF UP MFBSO BCPVU ZPVS EJWFSTF CBDLHSPVOET BOE
XJUOFTT UIF EJஶGFSFOU TUPSJFT VOGPME GPS BMM PG ZPV IBT CFFO FZF�PQFOJOH� :PV HVZT IBWF BMM UPVDIFE
NZ MJGF JO XBZT ZPV XPVMEOءU LOPX BOE JU XBT CFDBVTF PG FWFSZ TJOHMF POF PG ZPV UIBU * IBE TP NVDI
EJஶஷ஫DVMUZ EFDJEJOH UP HSBEVBUF� 5IF OVNCFS PG UBMFOUFE
 TFMஸ஼FTT
 GVO BOE IVNCMF QFPQMF * IBWF NFU
IBT USVMZ NBEF UIJT 1I% BO BNB[JOH FYQFSJFODF� 5IBOL ZPV BMM�

5P UIF $/4 BOE -*4& TUBஶG
 ZPV BMM NBLF UIF NPTU FYFNQMBSZ TUBஶG� 8IFO * HPU UP )BSWBSE * XBT
TJNQMZ BNB[FE CZ IPX XFMM FWFSZUIJOH XBT NBJOUBJOFE BOE PSHBOJ[FE� :PV BSF BMM TP EJMJHFOU BOE
BMXBZT LFQU PVSOFFET BQSJPSJUZ� :PVBSF UIFPOFTXIPXPSLFECFIJOE UIF TDFOFT BOENBEFPVS SFTFBSDI
QPTTJCMF� 5IBOL ZPV BMM TPNVDI� BD.ؤPBDI$أ UIBOLT GPS LFFQJOH UIF DMFBO SPPN MJWFMZ BOE GPS CFJOH
TVDI B HSFBU GBO PG CBTLFUCBMM� *UءT B TIBNF CBTLFUCBMM JTOءU B CJH QBSU PG UIF DVMUVSF IFSF DPNQBSFE UP
/FX :PSL� "G஽FS * NPWFE UP )BSWBSE
 ZPVS DPOTUBOU SFRVFTU GPS 'SJEBZ CBTLFUCBMM JT XIBU LFQU NZ
MJGFMPOH QBTTJPO BMJWF� *UءT BMXBZT B KPZ GPS NF UP TFF ZPV TIPX UIFN ZPVOH CMPPET UIBU VOCMPDLBCMF
IPPLTIPU�

5PNZ CBTLFUCBMM DSFX 	JG ZPV FWFS IBQQFO UP SFBE UIJT ZPV LOPXXIP ZPV BSF�

 * FYUSFNFMZ BQQSF�
DJBUF UIF SBNQBOU UFBTJOH BOE KPLFT� *U JT VOGPSUVOBUF PWFS UIF QBTU TFWFSBM ZFBST NZ CBTLFUCBMM TLJMMT
BOE BUIMFUJDJTN IBWF CFFO PO B GBTU EFDMJOF
 CVU ZPV HVZT OFWFS IFTJUBUFE UP JOWJUF NF UP ZPVS UPVSOB�
NFOUT� .Z $PMVNCJB�/FX :PSL EBZT IBWF CFFO ஷ஫MMFE XJUI TP NVDI GPOE NFNPSJFT CFDBVTF PG ZPV
HVZT� * SFBMMZ BQQSFDJBUF UIF UJNFXIFO ZPV HVZT DBNF BMM UIFXBZ UP)BSWBSE KVTU UP CBMM XJUINF
 BOE *
USFBTVSF FWFSZ TFDPOE XF HPU UP CF PO UIF DPVSU UPHFUIFS� "OE UIBOLT GPS UIF ؤTJMFOUأ TVQQPSU BOE KVTU

YWJ



IBWJOH NF JO ZPVS UIPVHIUT� * QSPNJTF MMء* CF IJUUJOH UIF HZN NPSF PG஽FO GSPN OPX PO BOE * XPOءU
IPME ZPV HVZT CBDL JO QBSUJDJQBUJOH JO UPVSOBNFOUT�

5P NZ ஷ஫STU ZFBS Pஶஷ஫DF NBUFT BOE QBSUOFST JO DSJNF CBDL BU $PMVNCJB
 JU XBT IFMM PG B SJEF PVS UJNF
UPHFUIFS� 5P %JFHP BOE 0MHVO
 UIF Pஶஷ஫DF EZOBNJD XBT KVTU TP GVO� * DBOOPU CFMJFWF IPX MPOH BHP UIJT
XBT ZFU UIF FYQFSJFODF JT TUJMM GSFTI� "TJEF GSPN GVO UIFSF XBT UIF OPO�TUPQ TUVEZJOH GPS DMBTTFT BOE
RVBMJஷ஫DBUJPOT
 UIF UFBDIJOH BOE HSBEJOH
 BOE UIF DPOTUBOU XPSSZJOH PG XIBU SFTFBSDI UP EP��� XIBU
BO PSEFBM� #VU XF QPXFSFE UISPVHI
 PS SBUIFS
 * QPXFSFE UISPVHI UIBOLT UP ZPV HVZT� 5P %FOOJT

UIBOL ZPV TP NVDI GPS CFJOH KVTU TP BDDPNNPEBUJOH BOE LJOE
 FTQFDJBMMZ EVSJOH UIF ZFBS XIFO * XBT
ؤIPNFMFTTأ JO/FX:PSL� 5IBOL ZPV GPS UFBDIJOHNFIPX UPQMBZ UIF QJBOP BOE MJTUFOJOH UPNZ UFSSJCMF
UVOFT PO SFQFBU� 5IFNVTJD QJFDFT ZPV UBVHIUNF IBWF CFFONZNVDI�OFFEFENFEJUBUJPO UISPVHIPVU
UIF ZFBST� 5P %JFHP
 UIBOL ZPV GPS MPPLJOH PVU GPS NF EVSJOH BT XFMM BT BG஽FS HSBE TDIPPM� * BMXBZT
BENJSFE ZPVS ESJWF BOE USVUIGVMMZ JUءT TPNFUIJOH * USZ UP FNVMBUF BOE JU IBT UBLFO NF GBSUIFS UIBO *
FWFS DPVME PONZ PXO� 5IBOL ZPV GPS UIF XPSLPVU TFTTJPOT BOE UIF IVNPS XF TIBSFE� )PQFGVMMZ
 XF
DBO IBWF UIBU BHBJO JG * FWFS NPWF UP $BMJGPSOJB�

5P.S� 4BOEP
 UIF POFXIP TUBSUFE UIJT BMM� :PVXFSF UIF POFXIP DBQUJWBUFENFXJUI ZPVS UFBDIJOH
BOE NBEF NF QVSTVF QIZTJDT� :PVS DSFBUJWF BOE FOFSHFUJD NFUIPET PG UFBDIJOH TUJMM JOTQJSF NF UPEBZ
UP CF B HPPE UFBDIFS GPS PUIFST� :PVS FOUIVTJBTN GPS UFBDIJOH XJMM CF B QFSNBOFOU SFNJOEFS PG IPX
JOஸ஼VFOUJBM NJOF JT UP ZPVOHFS POFT�

5P 6ODMF 4-
 UIBOL ZPV GPS IBWJOH TVDI CJH BOE EFFQ JOUFSFTU JO XIBU * EP TJODF UIF CFHJOOJOH
BOE JU NFBOT B MPU UP NF� * IBWF BMXBZT CFFO WFSZ UPVDIFE CZ UIF DBSF BOE FODPVSBHFNFOU ZPV IBWF
HJWFO NF� 6OGPSUVOBUFMZ
 * XBT OFWFS BCMF UP GVMMZ QSFQBSF PS IBWF BNQMF UJNF UP DPIFSFOUMZ FYQMBJO
NZ SFTFBSDI� 5IJT UIFTJT JT XSJUUFOXJUI ZPV JONJOE TP OPX * IPQF ZPVXJMM IBWF B GVMM
 EFUBJMFE SFDPSE
PG NZ XPSL؝ ZPV DBO HP BIFBE BOE UISPX BXBZ UIBU OPUFCPPL� "OE * UIJOL XF DBO ஷ஫OBMMZ FBU HPPE
TVTIJ XJUI OP DPODFSOT�

5P.PN
 %BE
 1PQP
 ,VLV
 +FTTJDB BOE +BOF
 ZPV IBWF CFFO MPPLJOH GPSXBSE UP NZ HSBEVBUJPO GPS
B MPOH UJNF OPX BOE * BN IBQQZ UP ஷ஫OBMMZ MFU ZPV XJUOFTT JU� 5IJT UIFTJT JT B QSPVE QSPEVDU PG NJOF BT
XFMM BT ZPVST� "MM UIF FஶGPSU * QVU JOUP JU
 * EJE JU BSNFE XJUI BMM UIF MPWF BOE TVQQPSU ZPV BMM UPHFUIFS
IBWF HJWFONF� 5IBOL ZPV.PNBOE%BE GPS CFJOH UIF HSFBUFTU QBSFOUT� :PV TUSJLF UIF QFSGFDU CBMBODF
JONZ MJGF BOE BSF SFTQPOTJCMF GPS BMM UIF MJGF GVMஷ஫MMJOH FNPUJPOT * IBWF FYQFSJFODFE� 5IF MJGF MFTTPOT ZPV
IBWF UBVHIU NF
 * DBSSJFE XJUI NF UISPVHIPVU NZ FOUJSF HSBEVBUF TDIPPM DBSFFS� * XPVME OPU IBWF
BQQSPBDIFE JU BOE UBDLMFE JU UIF TBNF GVMஷ஫MMJOH XBZ IBE JU OPU CFFO GPS ZPV� :PV OFWFS QSFTTVSFE
NF UP EP BOZUIJOH
 BOE OFWFS IBE EBVOUJOH FYQFDUBUJPOT� :PV SFTQFDUFE NZ DIPJDFT BOE DPOTUBOUMZ
DIFFSFE GPS NF GSPN UIF PUIFS TJEF PG UIF XPSME� 5IBOL ZPV� 1PQP BOE ,VLV
 UIF IBSETIJQT CPUI
PG ZPV IBE UP HP UISPVHI XJMM OFWFS CF QBSBMMFMFE� 5IJT 1I% * LOPX JT OPU FWFO B GSBDUJPO PG XIBU
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%FFQFTU HSBUJUVEF UP NZ GBNJMZ� .Z GBNJMZ QJDUVSF GBCSJDBUFE XJUI OBOPUFDIOPMPHZ�

ZPV IBWF IBE UP HP UISPVHI� "OE ZFU
 UP UIJT EBZ
 ZPV TNJMF MJLF MJGF IBT OFWFS XFJHIFE EPXO PO ZPV�
:PV BSF NZ MJWJOH JOTQJSBUJPO BOE UIF POMZ TPVSDF * OFFE UP CFMJFWF UIBU UIF XPSME DBO CF TP GSFF BOE
XPOEFSGVM� 5P NZ BNB[JOH TJTUFST
 XF BSF TVSQSJTJOHMZ GVODUJPOBM UPHFUIFS� 5IJT JT MBSHFMZ CFDBVTF PG
ZPV HVZT PCWJPVTMZ� :PV HVZT IBWF BMXBZT CFFO UIF TFMஸ஼FTT POFT
 BOE IBWF BMXBZT NBEF NZ MJGF FBTJFS�
5IBOLT GPS CFJOH TP QSPBDUJWF BOE UIBOLT GPS QMBOOJOH BMM UIPTF FWFOUT UIBU * TIPVME IBWF IFMQFE PVU
XJUI CVU OFWFS EJE� *G JU XFSFOءU GPS ZPV
 * FBTJMZ XPVMEءWF UBLFO BO FYUSB ZFBS PS UXP UP ஷ஫OJTINZ 1I%�
"MTP
 UIBOL ZPV GPS UIF BSUXPSL� Nء* WFSZ HMBE XF HPU UP NBLF JU B GBNJMZ FஶGPSU
 CFDBVTF UIJT XIPMF
UIJOH SFBMMZ JT� )FSF * QSPVEMZ BOE TIBNFMFTTMZ EFEJDBUF B TMPU JO UIJT UIFTJT GPS ZPV HVZT�

* BN FYUSFNFMZ MVDLZ UP IBWF NFU ,BUJF BOE CFJOH XJUI ZPV IBWF TIPXO NF BOPUIFS EJNFOTJPO
JO MJGF UIBU * XPVME PUIFSXJTF IBWF OFWFS TFFO� :PV IBWF CFFO NZ HSFBUFTU GSJFOE XJUI MPWF
 TVQQPSU

IVNPS BOE MPUT PG TXFFUOFTT� .BZ * BEE UIBU JU JT FYUSFNFMZ IVNCMJOH GPS NF UP NFFU B QFSTPO XJUI
TP NVDI UBMFOU ZFU XJUI TP NVDI NPEFTUZ� 5IJOLJOH UISPVHI BMM UIF ZFBST XF IBWF CFFO UPHFUIFS
 *
BN KVTU WFSZ BNB[FE BOE UIBOLGVM CZ IPX UIJOHT GFMM JOUP QMBDF GPS VT� * DBOOPU TFF NZ MJGF VOGPME BOZ
PUIFS XBZ BOE * DBOءU JNBHJOF XIBU B EJTBTUFS JU XPVME IBWF CFFO GPS NF IBE * OPU NFU ZPV� * BN WFSZ
FYDJUFE BCPVU XIBU JT JO TUPSF GPS VT BOE * MPPL GPSXBSE UP PVS OFYU DIBQUFS UPHFUIFS�

(SBEVBUF TDIPPM XBT B IVHF TVDDFTT TJNQMZ GPS BMM UIF BNB[JOH GSJFOET BOE IVNBO DPOOFDUJPOT *
IBWF NBEF� "MM PG ZPV IBWF FOEPXFE NF XJUI XJTEPN
 IBWF CFFO NZ QVODICBH
 IBWF VOIFTJUBUJOHMZ
MFOU NF B IBOE BOE IBWF TIBSFE KPZT PG UFBST BOE MBVHIUFS XJUI NF� "MUIPVHI NZ UJNF BU UIF ,JN MBC
XJMM ஷ஫OBMMZ DPNF UP B DMPTF
 NZ QBTTJPO GPS TDJFODF BOE SFTFBSDI XJMM OFWFS GBEF BOE * XJMM GPSFWFS IPME
PO UP BOE DIFSJTI UIF NPNFOUT XJUI ZPV BMM� 5IBOL ZPV�

YWJJJ



�



4DJFODF ॼ CFBVUJGVM XIFO JU NBLॻ TJNQMF FYQMBOBUJPOT PG

QIFOPNFOB PS DPOOFDUJPOT CFUXFFO EJ׽FSFOU PCTFSWBUJPOT�

4UFQIFO )BXLJOH

1
(SBQIFOF BT B 3JDI 1MBZHSPVOE GPS

$POEFOTFE .BUUFS 1IZTJDT

(SBQIFOF JT DBMMFE ؤUIFXPOEFSNBUFSJBMأ GPSNBOZ SFBTPOT� � 'SPNBOBQQMJDBUJPO TUBOEQPJOU
 HSBQIFOF

JT IJHIMZ DPOEVDUJWF
 IBT FYDFQUJPOBM UFOTJMF TUSFOHUI BOE BU UIF TBNF UJNF JT BUPNJDBMMZ UIJO
 ஸ஼FYJCMF

BOE USBOTQBSFOU� "MUIPVHI JUT MBDL PG B TJHOJஷ஫DBOU CBOEHBQ NBLFT JU MFTT BQQFBMJOH BT B TJMJDPO BMUFSOB�

UJWF
 JU DBO ஷ஫OENBOZ VTFT JO PUIFS BSFBT TVDI BT ஸ஼FYJCMF EJTQMBZT
 FOFSHZ IBSWFTUJOH XJOEPXT
 DMPUIJOH

GBCSJD
 XBUFS QVSJஷ஫DBUJPO ஷ஫MUFST
 TVQFS�DBQBDJUJWF CBUUFSJFT BOE MJHIUXFJHIU SPCVTU FRVJQNFOU KVTU UP

�



OBNF TFWFSBM� 'SPN B DPOEFOTFE NBUUFS SFTFBSDI TUBOEQPJOU
 JU JT BO FMFDUSPOJD QMBUGPSN UIBU IPTUT B

QMFUIPSB PG FYPUJD QIZTJDBM QIFOPNFOB� 'JSTU
 JUT FMFDUSPOJD CFIBWJPS DBO SPVHIMZ CF CSPLFO JOUP UXP

CBTJD SFHJNFT� UIF PSEJOBSZ 'FSNJ MJRVJE BOE UIF NPSF VOJRVF %JSBD ஸ஼VJE DPNQPTFE PG BO FMFDUSPO�

IPMF QMBTNB� 6OEFS UIFTF UXP SFHJNFT
 UIF DIBSHF DBSSJFST DBO CFIBWF BT CBMMJTUJD
 NBTTMFTT
 SFMBUJWJTUJD

%JSBD GFSNJPOT
 PS BT B IJHIMZ DPMMFDUJWF IZESPEZOBNJD ஸ஼VJE� $PVQMFE XJUI UIF RVBOUVN NFDIBOJDBM

QSPQFSUJFT TVDI BT TQJO BOEWBMMFZ QIZTJDT
 HSBQIFOFQSPWJEFT B IJHIMZ DPNQMFY FMFDUSPOJD QMBUGPSNXJUI

XIJDI QMFOUZ PG QIZTJDT DBO CF TUVEJFE� 5IF NZSJBE PG CFIBWJPST JT VOQBSBMMFMFE BOE UIJT SJDIOFTT JT

NBEF FWFONPSF WBMVBCMF CFDBVTF PG JUT FBTZ FMFDUSPOJD�QIBTF UVOBCJMJUZ� -JLFNBOZ PG JUT WBO EFS8BBMT

NBUFSJBM DPVOUFSQBSUT
 HSBQIFOF IBT BO JOUSJOTJDBMMZ MPX EFOTJUZ PG TUBUFT BOE IFODF TFOTJUJWF DIFNJDBM

QPUFOUJBM� 5IJT JT EVF UP HSBQIFOF CFJOH B OBUVSBMMZ�PDDVSSJOH UXP�EJNFOTJPOBM 	2%
 NBUFSJBM VOMJLF

UIF 2% FMFDUSPO HBT 	2%&(
 DSFBUFE JO (BMMJVN "STFOJEF 	(B"T
 IFUFSPTUSVDUVSFT WJB NPEVMBUJPO

EPQJOH� 5IJT CSJOHT VT UP QFSIBQT UIF NPTU JNQPSUBOU QPJOU BCPVU HSBQIFOF� JU DBO CF FBTJMZ JTPMBUFE

BOE BMMPXT FBTZ FMFDUSJDBM BDDFTT� *O DPOUSBTU UP UIF (B"T EBZT XIFO POMZ GFX IBE BDDFTT UP UIF MVYVSJ�

PVT 2%&( BOE XIJDI
 FWFO GPS UIFN
 POMZ IBE MJNJUFE FYQFSJNFOUBM LOPCT
 UIF BEWFOU PG HSBQIFOF

IBT FOBCMFE FWFSZ DPOEFOTFE NBUUFS QIZTJDJTU UP QFSGPSN B WBSJFUZ PG IJHI MFWFM RVBOUVN NFDIBOJDBM

FYQFSJNFOUT� .PSFPWFS
 OPXBEBZT OBOPGBCSJDBUJPO GBDJMJUJFT BSF SFBEJMZ BWBJMBCMF BOE OBOPUFDIOPMPHZ

IBT BEWBODFE UP BO VOQSFDFEFOUFE MFWFM PG TPQIJTUJDBUJPO؝ TUVEZJOH QIZTJDT JO HSBQIFOF IBT CFDPNF

NVOEBOF� #VU UIF DPNQMFYJUZ UIBU SFTJEFT JO HSBQIFOF JT TUJMM GBS GSPN CFJOH VOUBQQFE DPNQMFUFMZ BT

XF TIBMM TFF TIPSUMZ� (SBQIFOF SFTFBSDI IBTNBEF UIF TDJFODF DPNNVOJUZ BT B XIPMFNVDI SJDIFS
 NPSF

DBQBCMF BOE GSBOLMZ TQFBLJOH
 IBT QVU VT QIZTJDJTUT JOUP B GSBOUJD QMBZ NPEF�

(SBQIFOF XBT ஷ஫STU QIZTJDBMMZ JTPMBUFE BOE JEFOUJஷ஫FE JO UIF ZFBS ������ "T NFOUJPOFE QSFWJPVTMZ


JUT TJOHMF BUPNJD MBZFS TUSVDUVSF BVUPNBUJDBMMZ DPOஷ஫OFT FMFDUSPOT UP B QMBOF
 SFTVMUJOH JO B MPX JOUSJOTJD

DBSSJFS EFOTJUZ� 5IJT SFEVDFE DBSSJFS EFOTJUZ NFBOT MFTT FMFDUSPOJD TDSFFOJOH
 BOE CFDBVTF HSBQIFOF JT

�
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'JHVSF ���� *MMVTUSBUJPO PG UIF EJSFDU BOE SFDJQSPDBM MBUUJDFT PG HSBQIFOF
 CPUI PG XIJDI IBWF B IFYBHPOBM #SBWBJT
MBUUJDF� 	B
 5IF EJSFDU MBUUJDF JO SFBM TQBDF� 5IF DPMPSJOH TDIFNF TIPXT IPX JU DBO CF CSPLFO EPXO JOUP UXP
TVCMBUUJDFT� 4VCMBUUJDF " JT DPMPSFE SFE BOE TVCMBUUJDF # JT DPMPSFE CMVF� 5IF ZFMMPX TIBEFE QBSBMMFMPHSBN JT UIF
QSJNJUJWF VOJU DFMM EFஷ஫OFE CZ UIF SFBM TQBDF #SBWBJT WFDUPST a1 BOEa2� 5IF OFBSFTU OFJHICPVS WFDUPST BSF HJWFO
CZ δ1, δ2 BOE δ3. 	C
 5IF SFDJQSPDBM MBUUJDF JO NPNFOUVN TQBDF� 5IF HSBZ TIBEFE IFYBHPO JO UIF NJEEMF JT UIF
ஷ஫STU #SJMMPVJO ;POF� b1 BOEb2 BSF UIF UXP SFDJQSPDBM MBUUJDF WFDUPST� 5IF IJHI TZNNFUSZ QPJOUT BSF MBCFMFE BT
Γ,K,K′ BOEMXIFSFK BOEK′ BSF UXP JOFRVJWBMFOU QPTJUJPOT UIBU IBWF %JSBD DPOFT XJUI PQQPTJUF IFMJDJUZ�

EJSFDUMZ FYQPTFE
 JUT FMFDUSPOT BSF NVDINPSF TVTDFQUJCMF UP FYUFSOBM JOஸ஼VFODF� 5IJT JT TJNVMUBOFPVTMZ

B CBOF BOECFOFஷ஫U� *U JT B CBOF CFDBVTF PG IPX TFOTJUJWF JU JT UP UIF VOJOUFOEFE BOEVCJRVJUPVT EJTPSEFS

JO UIF TVCTUSBUFT� JU JT B CFOFஷ஫U CFDBVTF PG IPX FBTZ JU JT UP JOEVDF VTFS�EFஷ஫OFE FYUFSOBM QPUFOUJBMT� *O

UIJT UIFTJT * XJMM EFNPOTUSBUF
 XJUI UIF VTF PG BO JOEJWJEVBM DBSCPO OBOPUVCF
 IPX XF DBO SFBQ UIF

CFOFஷ஫U BOE DJSDVNWFOU UIF CBOF CZ QFSGPSNJOH MPDBM NFBTVSFNFOUT� .PSF TQFDJஷ஫DBMMZ
 * XJMM TIPX

IPX UIF DBSCPO OBOPUVCF DBO DSFBUF BOE EFUFDU -BOEBV MFWFM DPMMBQTF
 XIJDI JT B QTFVEP�SFMBUJWJTUJD

QIFOPNFOPO
 BOE IPX JU DBO CF VTFE BT B OBSSPX FMFDUSPOJD XBWFHVJEF UP HVJEF B TJOHMF FMFDUSPOJD

NPEF� *O UIF GPMMPXJOH TFDUJPOT
 * XJMM CSJFஸ஼Z JOUSPEVDF TPNF PG UIF PVUTUBOEJOH RVBMJUJFT PG HSBQIFOF

BOE XJMM IJHIMJHIU UIF POFT UIBU XJMM CF FYUFOTJWFMZ VUJMJ[FE BOE TUVEJFE JO UIJT UIFTJT�
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"T XJUI NPTU QSPCMFNT
 JU JT CFTU UP TUBSU TJNQMF� *O UIF DBTF PG FMFDUSPOT JO HSBQIFOF
 XF CFHJO XJUI

UIF TJOHMF QBSUJDMF QJDUVSF XIFSF XF OFHMFDU BOZ JOUFSBDUJPOT UIBU UIF FMFDUSPO DBO GFFM FYDFQU GPS UIF QF�

SJPEJD CBDLHSPVOE QPUFOUJBM FNBOBUJOH GSPN UIF DBSCPO MBUUJDF� 5IJT QJDUVSF JT DPNNPOMZ BEESFTTFE

UISPVHI UIF UJHIU�CJOEJOH BQQSPBDI XIJDI XJMM CF CSJFஸ஼Z DPWFSFE JO UIF MBOHVBHF PG TFDPOE RVBOUJ�

[BUJPO� 'PS B NPSF DPNQMFUF BOE EFUBJMFE DPWFSBHF PO HSBQIFOF
 UIF SFBEFS JT SFGFSSFE UP BQQFOEJY

"�

(SBQIFOF 	(S
 JT DPNQSJTFE PG DBSCPO BUPNT BSSBOHFE JO B IFYBHPOBM #SBWBJT MBUUJDF XJUI UXP CBTJT

BUPNT� 5IF UXP CBTJT BUPNT TFQBSBUFMZ GPSN UXP IFYBHPOBM #SBWBJT MBUUJDF BOE BSF DPOWFOUJPOBMMZ

SFGFSSFE UP BT TVCMBUUJDFA BOEB� 5IF #SBWBJT MBUUJDF WFDUPST BSF�

a1 =

(√
3a

2
,
a

2

)
, a2 =

(√
3a

2
,−a

2

)
, 	���


XIFSF a = |a1| = |a2| JT UIF MBUUJDF DPOTUBOU PG (S BOE IBT B WBMVF PG BCPVU 2.46 �� &BDI DBSCPO

IBT UISFF OFBSFTU OFJHICPST
 BMM PG XIJDI BSF PDDVQBOUT PG UIF PUIFS TVCMBUUJDF� 5IFTF OFBSFTU�OFJHICPS

WFDUPST BSF�

δ1 =

(
a√
3
, 0

)
, δ2 =

(
− a

2
√
3
,−a

2

)
, δ3 =

(
− a

2
√
3
,
a

2

)
, 	���


XIFSF UIF DBSCPO UP DBSCPO CPOE MFOHUI PS UIF OFBSFTU OFJHICPS EJTUBODF
 aDD = |δ1| = |δ2| = |δ3|


JT BCPVU 1.42�� *O SFDJQSPDBM TQBDF
 UIF #SJMMPVJO ;POF 	#;
 JT BMTP B IFYBHPOBM #SBWBJT MBUUJDF XJUI UIF
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GPMMPXJOH #SBWJBT MBUUJDF WFDUPST�

b1 =

(
2π√
3a

,
2π

a

)
, b2 =

(
2π√
3a

,−2π

a

)
. 	���


'JHVSF ���C EFQJDUT UIF NPNFOUVN TQBDF� 5IF IFYBHPO UIBU JT TIBEFE JO HSFZ JT UIF ஷ஫STU #;� Γ JT UIF

PSJHJO PG NPNFOUVN TQBDF XIFSF NPNFOUVN JT [FSP� M EFOPUFT UIF #; FEHF BOE JT UIVT B IJHI

TZNNFUSZ QPJOU� 5IF K BOEK′ QPJOUT BSF UIF JOFRVJWBMFOU DPSOFST PG UIF #; BOE BSF EFTDSJCFE CZ

UIF GPMMPXJOH WFDUPS XJUI SFTQFDU UPΓ�

ΓK =

(
2π√
3a

,
2π

3a

)
, ΓK′ =

(
2π√
3a

,−2π

3a

)
. 	���


4UBSUJOH GSPN UIF UJHIU�CJOEJOH NPEFM GPS OFBSFTU OFJHICPS IPQQJOH POMZ
 UIF )BNJMUPOJBO JT HJWFO

CZ�

H = tOO
∑

n,m

c†n,Acm,B + I�D� 	���


c†n,α(cn,α) JT UIF BOOJIJMBUJPO 	DSFBUJPO
 PQFSBUPS PG BO FMFDUSPO JO Bpz PSCJUBM TJUVBUFE JO UIFn�UI VOJU

DFMM GPS TVCMBUUJDFα = A,B� tOO ≈ −2.7 UP−3.1 F7 JT UIF OFBSFTU OFJHICPS IPQQJOH FOFSHZ� UIF TVN�

NBUJPO PWFSn,m JT JNQMJDJUMZ BTTVNFE UP CF POMZ GPS OFBSFTU OFJHICPST� I�D� TUBOET GPS UIF)FSNJUJBO

DPOKVHBUF BOE UIJT JT UP BMMPX UIF SFWFSTFE IPQQJOH QSPDFTT� *O NPNFOUVN TQBDF
 UIF )BNJMUPOJBO

CFDPNFT�

H(k) =
3∑

n=1

tOO

⎡

⎢⎣
0 eik·δn

e−ik·δn 0

⎤

⎥⎦ , 	���


XSJUUFO JO UIF CBTJT PG{cA(k), cB(k)}؝UIF SFTQFDUJWF 'PVSJFS DPFஶஷ஫DJFOUT PGcn,α� 5BZMPS FYQBOTJPO

PG UIF )BNJMUPOJBO BSPVOEK TVDI UIBU q = k−K BOE SFUBJOJOH POMZ UIF MJOFBS UFSN ZJFMET UIF MPX

�



FOFSHZ )BNJMUPOJBO BSPVOE UIFK WBMMFZ�

H(q) = !vFσ · q. 	���


)FSF
σ BSF UIF 1BVMJ NBUSJDFT BOE vF ≈ c/300 (N/T) JT UIF 'FSNJ WFMPDJUZ� 5IF MPX FOFSHZ)BNJMUP�

OJBO BU UIFK′ WBMMFZ JT SFMBUFE UP UIFK WBMMFZ UISPVHI UJNF SFWFSTBM TZNNFUSZ
 J�F�
H(q′) = H∗(q)


XIFSFq′ = k−K′� *O UIJT UIFTJT
 XF PQFSBUF VOEFS UIF BTTVNQUJPO UIBU UIF UXP WBMMFZT BSF EFDPVQMFE�

'PDVTJOH PO UIFK WBMMFZ IFSFJOBG஽FS
 UIF )BNJMUPOJBO IBT UIF GPMMPXJOH FJHFOWFDUPST�

Ψ(q) =
1√
2

⎡

⎢⎣
e−iθq/2

±eiθq/2

⎤

⎥⎦ , 	���


/PUF UIFTF BSF UIF XBWFGVODUJPO DPFஶஷ஫DJFOUT� 5IF GVMM XBWFGVODUJPO JT BDDPNQBOJFE CZ B TQBUJBM DPO�

USJCVUJPO HJWFO CZ UIF CBTJT XIJDI JT GPSNFE CZ B MJOFBS DPNCJOBUJPO PG pz PSCJUBMT PG TVCMBUUJDFA BOE

B� 5IF FJHFOFOFSHZ JT UIF MJOFBS EJTQFSTJPO�

ε(q) = ±!vF |q|, 	���


XIJDI JT JTPUSPQJD BSPVOE UIF %JSBD QPJOU q = 0 BOE JT FMFDUSPO�IPMF TZNNFUSJD� 5IF WBMJEJUZ PG

UIF MJOFBS EJTQFSTJPO DPNJOH GSPN UIF MPX FOFSHZ BQQSPYJNBUJPO IPMET VQ UP 0.6 F7
 XFMM BCPWF PVS

FYQFSJNFOUBMMZ BDDFTTJCMF SBOHF�

�



	B
 	C


	D
 	E


'JHVSF ���� *MMVTUSBUJPO PG UIF EJTQFSTJPO SFMBUJPO 	ε WTk
 PG HSBQIFOF� 	B
 5IF CBOETUSVDUVSF PG HSBQIFOF JO UIF
ஷ஫STU #;�3FE EFOPUFT UIF DPOEVDUJPO CBOE BOE CMVF EFOPUFT UIF WBMFODF CBOE� 	C
 5IF%JSBD DPOF
 J�F�
 UIF DPOF
TUSVDUVSF BU UIF K BOE K′ QPJOUT� )FSF UIF EJTQFSTJPO SFMBUJPO JT MJOFBS BOE TZNNFUSJD� 	D
 5IF QSPKFDUJPO PG
UIF HSBQIFOF CBOETUSVDUVSF JOUP UIF 2%NPNFOUVNQMBOFXIJDI TIPXT UIF �%'FSNJ TVSGBDF PG HSBQIFOF� 5IF
DPOUPVS MJOFT SFQSFTFOU DPOTUBOU FOFSHJFT� 5IF HSFFO MJOFNBSLT UIF ஷ஫STU #; BOE UIF CMBDL MJOF USBDFT UISPVHI UIF
IJHI TZNNFUSZ QPJOUT JO HSBQIFOF� Γ EFஷ஫OFT UIF PSJHJO PG UIF #;
K BOEK′ BSF BOZ UXP OFJHICPSJOH DPSOFST
PG UIF #;�M JT UIFNJEQPJOU CFUXFFOK BOEK′ BMPOH UIF #; FEHF� 	E
 5IF EJTQFSTJPO SFMBUJPO BMPOH UIF CMBDL
MJOF BT TFFO JO ஷ஫HVSF 	D
 XIJDI USBDFT UISPVHI UIF IJHI TZNNFUSZ QPJOUTΓ,K,K′ BOEM�

�



��� "ৠ৓৞ৡ৙১ৗ ০ৡ 3ৗ৞৓০৛২৛৥০৛৕ 1৓৤০৛৕৞ৗ৥

4IPSUMZ BG஽FS "MCFSU &JOTUFJO EFWFMPQFE UIF UIFPSZ PG TQFDJBM SFMBUJWJUZ
 1BVM %JSBD TPVHIU UP SFDPO�

DJMF RVBOUVN NFDIBOJDT XJUI JU� 5IF SFTVMU XBT UIF %JSBD FRVBUJPO UIBU EFTDSJCFT SFMBUJWJTUJD QBSUJDMFT

XJUI IBMG�JOUFHFS TQJO LOPXO BT %JSBD GFSNJPOT� 1BSUJDMFT UIBU GBMM VOEFS UIJT DBUFHPSZ BMM TUSJDUMZ GPM�

MPX -PSFOU[ USBOTGPSNBUJPO MBXT� 5IJT JT B EJSFDU DPOTFRVFODF PG UIF -PSFOU[ JOWBSJBODF PG UIF %JSBD

FRVBUJPO�

5IF MPX�FOFSHZ (S )BNJMUPOJBO JT NBUIFNBUJDBMMZ JEFOUJDBM UP UIF NBTTMFTT 2% %JSBD FRVBUJPO FY�

DFQU UIF DIBSBDUFSJTUJD TQFFE HJWFO CZ UIF TQFFE PG MJHIU JT SFQMBDFE CZ UIF (S 'FSNJ WFMPDJUZ 	TFF FRVB�

UJPO ���
� 5IF BTTPDJBUFE FJHFOFOFSHZ JT B MJOFBS EJTQFSTJPO 	TFF FRVBUJPO ���
 XIJDI JT B TJHOBUVSF PG B

NBTTMFTT SFMBUJWJTUJD QBSUJDMF SFNJOJTDFOU PG MJHIU� #FDBVTF UIFNBUIFNBUJDBM USFBUNFOU GPS UIF FMFDUSPOT

JO (S BOE GPS UIF SFMBUJWJTUJD NBTTMFTT %JSBD GFSNJPOT BSF QFSGFDUMZ JEFOUJDBM
 TBGF GPS UIF TDBMF GBDUPS EJG�

GFSFODF
 FMFDUSPOT JO (S BSF FYQFDUFE UP CFIBWF BT UIPVHI UIFZ XFSF BDUVBMMZ NBTTMFTT BOE SFMBUJWJTUJD


J�F�
 JO UIF GSBNFXPSL XIFSF UIF TQFFE PG MJHIU JT SFOPSNBMJ[FE UP UIF (S 'FSNJ WFMPDJUZ
 (S FMFDUSPOT

QMBZ UIF SPMF PG MJHIU� "OE UIJT IBT CJH SBNJஷ஫DBUJPOT� SFMBUJWJTUJD TZTUFNT BSF SBSF BOE MBSHFMZ JOBDDFTTJCMF�

#VU IFSF
 (S QSPWJEFT VT B CFODI�UPQ TZTUFN XJUI XIJDI XF DBO TJNVMBUF SFMBUJWJTUJD FYQFSJNFOUT�

5IF 'FSNJ WFMPDJUZ SFOPSNBMJ[BUJPO IBT BO BEEJUJPOBM QFSL� 5IF DIBSBDUFSJTUJD JOUFSBDUJPO QBSBNF�

UFS
 XIJDI JT B NFBTVSF PG IPX JOஸ஼VFOUJBM QBSUJDMFT BSF XJUI POF BOPUIFS
 JT HJWFO CZ UIF ஷ஫OF�TUSVDUVSF

DPOTUBOU� *O WBDVVN JU JT�

α =
1

4πϵ0

e2

!c ≈ 1

137
, 	����


XIJDI DBO CF JOUFSQSFUFE BT UIF SBUJP CFUXFFO UIF QPUFOUJBM 	e2/4πϵ0r
 BOE LJOFUJD 	pc = !c/r


FOFSHZ PG UIF QBSUJDMFT� ϵ0 JT UIF QFSNJUUJWJUZ PG GSFF TQBDF� *O (S
 BO FஶGFDUJWF ஷ஫OF�TUSVDUVSF DBO CF

�



TJNJMBSMZ EFஷ஫OFE�

α(S =
1

4πϵ

e2

!vF
≈ 1. 	����


ϵ = ϵ0ϵr JT UIF FMFDUSJD QFSNJUUJWJUZ BOE ϵr JT UIF EJFMFDUSJD DPOTUBOU PG UIF TZTUFN� 'PS UZQJDBM (S

EFWJDFT
 ϵr ≈ 2� � )FSF UIF SBUJP JT ESBTUJDBMMZ JODSFBTFE EVF UP UIF SFEVDUJPO JO UIF DIBSBDUFSJTUJD

TQFFE� 5IJT NFBOT UIBU UIF JOUFSBDUJPO CBSSJFS BNPOH QBSUJDMFT JT MPXFS BOE UIBU UIFZ BSF NVDI NPSF

TVTDFQUJCMF UP FYUFSOBM JOஸ஼VFODF� 5IJT BMMPXT VT UP BDDFTT UIF FMVTJWF BOE MBSHFMZ VODIBSUFE IJHIMZ�

DPSSFMBUFE SFMBUJWJTUJD SFHJNF� *U TIPVME CF FNQIBTJ[FE UIBU JU JT NFSFMZ B NBUIFNBUJDBM TJNJMBSJUZ UIBU

DPOOFDUT (S FMFDUSPOT XJUI UIF USVMZ SFMBUJWJTUJD QBSUJDMFT� (S FMFDUSPOT BSF TUJMM USBWFMJOH BU B NFBTMZ

c/300
 XIJDI EPFT OPU RVBMJGZ UIFN UP CF SFMBUJWJTUJD� 5IF CSFBLEPXO DPNFT JO XIFO QFSGPSNJOH UIF

QTFVEP�-PSFOU[ USBOTGPSNBUJPOXIFSF UIF TDBMF GBDUPS JO UIF UJNF DPNQPOFOU JT BEKVTUFE� 5IJT UZQF PG

USBOTGPSNBUJPO JT OPOQIZTJDBM BOE JT NFSFMZ B NBUIFNBUJDBM USJDL UIBU BMMPXT TPMWJOH UIF (S )BNJMUP�

OJBO DPOWFOJFOUMZ� 5IF DPSSFDU PCTFSWBCMF SFTVMU SFRVJSFT UIBU XF BMXBZT SFUVSO UP UIF PSJHJOBM GSBNF

PG SFGFSFODF BG஽FS B QTFVEP�-PSFOU[ CPPTU� %FTQJUF UIJT IPXFWFS
 XF DBO TUJMM CSJOH UIF JOTJHIU BOE JO�

UVJUJPO EFWFMPQFE GSPN TQFDJBM SFMBUJWJUZ UP EFTDSJCF (S FMFDUSPOT BOE WJDF WFSTB� $IBQUFS � XJMM SFQPSU

PO UIF QIFOPNFOPO PG -BOEBV MFWFM DPMMBQTF XIJDI XJMM TVCTUBOUJBUF B DMFBS DPOOFDUJPO CFUXFFO (S

BOE TQFDJBM SFMBUJWJUZ�

��� &৪০ৗ৤ৠ৓৞ &৞ৗ৕০৤ৡ৥০৓০৛৕ 1ৡ০ৗৠ০৛৓৞

6OEFS UIF JOஸ஼VFODF PG BO FYUFSOBM FMFDUSPTUBUJD QPUFOUJBM
 UIF (S )BNJMUPOJBO CFDPNFT�

H(q) = !vFσ · q+ V (r), 	����


��



XIFSF V (r) JT UIF FYUFSOBM FMFDUSPTUBUJD QPUFOUJBM BOE JUT TJEFXBMMT IBWF B DIBSBDUFSJTUJD MFOHUI TDBMF�

lE =

√
!vF

|∇V (r)| . 	����


5IJT RVBOUJUZ EFஷ஫OFT UIF TIBSQOFTT PG UIF QPUFOUJBM CBSSJFS�� *O PSEFS GPS UIF MPX FOFSHZ MJNJU )BNJM�

UPOJBO UP CF WBMJE
 V (r) NVTU CF TNPPUI WBSZJOH DPNQBSFE UP UIF DBSCPO�DBSCPO CPOE MFOHUI 	aDD



UIBU JT�

lE ≫ aDD. 	����


5IJT JT UP BWPJE JOUFS�WBMMFZ TDBUUFSJOH XIJDI BMMPXT UIF BTTVNQUJPO PG EFDPVQMFE WBMMFZT� *G UIF DPO�

EJUJPO GBJMT
 FMFDUSPOT JO (S XJMM OP MPOHFS CF EFTDSJCFE CZ UIF 2% NBTTMFTT %JSBD )BNJMUPOJBO
 XIJDI

UIFO SFOEFST PVS SFMBUJWJTUJD BOBMPHVF JOWBMJE�

6OEFS UIF DPOEJUJPO UIBUV (r) JT TNPPUI DPNQBSFE UP aDD
 UIFSF DBO FYJTU TIBSQ BOE TNPPUI QPUFO�

UJBMT SFMBUJWF UP UIF 'FSNJ XBWFMFOHUI 	λF 
� 'PS TIBSQ QPUFOUJBMT
 lE ≪ λF 
 PUIFSXJTF UIF QPUFOUJBM

JT DPOTJEFSFE TNPPUI� *O UIF DBTF PG EFDPVQMFE WBMMFZT
 λF = 2π/qF ≈ 10 − 100 ON GPS UZQJDBM

FYQFSJNFOUBM WBMVFT PG εF ≈ 0.01− 0.4 F7�

6TJOH UIF DBSCPO OBOPUVCF 	$/5
 BT B OBSSPX HBUJOH PCKFDU XIJMF VTJOH IFYBHPOBM CPSPO OJUSJEF

	I#/
 BT UIF WBSJBCMF TQBDFS CFUXFFO(S BOE$/5
XF DBO USVMZ BDDFTT CPUI TIBSQ BOE TNPPUI SFHJNFT�

8F DBO DPOஷ஫EFOUMZ DSFBUF QPUFOUJBMT XJUI TIBSQOFTT UIBU GBMM VOEFS lE ≪ λF BT XFMM BT lE > λF �

5IJT JT VOMJLF MJUIPHSBQIJD HBUFT XIJDI IBWF BU CFTU BO FஶGFDUJWF DIBSBDUFSJTUJD XJEUI JO UIF IJHI UFOT PG

OBOPNFUFST
 NBLJOH UIF TIBSQ QPUFOUJBM SFHJNF VOSFBDIBCMF� *O DIBQUFS �
 XF XJMM TIPX GPS UIF ஷ஫STU

UJNF
 EVF UP UIF JNQMFNFOUBUJPO PG $/5 BT BO FYUSFNFMZ OBSSPX HBUF
 FWJEFODF PG B TJOHMF FMFDUSPOJD

HVJEFE NPEF JO (S�

��



	B
 	C


'JHVSF ���� -BOEBV MFWFMT PG B SFMBUJWJTUJD BOE B OPO�SFMBUJWJTUJD TZTUFN� 	B
 TIPXT UIF DPOUJOVPVT FWPMVUJPO PG UIF
--T JO UIF JOUFHFS RVBOUVN IBMM SFHJNF PG NPOPMBZFS (S
 BTTVNJOH UIBU UIF --T SFUBJO UIFJS GPVS�GPME EFHFOFS�
BDZ� 5IF --T TIPX JUT OPO�MJOFBS FWPMVUJPO BMPOH UIF FOFSHZ BYJT� 5PHFUIFS XJUI BN = 0 -- BU ε = 0
 UIF UXP
BSF UIF USBEFNBSLT PGNPOPMBZFS HSBQIFOFءT BOPNBMPVT RVBOUVNIBMM FஶGFDU� (S IFSF TFSWFT BT UIF SFMBUJWJTUJD TZT�
UFN� 	C
 TIPXT UIF RVBOUVN IBMM FஶGFDU PG B OPO�SFMBUJWJTUJD QBSBCPMJD TZTUFN
 BMTP LOPXO BT UIF DPOWFOUJPOBM
RVBOUVN IBMM FஶGFDU� 5IF FMFDUSPOJD QSPQFSUJFT VTFE BSF CBTFE PO O�EPQFE(B"T� 5IF USBEFNBSL PG UIJT DPOWFO�
UJPOBM RVBOUVN IBMM FஶGFDU JT UIF BCTFODF PG B -- BU ε = 0 BOE UIBU UIF --T BSF DMPTFS UPHFUIFS BOE BSF MJOFBSMZ
FWPMWJOH�

��� 2১৓ৠ০১য় )৓৞৞ &৘৘ৗ৕০

&MFDUSPOT DPOஷ஫OFE JO UXP EJNFOTJPOT BOE VOEFS UIF JOஸ஼VFODF PG B TVஶஷ஫DJFOUMZ MBSHF NBHOFUJD ஷ஫FME

XJMM QFSGPSN DPNQMFUF DJSDVMBS USBKFDUPSJFT DBMMFE UIF DZDMPUSPO PSCJU� 5IFTF PSCJUT IBWF B DIBSBDUFSJTUJD

MFOHUI TDBMF DBMMFE UIF NBHOFUJD MFOHUI�

lB =

√
!
eB

=
26 ON√
B <5>

. 	����


*G UIF NBHOFUJD MFOHUI CFDPNFT UIF EPNJOBOU MFOHUI TDBMF PG UIF TZTUFN� lB ≪ lm
 XIFSF lm JT UIF

NFBO GSFF QBUI
 FMFDUSPOT CFDPNF MPDBMJ[FE BOE BT B SFTVMU UIFZ XJMM FYIJCJU EJTDSFUF FOFSHZ MFWFMT� 5P

��



TFF UIJT
 XF QFSGPSN 1FJFSMTء TVCTUJUVUJPO
 !q → Π ≡ !q+ eA
 BOE VTF UIF GPMMPXJOH EFஷ஫OJUJPOT�

a =
lB√
2!

(Πx − iΠy),

a† =
lB√
2!

(Πx + iΠy).

	����


5IF MPX�FOFSHZ (S )BNJMUPOJBO GPS UIFK WBMMFZ XJMM UIFO CFDPNF�

H(q) =
√
2
!vF
lB

⎡

⎢⎣
0 a

a† 0

⎤

⎥⎦ . 	����


5IF TPMVUJPO UP UIJT )BNJMUPOJBO JT�

ε-- = THO(N)
!vF
lB

√
2N. 	����


5IFTF EJTDSFUF MFWFMT BSF DBMMFE -BOEBV -FWFMT 	--
� /PUF UIBU UIFSF JT OPO�USJWJBM EFQFOEFODF PO UIF

EJஶGFSFOU WBMMFZT BOE TVCMBUUJDFT
 UIF EFUBJMT PG XIJDI BSF BEESFTTFE JO BQQFOEJY%�5IF CFIBWJPS PG --T

BSF QMPUUFE JO ஷ஫HVSF ���� 5IF CFIBWJPS PG (S --T JT JO TUBSL DPOUSBTU UP UIF POFT GSPN OPO�SFMBUJWJTUJD

PS QBSBCPMJD CBOE TZTUFNT TVDI BT (B"T� #FDBVTF --T BSF SPCVTU GFBUVSFT UIBU EFQFOE PO UIF QSFTFODF

PG B NBHOFUJD ஷ஫FME
 UIFZ DBO CF VTFE BT B HBVHF GPS NBHOFUJD ஷ஫FME TUSFOHUI� *O DIBQUFS �
 XF XJMM SFMZ

PO UIF RVBOUVN )BMM FஶGFDU BT B NFBOT UP EFUFDU UIF QTFVEP�-PSFOU[ JOWBSJBODF JO (S�

��� )৫৖৤ৡ৖৫ৠ৓য়৛৕৥

$PNQMFY UIJOHT DBO CF NBEF TJNQMF� 4VDI JT UIF DBTF GPS UIF IJHIMZ DPSSFMBUFE FMFDUSPOT JO (S� -JLF

UIF/�CPEZ QSPCMFN
 JU JT BO FYUSFNF DIBMMFOHF UP BOBMZUJDBMMZ EFTDSJCF UIF DPMMFDUJWF CFIBWJPS PGNBOZ

��



FMFDUSPOT XIJMF UBLJOH JOUP BDDPVOU UIFJS JOUFSBDUJPOT XJUI FBDI PUIFS� 5ZQJDBMMZ
 POF IBT UP SFTPSU UP

TZNNFUSJFT PS BTTVNF BQQSPYJNBUJPOT JO PSEFS UP DBMDVMBUF UIFJS CFIBWJPS� *U UVSOT PVU UIBU VOEFS B

DFSUBJO DPOEJUJPO
 NBDSPTDPQJD RVBOUJUJFT UIBU DIBSBDUFSJ[F B IJHIMZ DPSSFMBUFE FMFDUSPOJD TZTUFN DBO

CF EFTDSJCFE CZ UIF DMBTTJDBM MBXT PG IZESPEZOBNJDT� 5IF DPOEJUJPO JT�

τee ≪ τp, 	����


XIFSF τee JT UIF FMFDUSPO�FMFDUSPO 	F�F
 TDBUUFSJOH UJNF BOE τp JT UIF NPNFOUVN�SFMBYJOH TDBUUFSJOH

UJNF� *G FMFDUSPOT JOUFSBDU XJUI FBDI PUIFS NVDI NPSF GSFRVFOUMZ UIBO XJUI BOZUIJOH FMTF
 UIF FMFD�

USPOT UPHFUIFS DBO CFIBWF BT B TJOHMF FOUJUZ XJUI NBDSPTDPQJD QSPQFSUJFT� 5IJT DPOEJUJPO CSJEHFT UIF

FMFDUSPOT UP UIF DPOTUJUVFOUT PG DMBTTJDBM PCKFDUT MJLF XBUFS PS IPOFZ� *OTJEF UIFTF MJRVJET BSF NJDSP�

TDPQJD NPMFDVMFT UIBU BSF DPOTUBOUMZ CPNCBSEJOH POF BOPUIFS� 5IF NJDSPTDPQJD CFIBWJPS JT DIBPUJD

BOENFTTZ� IPXFWFS
 PWFS TVஶஷ஫DJFOUMZ MBSHF EJTUBODF BOE UJNF TDBMF
 UIFZ GPSN POF DPIFSFOU PCKFDU UIBU

CFIBWFT TJNQMZ BOE QSFEJDUBCMZ� &MFDUSPOT DBO CF OP EJஶGFSFOU� 5IJT IZESPEZOBNJD SFHJNF IBT CFFO

IJHIMZ TPVHIU BG஽FS JO FMFDUSPOJD TZTUFNT� 5P EBUF UIFSF BSF POMZ B GFX PCTFSWBUJPOT PG IZESPEZOBNJD

CFIBWJPS PG FMFDUSPOT
 JODMVEJOH JO (S� �
�
�
� #VU VOMJLF UIF GFX PUIFS TZTUFNT
 (S QSPWJEFT B VOJRVF

BOE OPWFM WFOVF GPS TUVEZJOH IZESPEZOBNJDT EVF UP JUT FYPUJD QIZTJDBM QSPQFSUJFT
 TVDI BT UIPTF EF�

TDSJCFE BCPWF� 0OF QSFEJDUJPO JT JUT BCJMJUZ UP IPTU B QFSGFDU ஸ஼VJE�� *O DIBQUFS �
 XF XJMM TIPX PVS

BUUFNQU JO TUVEZJOH UIJT QIFOPNFOPO XJUI B DBSCPO OBOPUVCF�

��� 5৚ৗ 4য়৓৞৞ ৔১০ .৛৙৚০৫ $৓৤৔ৡৠ /৓ৠৡ০১৔ৗ

5IF DBSCPO OBOPUVCF 	$/5
 JT B SPMMFE�VQ HSBQIFOF 	(S
 BOE XBT ஷ஫STU EJTDPWFSFE JO ؝���� PWFS B

EFDBEF QSJPS UP UIF JTPMBUJPO PG(S� �� %FTQJUF IBWJOH B MPOHFS IJTUPSZ
 UIFSF JT BSHVBCMZNPSF UP VOSBWFM

��



'JHVSF ���� (SBQIFOF SPMMJOH VQ UP CF CFDPNF B DBSCPO OBOPUVCF�

TUJMM GPS UIF $/5� $PNQBSFE UP (S
 JU FYIJCJUT B XJEFS SBOHF PG OPWFM QIZTJDBM QIFOPNFOB EVF UP JUT

POF�EJNFOTJPOBM 	1%
OBUVSF� &MFDUSPOT JO UIF$/5BSF JO BNPSF DPOஷ஫OFE FOWJSPONFOUXIJDI TFSWFT

UP BNQMJGZ UIFNBOZ�CPEZ FஶGFDUT� )PXFWFS
 UIF $/5 JT JOIFSFOUMZNPSF DIBMMFOHJOH UP EFBM XJUI EVF

UP JUT TNBMM TJ[F
 IJHI TFOTJUJWJUZ UP FYUFSOBM QFSUVSCBUJPOT BOE TUBUJTUJDBM BDRVJTJUJPO PG JUT LJOE� *O

DIBQUFS � XFXJMM EFMWF JOUP XIBU JT NFBOU CZ UIF TUBUJTUJDBM BDRVJTJUJPO PG $/5T
 BMPOHXJUI UIF PWFSBMM

GBCSJDBUJPO QSPDFTT JO JODPSQPSBUJOH UIF $/5 JOUP PVS TUVEZ�

%FTQJUF UIF $/5 CFJOH B TVQFSCMZ JOUFSFTUJOH TZTUFN UP TUVEZ PO JUT PXO SJHIU
 IFSF JOTUFBE XF

GPDVT PO VTJOH JU BT B TJOHMF FMFDUSPO USBOTJTUPS 	4&5
� 5IF $/5 JT B WFSZ TNBMM PCKFDU؝ JUT TJ[F JT PO

UIF TBNF TDBMF BT PVS %/" 	B OBOPNFUFS XJEF BOE QPUFOUJBMMZ NFUFST MPOH
� *U JT BT DMPTF BT QPTTJCMF UP

B QFSGFDU 1% TZTUFN BOE DBO CF TIBQFE UP CFIBWF BT BO BUPNJD�MJLF PCKFDU
 J�F� QPJOU�MJLF XJUI EJTDSFUF

FOFSHZ MFWFMT
 XIFSF FMFDUSPOT BSF GVSUIFS DPOஷ஫OFE BMPOH UIF UVCVMBS BYJT� 5IF $/5 UIFSFGPSF OBUV�

SBMMZ MFOET JUTFMG BT B 4&5 XJUI XIJDI XF DBO VTF UP TFOTJUJWFMZ QSPCF UIF EZOBNJDT PG OFBSCZ DIBSHF�

.PSFPWFS
 UIF$/5 JTNFDIBOJDBMMZ SPCVTU BOE DPNFT JONBOZ EJஶGFSFOU FMFDUSPOJD ஸ஼BWPST
 BMM PGXIJDI

��



'JHVSF ���� 5IF QFSJPEJD UBCMF PG DBSCPO OBOPUVCFT� "T JMMVTUSBUFE JO ஷ஫HVSF ���
 B DBSCPO OBOPUVCF JT NFSFMZ
B SPMMFE�VQ HSBQIFOF� 5IFSF BSF
 IPXFWFS
 B NZSJBE PG XBZT UP SPMM VQ UIF HSBQIFOF BOE UIFZ BMM FOE VQ XJUI
EJஶGFSFOU QSPQFSUJFT� 4IPXO IFSF JT B HSBQIFOF MBUUJDF� 5P NBLF B DBSCPO OBOPUVCF
 UIF PSJHJO (0, 0) JT GPMEFE
VQPO BOPUIFS MBCFMFE BUPN� 8IJDI BUPN JU GPMET PO UP EFUFSNJOFT UIF DIJSBMJUZ JOEFY PG UIF DBSCPO OBOPUVCF�

DBO CF EFUFSNJOFE B QSJPSJ BOE CF JOUFHSBUFE BT B QSPQFSUZ PG B OBOP�TDBMF QSPCF� $PVQMFE XJUI PVS

BCJMJUZ UP QIZTJDBMMZ NBOJQVMBUF JU
 UIF $/5 JT BO FYDFMMFOU DIPJDF GPS JOUFSBDUJOH XJUI UIF OBOP�TDBMF

FOWJSPONFOU BOE JT EFஷ஫OJUFMZ B WBMVBCMF TFMFDUJPO BNPOH UIF FYJTUJOH BSTFOBM PG MPDBM QSPCFT� 5IF PQ�

FSBUJPO PG UIF $/5 4&5 XJMM CF UIF CBTJT GPS UIF NBKPSJUZ PG UIF XPSL BOE XJMM CF DPWFSFE JO EFUBJM JO

DIBQUFS ��

��� '৛ৠ৓৞ 'ৡ৤ৗ৩ৡ৤৖� 8৚৫ ০৚ৗ )৫৔৤৛৖ $/5஝(৤ %ৗ২৛৕ৗ 

$POWFOUJPOBM USBOTQPSU NFBTVSFNFOU QSJNBSJMZ SFMJFT PO GBCSJDBUJOH FMFDUSJDBM MFBET EJSFDUMZ POUP TBN�

QMFT XIFSFCZ B DVSSFOU 	PS WPMUBHF
 JT BQQMJFE POUP UIF NBUFSJBM BOE UIF SFTVMUJOH QPUFOUJBM ESPQ 	PS

DVSSFOU
 JT NFBTVSFE� %PJOH UIJT UZQJDBMMZ POMZ NFBTVSFT UIF HMPCBM BWFSBHF CFIBWJPS PG DPOEVDUJOH

��



DBSSJFST� *G XF XBOU UP TUVEZ RVBOUVN NBUFSJBMT MJLF (S
 TBNQMFT IBWF UP CF QSJTUJOF HMPCBMMZ TP UIBU

UIF RVBOUVNNFDIBOJDBM CFIBWJPST BSFOءU IJEEFO CZ EJTPSEFS� 5IJT DBO CF B CJH GBCSJDBUJPO DIBMMFOHF�

1IFOPNFOB MJLF GSBDUJPOBM RVBOUVN )BMM FஶGFDU
 )PGTUBEUFS CVUUFSஸ஼Z QIZTJDT PS IZESPEZOBNJDT
 BMM

SFRVJSF FYUSFNFMZ IJHI NPCJMJUZ EFWJDFT BOE GBCSJDBUJOH UIFN JT OPU FBTZ�

5FDIOJRVFT TVDI BT UIF TDBOOJOH TJOHMF FMFDUSPO USBOTJTUPS 	4&5
 BOE TDBOOJOH UVOOFMJOHNJDSPTDPQZ

	45.
 QSPWJEF BO BEWBOUBHF CFDBVTF UIFZ EJSFDUMZ QSPCF B MPDBM BSFB PG UIF TBNQMF UIBU DBO CF NVDI

TNBMMFS UIBO UIF EJTPSEFS MFOHUI TDBMF� "MTP
 CFDBVTF PG UIF MPDBMJUZ PG UIFTF UFDIOJRVFT
 CPUI DBO VO�

DPWFS TPNFUIJOH UIBU DPOWFOUJPOBM USBOTQPSU DBOOPU TVDI BT MPDBM EFOTJUZ PG TUBUFT BOE UIF TQBUJBM QSP�

ஷ஫MF PG FMFDUSPDIFNJDBM QPUFOUJBM�

5IF DBSCPOOBOPUVCF 	$/5
 JT B WFSZOBUVSBM DBOEJEBUF GPS B MPDBM QSPCF� *UءT POMZ BCPVUOBOPNFUFS

XJEF BOE JU DBO CFIBWF MJLF B RVBOUVN EPU BOE TP XF DBO VTF JU BT BO 4&5 UP QFSGPSN TFOTJUJWF DIBSHF

EFUFDUJPO� 5IFSF JT B WFSZ EJTUJODU BEWBOUBHF GPS VTJOH UIF $/5� #FDBVTF JU JT TP TNBMM JU IBT B WFSZ

TNBMM EFOTJUZ PG TUBUFT XIJDI NFBOT UIBU JG XF VTF JU BT BO 4&5 BOE CSJOH JU WFSZ DMPTF UP B NBUFSJBM

GPS QSPCJOH
 UIF $/5 JUTFMG XPOءU TDSFFO PVU FMFDUSPO JOUFSBDUJPOT
 XIJDI JT QPUFOUJBMMZ B QSPCMFN GPS

NFUBMMJD TDBOOJOH 4&5T� "OPUIFS BEWBOUBHF PG UIF $/5 JT JU DBO CF VTFE BT B WFSZ OBSSPX HBUF� 5IFSF

IBT CFFO BO POHPJOH EFWFMPQNFOU JO USZJOH UP NBLF FMFDUSJDBM HBUFT TNBMMFS� QSFTFOUMZ XF BSF MJNJUFE

CZ UIF TQFDJஷ஫DBUJPOT PG FMFDUSPO CFBN MJUIPHSBQIJD JOTUSVNFOUT� "T PG OPX
 NBLJOH OBOPNFUFS XJEF

HBUFT UIBU BSF TNPPUI PO UIF FEHFT JT TUJMM WFSZ DIBMMFOHJOH� #VU IFSF
 UIF $/5 QSPWJEFT BO JNNFEJBUF

TPMVUJPO� #FJOH BCMF UP QIZTJDBMMZNBOJQVMBUF UIF $/5 BMMPXT VT UP OPOJOWBTJWFMZ QMBDF JU PONBUFSJBMT

UP FJUIFS QFSGPSN MPDBM QSPCJOH PS MPDBM HBUJOH�

(S JT BO PCWJPVT BOE JOUFSFTUJOH DIPJDF BT UIF NBUFSJBM VOEFS TUVEZ� "T NFOUJPOFE JO UIF BCPWF TFD�

UJPOT
 (S QSPWJEFT FYPUJD QIFOPNFOBNBOZ PG XIJDI TUJMM SFNBJO UP CF VOSBWFMFE
 BOE BU UIJT QPJOU JU JT

MBSHFMZ EVF UP UIF MJNJUFE UFDIOJRVFT BOE UPPMT XF IBWF GPS FYBNJOJOH UIFN� $POWFOUJPOBM USBOTQPSU

��



NFBTVSFNFOUT XJUI B XJEF SBOHF PG NFBTVSFNFOU TDIFNFT BOE DPOஷ஫HVSBUJPOT IBWF CFFO QFSGPSNFE

PO (S BMSFBEZ� "SHVBCMZ
 JU DBO CF TBJE UIBU UIF USBOTQPSU SFTVMUT PO B TJOHMF (S MBZFS IBWF NPSF PS MFTT

CFDPNF TBUVSBUFE� 5IF NFBTVSFNFOU PG UIF IZCSJE $/5ட(S EFWJDF BMMPXT VT UP TIPXDBTF UIF BEEJ�

UJPOBM GVODUJPOBMJUZ PG UIF MPDBM $/5QSPCF CZ SFWFBMJOH TPNFUIJOH OFX� (S UIFO TFSWFT BT B HPPE ஷ஫STU

CFODINBSL GPS UIF VUJMJ[BUJPO PG UIF $/5 MPDBM QSPCF� 5IF NBJO SFBTPO UIPVHI JT (S JT BO FMFDUSPOJD

QMBUGPSN UIBU DBO CF JOTUSVNFOUBM JO QVTIJOH EJஶGFSFOU ஷ஫FMET JO QIZTJDT GPSXBSE� *U IBT CFFO DBMMFE

$&3/ PO POFءT EFTL�� GPS UIF IJHI FOFSHZ QIZTJDT PQQPSUVOJUJFT JU IPMET
 IBT SFDFOUMZ CFFO TIPXO UP

FYIJCJU UIF OPWFM IZESPEZOBNJD CFIBWJPS
 BOE IBT CFFO DPOTJEFSFE UP CF UIF NBJO TZTUFN GPS FMFDUSPO

PQUJDT� 8JUI UIF $/5
 XF MPPL UP GVSUIFS BEWBODF UIFTF SFTQFDUJWF BSFBT JO XBZT UIBU DPOWFOUJPOBM

USBOTQPSU DPVME OPU�

5IF TUSVDUVSF PG UIF UIFTJT JT BT GPMMPXT� DIBQUFS � XJMM FYQMBJO UIF PQFSBUJPOBM QSJODJQMF CFIJOE UIF

DBSCPO OBOPUVCF MPDBM QSPCF� DIBQUFS � HPFT JOUP EFUBJM PO IPX UP GBCSJDBUF UIF IZCSJE $/5ட(S EF�

WJDFT� DIBQUFS � XJMM NPUJWBUF BOE JOUSPEVDF UIF DPODFQUT SFMFWBOU UP -BOEBV MFWFM DPMMBQTF BOE BUPNJD

DPMMBQTF XIJDI BSF QSFTFOUFE JO DIBQUFS � BOE JO QBSUT PG DIBQUFS � SFTQFDUJWFMZ� UIF NBKPSJUZ PG DIBQ�

UFS � XJMM CF PO UIF TJOHMF HVJEFE NPEF JO HSBQIFOF XIFSF B TIPSU JOUSPEVDUJPO BCPVU FMFDUSPO PQUJDT

JO HSBQIFOF XJMM CF HJWFO� $IBQUFS � XJMM CSJFஸ஼Z JOUSPEVDF UIF DPODFQU PG IZESPEZOBNJDT BOE UIFO

QSFTFOU SFTVMUT PO$PVMPNCESBH CFUXFFO$/5BOE(S� DIBQUFS �XJMM CF PO UIF PVUMPPL PG UIF IZCSJE

$/5ட(S TZTUFN BOE XJMM BMTP UPVDI VQPO QPUFOUJBM BQQMJDBUJPOT BOE BEEJUJPOBM FYQFSJNFOUT�

��



5IFSFԞT QMFOUZ PG SPPN BU UIF CPUUPN�

3JDIBSE 'FZONBO

2
5IF $BSCPO /BOPUVCF BT B -PDBM 1SPCF

5IF DBSCPOOBOPUVCF 	$/5
 IBT UIF TUSVDUVSF PG B HSBQIFOF 	(S
 TIFFU UIBU JT SPMMFE VQ JOUP B DZMJOESJ�

DBM UVCF� 5IF EJBNFUFS PG UIFTF UVCFT BSF UZQJDBMMZ PO UIF PSEFS PG B GFX OBOPNFUFST BOE UIF MFOHUI DBO

FYUFOE VQ UP DFOUJNFUFST MPOH
 NBLJOH UIFN UIF NBUFSJBMT XJUI POF PG UIF IJHIFTU MFOHUI�UP�EJBNFUFS

SBUJPT� 5IFJS BTQFDU SBUJPT RVBMJGZ UIFN BT RVBTJ�POF�EJNFOTJPOBM BOE UIFZ DBO CF DPOTJEFSFE BT TJOHMF

NPMFDVMFT� #FDBVTF UIF VOEFSMZJOH MBUUJDF PG UIF $/5 JT JEFOUJDBM UP (SءT
 $/5 BOE (S TIBSF NBOZ

QSPQFSUJFT TVDI BT FYDFQUJPOBM NFDIBOJDBM TUSFOHUI BOE IJHI NPCJMJUZ FMFDUSJDBM USBOTQPSU� 0O UPQ PG

UIFTF QSPQFSUJFT
 IPXFWFS
 Tء5/$ POF�EJNFOTJPOBMJUZ HJWFT SJTF UP NBOZNPSF JOUSJHVJOH POFT UIBU (S

MBDLT� 'PS JOTUBODF
 B $/5 DBO CF FJUIFS B TFNJDPOEVDUJOH PS NFUBMMJD XJSF� JU DBO CF VOEFSTUPPE BT B

��



'JHVSF ���� *MMVTUSBUJPO PG TDSFFOJOH� 0O UIF MFG஽ UIFSF JT OPUIJOH UP TDSFFO UIF FMFDUSJD ஷ஫FME GSPN UIF CBDLHBUF BOE
UIF $/5 TFFT BMM PG JU� *O UIF NJEEMF JT (S XIJDI JT QBSUJBMMZ TDSFFOJOH UIF FMFDUSJD ஷ஫FME CFDBVTF PG JUT OPO�[FSP
CVU TNBMM %04� 5IF BNPVOU TDSFFOFE EFQFOET PO JUT %04XIJDI DBO CF UVOFE CZ EPQJOH UIF (S� 0O UIF SJHIU
JT B QJFDF PG CVML NFUBM TVDI BT HPME UIBU JT TDSFFOJOH FWFSZUIJOH GSPN UIF CBDLHBUF�

IJHIMZ DPSSFMBUFE -VUUJOHFS MJRVJE��
�� PS B 8JHOFS DSZTUBM ��� JU DBO FYIJCJU B TQJO�PSCJU FஶGFDU
 ��
�� TQJO�

DIBSHF TFQBSBUJPO��
�� BT XFMM BT B MBSHF ;FFNBO�TQMJUUJOH FஶGFDU ��
��� 5IFNPTU JNQPSUBOU QSPQFSUZ UIBU

XF XJMM VTF JT JUT RVBOUVN EPU 	2%
 CFIBWJPS� "U MPX FOPVHI UFNQFSBUVSFT
 UIF $/5 XJMM FYIJCJU

$PVMPNC CMPDLBEF EVF UP UIF EJTDSFUF OBUVSF PG DIBSHF 	B EFUBJMFE EFTDSJQUJPO PG $/5 2% DBO CF

GPVOE JO BQQFOEJY $
� *O UIJT DIBQUFS
 * XJMM TIPX IPX UIJT CFIBWJPS TFSWFT BT UIF CBDLCPOF PG UIF

PQFSBUJPOBM QSJODJQMF PG UIF $/5 QSPCF�

��� 6৥৛ৠ৙ ০৚ৗ $৓৤৔ৡৠ /৓ৠৡ০১৔ৗ ০ৡ %ৗ০ৗ৕০ 4৕৤ৗৗৠৗ৖ &৞ৗ৕০৤৛৕ '৛ৗ৞৖৥

&MFDUSJD ஷ஫FME TDSFFOJOHNFBOT UIF EBNQJOH PG FMFDUSJD ஷ஫FMET EVF UP UIF SFBSSBHFONFOU PGNPCJMF DIBSHF

DBSSJFST� 'PS JOTUBODF
 B MPOF DIBSHFE QBSUJDMF XJUI DIBSHF q JO B TUBUJD CBDLHSPVOENFEJVNXJUI EJFMFD�

USJD DPOTUBOU ϵr IBT UIF GPMMPXJOH QPUFOUJBM�

φ(r) =
1

4πϵ0ϵr

q

r
. 	���


��



*G UIF DIBSHFE QBSUJDMF XFSF JOTUFBE JO BO FOWJSPONFOU ஷ஫MMFE XJUI NPCJMF DIBSHFE DBSSJFST PG OVNCFS

EFOTJUZ n
 EVF UP UIF EZOBNJDT PG DIBSHF SFQVMTJPO BOE BUUSBDUJPO
 B DPOஷ஫HVSBUJPO XJMM CF SFBDIFE JO

XIJDI DBSSJFSTXJUIPQQPTJUF DIBSHFTXJMM TVSSPVOE UIF MPOF DIBSHFEQBSUJDMF� 5IF FMFDUSJD ஷ஫FME GSPN UIF

DIBSHFE QBSUJDMF XJMM BU MFBTU QBSUJBMMZ CF DBODFMFE CZ UIF TVSSPVOEJOH DIBSHFT BOE QSPEVDF B SFEVDFE

OFU QPUFOUJBM� *O UIF MJOFBS TDSFFOJOH SFHJNF UIF SFEVDFE QPUFOUJBM JT�

φ(r) =
1

4πϵ0ϵr

q

r
e−k5'r. 	���


)FSF
 k5' JT UIF 5IPNBT�'FSNJ TDSFFOJOH XBWFWFDUPS BOE JT HJWFO CZ���
��

k3%5' =

√
4πe2

ϵ

∂n

∂µ
, 	���


k2%5' =
2πe2

ϵ

∂n

∂µ
, 	���


GPS 3% BOE 2% DPOஷ஫OFE FMFDUSPOT SFTQFDUJWFMZ� ϵ = ϵ0ϵr JT UIF NBUFSJBMءT QFSNJUUJWJUZ� /PUF UIBU

UIF TDSFFOJOH MFOHUI 	k−1
5' 
 JT SFEVDFE JO MPXFS EJNFOTJPOT� 5IF FRVBUJPOT UFMM VT UIBU UIF TUSFOHUI

PG UIF TDSFFOFE FMFDUSJD ஷ஫FME EFQFOET PO ∂n/∂µ = g(µ)
 UIF EFOTJUZ PG TUBUFT 	%04
 BU UIF 'FSNJ

MFWFM
 XIJDI JT UP TBZ CZ NFBTVSJOH IPX FஶGFDUJWF B NBUFSJBM TDSFFOT BO FMFDUSJD ஷ஫FME
 POF DBO EFEVDF JUT

%04� #FBS JO NJOE UIBU UIJT JT KVTU B TJNQMF EFTDSJQUJPO PG TDSFFOJOH� 5IF TDSFFOJOH PG FMFDUSJD ஷ஫FME JO

TPMJE TUBUF TZTUFNT JT B DPNQMJDBUFE QIFOPNFOPO CVU UIF HFOFSBM JEFB JT TUJMM USVF؝ UIF TDSFFOJOH PG

FMFDUSJD ஷ஫FMET DPOUBJOT JOGPSNBUJPO SFHBSEJOH UIF%04PG UIFNBUFSJBM� *O UIJT UIFTJT
 UIFNBJO HPBM JT UP

VODPWFS UIF FMFDUSPOJD QSPQFSUJFT PG(S BOE POF PG UIF LFZ RVBOUJUZ JT UIF%04
 PS BMNPTU FRVJWBMFOUMZ


RVBOUVN DBQBDJUBODF� 5IF BQQSPBDI JT UP VTF UIF $/5 BT BO FMFDUSJD ஷ஫FME TFOTPS UP EFUFDU IPX UIF

(S JT MPDBMMZ TDSFFOJOH BO FMFDUSJD ஷ஫FME
 UIFSFCZ ஷ஫OEJOH UIF MPDBM %04 PG (S� "U UIF TBNF UJNF
 UIF

��



$/5 DBO CF VTFE BT B UVOBCMF MJOF DIBSHF UP ஷ஫OFMZ NPEVMBUF UIF FMFDUSPOJD QPUFOUJBM MBOETDBQF PG (S�

"T XF TIBMM TFF
 UIF UXP GVODUJPOT UPHFUIFS PQFO VQ B XIPMF OFX WFOVF UP FYQMPSF XJUIJO (S BOE UIF

VODPWFSFE USVUIT SFWFSCFSBUF UP PUIFS QBSBEJHNT JO UIF SFBMN PG QIZTJDT�

��� $৞৓৤৛৘৛৕৓০৛ৡৠ� $৚ৗয়৛৕৓৞ 1ৡ০ৗৠ০৛৓৞ ২৥ &৞ৗ৕০৤ৡ৕৚ৗয়৛৕৓৞ 1ৡ০ৗৠ০৛৓৞

*O UIJT XPSL
 DIFNJDBM QPUFOUJBM 	µ
 TUSJDUMZ SFGFST UP UIF EPQJOH MFWFM XJUI SFTQFDU UP UIF DIBSHF OFVUSBM

TUBUF�� *O UIF DBTF PG (S
 UIF DIFNJDBM QPUFOUJBM JT JO SFGFSFODF UP JUT DIBSHF OFVUSBMJUZ QPJOU 	$/1


B�L�B� UIF %JSBD QPJOU
� *U JT BO FOFSHZ MFWFM UIBU DPSSFTQPOET UP UIF OVNCFS PG NPCJMF GSFF DBSSJFST JO

UIF TZTUFN� 5IF 'FSNJ MFWFM 	εF 

 TPNFUJNFT VTFE JOUFSDIBOHFBCMZ XJUI DIFNJDBM QPUFOUJBM
 JT FRVBM

UP UIF DIFNJDBM QPUFOUJBM XIFO T = 0
 XIJDI JT B DPOEJUJPO XF XJMM HFOFSBMMZ BTTVNF VOMFTT TQFDJஷ஫FE

PUIFSXJTF� "OE MJLF (S
 UIF DIFNJDBM QPUFOUJBM PG UIF EFHFOFSBUFMZ EPQFE TJMJDPO CBDLHBUF JT BMTP JO

SFGFSFODF UP JUT DIBSHF OFVUSBM TUBUF�

5IF FMFDUSPTUBUJD QPUFOUJBM 	eφ
 JT UIF FOFSHZ DPNJOH TUSJDUMZ GSPN FMFDUSPTUBUJDT� *UT SPMF JT UP CFOE

PS TIJG஽ FOFSHZ CBOET JO SFBM TQBDF CFDBVTF JU JT DIBOHJOH UIF QPUFOUJBM FOFSHZ PG BMM UIF FMFDUSPOT BU

B TQFDJஷ஫D QPTJUJPO� 'PS FYBNQMF
 JO B EPVCMF MBZFS TZTUFN
 BO JOUFSMBZFS CJBT DSFBUFT BO FMFDUSPTUBUJD

QPUFOUJBM EJஶGFSFODF CFUXFFO UIF UXP MBZFST BOE DBVTFT UIF CBOE PG POF MBZFS UP CFDPNF PஶGTFU FOUJSFMZ

GSPN UIF PUIFS 	F�H� TFF ஷ஫HVSF ����
� "T POF DBO TFF
 B TIJG஽ PG BO FOUJSF CBOE SFMBUJWF UP BOPUIFS XJMM

DBVTF UIF DIFNJDBM QPUFOUJBMT PG UIF UXP MBZFST UP CFDPNF GBSUIFS BQBSU JO UIF HMPCBM FOFSHZ TDBMF FWFO

XIFO UIFSF JT OP BDUJWF EPQJOH UBLJOHQMBDF
 J�F�
 FWFOXIFO UIF DIFNJDBM QPUFOUJBM JT OPUNPWJOH GBSUIFS

�$IFNJDBM QPUFOUJBM JT EFஷ஫OFE BT ∂ε(kF )/∂n = µ� *U JT UIF BNPVOU PG XPSL OFFEFE UP BEE PS SFNPWF BO
FMFDUSPO GSPN UIF TZTUFN� *U JT NPSF JOGPSNBUJWF UP XSJUF JU BT� ε(N) − ε(N − 1)
 XIJDI JT UIF UPUBM FOFSHZ
XJUIN FMFDUSPOT NJOVT UIF UPUBM FOFSHZ XJUIN − 1 FMFDUSPOT 	JHOPSJOH FMFDUSPTUBUJD FOFSHZ
� 5IJT IBQQFOT UP
CF UIF TBNF BT µ� 0O UIF PUIFS IBOE
 UIF EPQJOH MFWFM JT EFஷ஫OFE UP CF UIF FOFSHZ MFWFM PG UIF IJHIFTU PDDVQJFE
TUBUF� ε(kF ) = µ� 5IF EJஶGFSFODF JO EFஷ஫OJUJPO JT TVCUMF� OPOFUIFMFTT
 UIF RVBOUJUJFT GSPN UIF UXP EFஷ஫OJUJPOT
BSF FRVBM�

��



BXBZ GSPN JUT DIBSHF OFVUSBM TUBUF� 5P BEESFTT UIJT UZQF PG DIBOHF
 UIF UFSN FMFDUSPDIFNJDBM QPUFOUJBM

DBO CF IBOEZ� &MFDUSPDIFNJDBM QPUFOUJBM 	µE
 JT EFஷ஫OFE UP CF UIF TVN PG UIF DIFNJDBM QPUFOUJBM 	µ


BOE FMFDUSPTUBUJD QPUFOUJBM 	eφ
� 5IFSF JT B OBUVSBM OFFE GPS UIF VTF PG UIJT UFSN FTQFDJBMMZ JO EFWJDFT

XJUI HBUFT BOE JOUFSMBZFS CJBT� )PXFWFS
 JO UIJT UIFTJT
 UIF UFSN FMFDUSPDIFNJDBM QPUFOUJBM XJMM HFOFSBMMZ

CF BWPJEFE UP QSFWFOU DPOGVTJPO� 5IF DPOUSJCVUJPOT GSPN FMFDUSPTUBUJDT BOE DIFNJDBM EPQJOH XJMM CF

QPJOUFE PVU TFQBSBUFMZ XIFOFWFS QPTTJCMF� 5IFSF JT B DMFBS FYDFQUJPO XIFO EFBMJOH XJUI $/5T XIFSF

CFDBVTF PG DPOWFOUJPO BOE DPOWFOJFODF
 FMFDUSPDIFNJDBM QPUFOUJBM IBT CFUUFS VTBHF� .PSF EFUBJMT PO

UIJT XJMM DPNF XIFO OFDFTTBSZ� 5P TFF UIF SPMF PG FMFDUSPDIFNJDBM QPUFOUJBM JO $/5T
 UIF SFBEFS JT

SFGFSSFE UP BQQFOEJY $�

��� 2১৓ৠ০১য় $৓ৢ৓৕৛০৓ৠ৕ৗ

$BQBDJUBODF JO UIF FMFDUSJDBM TFOTF JT B NFBTVSF PG IPX FBTZ JU JT UP TUPSF FMFDUSJDBM DIBSHF JO B TZTUFN
 BT

TFFO JO UIF EFஷ஫OJUJPO�

Q = CV, 	���


XIFSFQ JT UIF UPUBM FMFDUSJD DIBSHF 	$PVMPNCT
 $

C JT UIF UPUBM DBQBDJUBODF 	'BSBET
 '
 BOE V JT UIF

FMFDUSJDBM QPUFOUJBM PS WPMUBHF 	7PMUT
 7
� 5IF MBSHFS UIF DBQBDJUBODF GPS B HJWFO WPMUBHF
 UIF MBSHFS OVN�

CFS PG DIBSHFT JT TUPSFE JO UIF TZTUFN� 5IJT UPUBM DBQBDJUBODF DPNFT GSPN UXP DPOUSJCVUJPOT� HFPNFUSJD

DBQBDJUBODF 	CE
 BOE RVBOUVN DBQBDJUBODF 	CQ
� (FPNFUSJD PS DMBTTJDBM DBQBDJUBODF JT EJDUBUFE CZ

UIF HFPNFUSZ BOE TJ[F PG UIF TZTUFN� *U DPSSFTQPOET UP UIF FMFDUSJD ஷ஫FME CFUXFFO UIF TZTUFN BOE JUT TVS�

SPVOEJOHT BOE DBO CF DBMDVMBUFE CZ .BYXFMMءT FRVBUJPOT GSPN DMBTTJDBM FMFDUSPTUBUJDT� -JOLJOH CBDL UP

UIF HFOFSBM JEFB PG DBQBDJUBODF
 UIJT FMFDUSJD ஷ஫FME SFQSFTFOUT UIF GPSDF UIBU UIF DIBSHFT GFFM BOE USBOTMBUFT

JOUP UIF FOFSHZ OFFEFE UP NBJOUBJO UIF DIBSHFT JO UIFJS TUBUJD DPOஷ஫HVSBUJPO� VBOUVNߕ DBQBDJUBODF JT

��



UIF DBQBDJUBODF UIBU BDDPVOUT GPS UIF JOUSJOTJD BCJMJUZ PG B NBUFSJBM UP IPME DIBSHF
 BOE IFODF JT B NBUF�

SJBM EFQFOEFOU QSPQFSUZ؝ BT POF QVUT NPSF DIBSHFT JOUP UIFNBUFSJBM
 JOIFSFOUMZ RVBOUJ[FE BOE ஷ஫OJUF

OVNCFS PG FOFSHZ MFWFMT IBWF UP CF ஷ஫MMFE BDDPSEJOH UP 1BVMJءT FYDMVTJPO QSJODJQMF� 5IJT JNQMJFT UIBU JG

JOEJWJEVBM FOFSHZ MFWFMT BSF TQBDFE GBS BQBSU
 DIBSHFT XJMM FYQFSJFODF B IJHI FOFSHZ CBSSJFS UP FOUFS UIF

NBUFSJBM XIJDI FஶGFDUJWFMZ SFEVDFT UIF NBUFSJBMءT DBQBDJUZ UP IPME DIBSHF� "T JU UVSOT PVU
 UIJT QPJOU JT

DPNQMFUFMZ DBQUVSFE CZ UIF EFOTJUZ PG TUBUFT 	%04
 PG UIF NBUFSJBM BOE TP XF DBO FYQFDU UIF RVBOUVN

DBQBDJUBODF UP CF B SFஸ஼FDUJPO PG UIF %04�

'PSNBMMZ
 UIF RVBOUVN DBQBDJUBODF JT KVTU B SF�FYQSFTTJPO PG UIF HFOFSBM EFஷ஫OJUJPO PG DBQBDJUBODF

	FRVBUJPO ���
 UIBU IJHIMJHIUT UIF FOFSHZ DPTU PG BEEJOH NPSF FMFDUSPOT DPNJOH TQFDJஷ஫DBMMZ GSPN UIF

RVBOUVN OBUVSF PG FOFSHZ MFWFMT�

CQ =
dQ

dV
= e

d(−eN)

d(eV )
= e2

dN

dµ
. 	���


)FSF
N JT UIF OVNCFS PG FMFDUSPOT
 e JT UIF FMFNFOUBSZ DIBSHF 	−e GPS FMFDUSPOT

 V JT UIF WPMUBHF BOE

µ = −eV JT UIF DIFNJDBM QPUFOUJBM UIBU TUSJDUMZ DPNFT GSPN EPQJOH 	JO DPOUSBTU UP FMFDUSPDIFNJDBM

PS FMFDUSJD QPUFOUJBM UIBU DPOUBJO FMFDUSPTUBUJD DPOUSJCVUJPOT
� 5IF TVCTUJUVUJPO DPNFT GSPN 	XIJMF

QVSQPTFGVMMZ OFHMFDUJOH BOZ FMFDUSPTUBUJD DPOUSJCVUJPOT
�

V1 − V2 =
µ1 − µ2

−e
, 	���


XIFSF XF IBWF TFU UIF SFGFSFODF WPMUBHF 	V2
 BOE DIFNJDBM QPUFOUJBM 	µ2
 UP [FSP BOE V1 JT UIF TZTUFNءT

WPMUBHF BOEµ1 JT UIF TZTUFNءT DIFNJDBM QPUFOUJBM� 4JODF UIF RVBOUVN DBQBDJUBODF JT OPSNBMMZ SFQPSUFE

JO UFSNT PG QFS VOJU MFOHUI
 BSFB PS WPMVNF
 GPMMPXJOH UIJT DPOWFOUJPO
 UIF RVBOUVN DBQBDJUBODF 	QFS

��



VOJU MFOHUI
 BSFB
 PS WPMVNF
 JT�

CQ = e2
dn

dµ

= e2
d

dµ

∫ ∞

−∞
dεg(ε)f(ε)

≈ e2
d

dµ

∫ µ

−∞
dεg(ε) +

∞∑

m=1

[O((T/µ)2m)]

≈ e2g(µ), GPS T → 0,

	���


XIFSFn JT UIFOVNCFSEFOTJUZ PG DIBSHFT
T JT UFNQFSBUVSF
 g(ε) JT UIFEFOTJUZ PG TUBUFT QFSVOJU WPMVNF

BOE f(ε) JT UIF 'FSNJ GVODUJPO� *O UIF BCPWF TFRVFODF XF IBWF FNQMPZFE UIF 4PNNFSGFME FYQBOTJPO

BOE JHOPSFE IJHIFS PSEFS UFSNT BU UIF FOE BTTVNJOH UFNQFSBUVSF JT TNBMM� /PUF UIBU dn/dµ JT BMTP

DPNNPOMZ SFGFSSFE UP BT UIF FMFDUSPOJD DPNQSFTTJCJMJUZ�

5ZQJDBMMZ
 RVBOUVN DBQBDJUBODF JT OPU NFBTVSBCMF CFDBVTF JU JT WFSZ MBSHF 	IJHI %04
 JO CVML NBUF�

SJBMT� 5IF SFBTPO JT JO B NFBTVSFNFOU DJSDVJU
 RVBOUVN DBQBDJUBODF JT BMNPTU BMXBZT JO TFSJFT XJUI UIF

HFPNFUSJD DBQBDJUBODF 	TFF GPS FYBNQMF ஷ஫HVSF ���
 JO XIJDI DBTF UIF UPUBM DBQBDJUBODF JT HJWFO CZ�

C =

(
1

CQ
+

1

CE

)−1

=
CQCE

CQ + CE
. 	���


'SPN UIJT XF DBO TFF UIBU JG CQ ≫ CE 
 UIFO C ≈ CE � )PXFWFS
 XIFO NBUFSJBMT CFDPNFT TNBMM

TVDI BT UIF DBSCPO OBOPUVCF PS HSBQIFOF
 UIF %04 BMTP CFDPNFT TNBMM
 JO XIJDI DBTF
 UIF UPUBM DB�

QBDJUBODF XJMM IBWF TJHOJஷ஫DBOU DPOUSJCVUJPOT GSPN CPUI UIF HFPNFUSJD BOE RVBOUVN DBQBDJUBODF� #Z

QJO�QPJOUJOH UIF FYBDU DPOUSJCVUJPO GSPN UIF HFPNFUSJD DBQBDJUBODF
 UIF RVBOUVN DBQBDJUBODF BOE

IFODF %04 PG B TZTUFN DBO CF QSFDJTFMZ FYUSBDUFE�

��
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5P FWFOUVBMMZ VOEFSTUBOE UIF DBSCPO OBOPUVCF 	$/5
 BOE HSBQIFOF 	(S
 IZCSJE EFWJDF UIBU JT UIF

DPSF PG UIJT UIFTJT
 JU JT CFOFஷ஫DJBM UP ஷ஫STU MPPL BU IPX B MPOF(S CFIBWFT XJUI B HMPCBM CBDLHBUF BT TIPXO

JO ஷ஫HVSF ����

#Z BQQMZJOH B ஷ஫YFE WPMUBHF UP UIF CBDLHBUF
 DIBSHFT 	QCH
 XJMM QPQVMBUF UIF CBDLHBUF UP SFஸ஼FDU UIF

DIBOHF JO QPUFOUJBM� 5IFTF DIBSHFT FNBOBUF FMFDUSJD ஷ஫FME MJOFT UIBU HP BDSPTT UIF EJFMFDUSJD BOE XJMM

IBWF UP UFSNJOBUF BU UIF (S QMBOF 	PUIFSXJTF JU XJMM HP PO GPSFWFS BOE UIJT JT OPU BMMPXFE CFDBVTF JU XJMM

UBLF BO JOஷ஫OJUF BNPVOU PG FOFSHZ
� 5IFTF FMFDUSJD ஷ஫FME MJOFT DBO POMZ UFSNJOBUF JG UIFZ BUUSBDU PQQPTJUF

DIBSHFT UP UIF (S� *O PSEFS UP BUUSBDU B DIBSHF JO (S
 IPXFWFS
 BO BNPVOU PG FOFSHZ BTTPDJBUFE XJUI

SBJTJOH UIF DIFNJDBM QPUFOUJBM IBT UP CF QBJE� 5IF FMFDUSJD ஷ஫FME XJMM IBWF UP XFBLFO BDDPSEJOHMZ UP BD�

DPNNPEBUF OFX DIBSHFT JO UIF (S� 0ODF XJUI UIF XFBLFOFE FMFDUSJD ஷ஫FME 	CZ B SFEVDUJPO JO OVNCFS

PG DIBSHFT JO UIF CBDLHBUF

 UIF DPOEJUJPOT GPS BUUSBDUJOH DIBSHFT UP UIF (S QMBOF XPVME IBWF DIBOHFE�

"T POF DBO TFF
 UIJT CFDPNFT B DJSDVMBSMZ EZOBNJDBM TZTUFN� /BUVSF
 PG DPVSTF
 BEKVTUT QFSGFDUMZ BOE

XJMM TFUUMF JOUP B TUBCMF DPOஷ஫HVSBUJPO JOTUBOUBOFPVTMZ� "T GPS VT
 UP DBMDVMBUF UIF RVBOUJUJFT EFTDSJC�

JOH UIF TZTUFN
 POF XBZ JT UP TPMWF B TZTUFN PG FMFDUSPTUBUJD FRVBUJPOT JUFSBUJWFMZ BOE TFMG�DPOTJTUFOUMZ�

'PSUVOBUFMZ
 UIFSF FYJTUT BO BOBMZUJDBM NFUIPE� 8F CFHJO CZ MPPLJOH BU UIF UPUBM FOFSHZ PG UIF TZTUFN�

εUPUBM =
ϵ

2

∫

BMM TQBDF
dr3|E|2

︸ ︷︷ ︸
εE

+

∫ µ(S

0
dε εg(S(ε) +

∫ µCH

0
dε εgCH(ε)

︸ ︷︷ ︸
εQ

+

∫ Q(S

0
dqVCH

︸ ︷︷ ︸
εS

	����


5IF ஷ஫STU UFSN 	εE
 DPNFT GSPN UIF FMFDUSJD ஷ஫FME JO CFUXFFO UIF CBDLHBUF BOE HSBQIFOF BOE JU DPS�

SFTQPOET UP UIF FMFDUSPTUBUJD FOFSHZ� 5IF TFDPOE BOE UIJSE UFSNT 	εQ
 BSF EVF UP UIF ஷ஫MMJOH PG UIF

CBOETUSVDUVSFT JO HSBQIFOF BOE CBDLHBUF SFTQFDUJWFMZ UIBU HJWF SJTF UP UIF DIBOHFT JO UIFJS 'FSNJ MFW�

��



	B


	C


'JHVSF ���� (SBQIFOF PO B 4J02�4J TVCTUSBUF� 5IF 4J JT EFHFOFSBUFMZ EPQFE BOE BDUT BT UIF HMPCBM CBDLHBUF�
	B
 TIPXT UIF EFWJDF GSPN UIF TJEF BOE PWFSMBJO BSF UIF DJSDVJU FMFNFOUT BTTPDJBUFE XJUI UIF EFWJDF� VCH JT UIF
CBDLHBUF QPUFOUJBM
 C&
4J0 JT UIF HFPNFUSJDBM DBQBDJUBODF PG UIF 4J02 BOE Cଁ
(S JT UIF RVBOUVN DBQBDJUBODF PG
(S� 5IF DBQBDJUBODF JT JO TFSJFT� 5IF UPQ PG 	C
 TIPXT UIF FOFSHZ WT SFBM TQBDF EJBHSBN PG UIF EFWJDF XJUI UIF MFG஽
TDIFNBUJD TIPXJOHXIFOVCH = 0 BOE UIF SJHIU TIPXJOHXIFOVCH > 0� 5IF CPUUPN TIPXT UIF DJSDVJU FMFNFOUT
BTTPDJBUFE XJUI UIF EFWJDF� 8IFO B QPUFOUJBM JT BQQMJFE UP UIF CBDLHBUF XJUI SFTQFDU UP (S UIBU JT HSPVOEFE
 BO
FMFDUSJD ஷ஫FME JT HFOFSBUFE UIBU TIJG஽T UIF FOFSHZ CBOET JO SFBM TQBDF� 5IF FOFSHZ BTTPDJBUFE XJUI UIJT FMFDUSJD ஷ஫FME
JT eφ JT MJOLFE XJUI UIF HFPNFUSJD DBQBDJUBODF 	C&
4J0
� 0O UPQ PG UIF FMFDUSJD ஷ஫FME HFOFSBUJPO
 QBSU PG UIF FOFSHZ
HPFT JOUP SBJTJOH UIF DIFNJDBM QPUFOUJBM PG (S 	µ(S
 BOE UIJT JT MJOLFE XJUI UIF RVBOUVN DBQBDJUBODFCଁ
(S� 5IF
QPUFOUJBM BQQMJFE PO UIF CBDLHBUF EJDUBUFT UIF FOUJSF FOFSHZ TDBMF� e|VCH| = |eφ|+ µ(S�

FMT� )FSF g(S(CH) JT UIF EFOTJUZ PG TUBUFT PG HSBQIFOF 	CBDLHBUF
� 5IF MBTU UFSN 	εS
 DPNFT GSPN UIF

FYUFSOBM TPVSDF
 J�F� B CBUUFSZ DPOOFDUFE UP UIF CBDLHBUF� -FU VT DBTU UIF FRVBUJPO JOUP BNPSF USBOTQBS�

��



FOU GPSN BOE SFXSJUF JU XJUI FYQFSJNFOUBM QBSBNFUFST� 'JSTUMZ
 UIF HFPNFUSZ PG UIF EFWJDF SFTFNCMFT B

QBSBMMFM�QMBUF DBQBDJUPS BOE TP UIF HFPNFUSJD DBQBDJUBODF JT HJWFO CZ�

CE,4J0 = ϵ0ϵr
A

d
= ϵ

A

d
, 	����


XIFSFA JT UIF BSFB PG UIF HSBQIFOF
d JT UIF UIJDLOFTT PG UIF TJMJDPOPYJEF EJFMFDUSJD BOE ϵr JT JUT EJFMFDUSJD

DPOTUBOU� 5IF FMFDUSJD ஷ஫FME JO UIF EJFMFDUSJD JO CFUXFFO UIF CBDLHBUF BOE (S DBO CF TJNQMZ DPNQVUFE

CZ (BVTTءT -BX BOE JT�

|E| =
QCH

ϵA
=

NCH|e|
ϵ

, 	����


XIFSF NCH JT UIF OVNCFS PG DIBSHF DBSSJFST JO UIF CBDLHBUF
 |e| JT UIF FMFNFOUBSZ DIBSHF 	IFSF UIF

DIBSHF UZQF JT JSSFMFWBOU

 BOE UIF ஷ஫FME MJOFT QPJOU JO UIF EJSFDUJPO QFSQFOEJDVMBS UP UIF (S QMBOF� 5IF

FMFDUSPTUBUJD FOFSHZ PG UIF TZTUFN JT UIFO�

εE =
(NCHe)

2

2CE,4J0
. 	����


8F XJMM IPME PஶG JO FWBMVBUJOH UIF FYQSFTTJPOT GPS UIF TFDPOE BOE UIJSE UFSNT 	εQ
 GPS OPX� "T GPS UIF

TPVSDF UFSN 	εS
 JU TJNQMZ CFDPNFT�

εS = QCHVCH = −|e|NCHVCH. 	����


/PUF UIF OFHBUJWF TJHO XIJDI NFBOT UIBU GPS B QPTJUJWF CBDLHBUF WPMUBHF
 FOFSHZ PG UIF CBDLHBUF EF�

DSFBTFT XJUI SFTQFDU UP UIF FMFDUSJDBM HSPVOE
 XIJDI JO UVSO JNQMJFT UIF CBDLHBUFءT BUUSBDUJPO PG FMFD�

USPOT TJODF FMFDUSPOT XBOU UP NJHSBUF UPXBSE MPXFS FOFSHJFT� 5P TFF UIF CFIBWJPS PG UIF (S XJUI BO

��



BQQMJFE CBDLHBUF WPMUBHF
 XF QSPDFFE UP ஷ஫OE UIF NJOJNVN PG UIF UPUBM FOFSHZ�

∂εUPUBM
∂NCH

= 0 =
NCHe

2

CE,4J0
+

∂

∂NCH

(∫ µ(S

0
dε εg(S(ε) +

∫ µCH

0
dε εgCH(ε)

)
− |e|VCH. 	����


5P FWBMVBUF UIF UFSNT XJUI EFOTJUZ PG TUBUFT
 XF DBO ஷ஫STU UBLF B MPPL BU UIF UFSN SFHBSEJOH UIF CBDL�

HBUF� 5IF EFOTJUZ PG TUBUFT PG UIF EFHFOFSBUFMZ EPQFE TJMJDPO JT SFBMMZ MBSHF BOE IBT BO FஶGFDUJWF EFOTJUZ

PG TUBUFT > 1019 DN−3�؝ UIF FOFSHZ MFWFMT BSF FஶGFDUJWFMZ TRVFF[FE JOUP B TJOHMF FOFSHZ MFWFM� �� 5IJT

NFBOT UIBU UIF DIFNJDBM QPUFOUJBM JT FYUSFNFMZ JOTFOTJUJWF UP BEEJUJPOBM EPQJOH 	PVS TBNQMFT BSF UZQJ�

DBMMZ EPQFE UP∼ 1012 DN−2
 BOE UIBU UIF EFOTJUZ PG TUBUFT BOE FOFSHZ MFWFMT BSF CBTJDBMMZ DPOTUBOUT BOE

JOEFQFOEFOU PG OVNCFS PG DBSSJFST� #FDBVTF PG UIJT
 UIF UFSN SFMBUFE UP UIF CBDLHBUF
 PODF EJஶGFSFOUJ�

BUFE XJUI SFTQFDU UP OVNCFS PG DBSSJFST 	NCH
 XPVME ZJFME [FSP� "T GPS UIF UFSN SFHBSEJOH HSBQIFOF


XF DBO TVCTUJUVUF UIF GPMMPXJOH GPS UIF EFOTJUZ PG TUBUFT PG HSBQIFOF 	TFF FRVBUJPO ���
�

g(S(ε) =

[
∂N

∂ε

]

(S
, 	����


PS BMUFSOBUJWFMZ
 POF DBO QMVH JO UIF BDUVBM HSBQIFOF EFOTJUZ PG TUBUFT 	TFF BQQFOEJY "��
� &JUIFS XBZ


XJUI UIF BEEJUJPOBM DPOEJUJPO PG DIBSHF DPOTFSWBUJPO�

NCH +N(S = 0, 	����


�5IF FஶGFDUJWF EFOTJUZ PG TUBUFT JT B RVBOUJUZ UIBU EFTDSJCFT DBSSJFS EFOTJUZ BOE UIVT IBT VOJUT PG DN−3� *U
BQQFBST BT B NVMUJQMJFS UP B EJTUSJCVUJPO GVODUJPO XIFO DBMDVMBUJOH UIF DBSSJFS EFOTJUZ BOE TP JU DBO CF WJFXFE BT
QMBZJOH UIF SPMF PG EFOTJUZ PG TUBUFT� 5IJT JT XIZ JU JT DBMMFE FஶGFDUJWFأ EFOTJUZ PG TUBUFTؤ BOE DBO CF JOUFSQSFUFE
BT UIF BDUVBM EFOTJUZ PG TUBUFT� 5P B HPPE BQQSPYJNBUJPO
 UIF EFOTJUZ PG TUBUFT DBO CF BTTVNFE UP CF FRVBM UP UIF
FஶGFDUJWF EFOTJUZ PG TUBUFT BOE TP JU XPVME OPU CF JNQSFDJTF UP TBZ UIF FஶGFDUJWF EFOTJUZ PG TUBUFT IBT UIF VOJUT PG
DN−3�F7

��



JU JT FBTZ FOPVHI UP TFF XIBU UIF UFSN CFDPNFT� 4JNQMJGZJOH BOE SFBSSBOHJOH FRVBUJPO ���� UIFO ZJFMET�

|e|VCH =
nCHe

2

CE,4J0
+ µ(S, 	����


XIFSF nCH = NCH/A BOE
 CZ GPMMPXJOH DPOWFOUJPO
 XF IBWF TXJUDIFE UP SFQPSUJOHCE,4J0 JO VOJUT PG

'BSBET QFS VOJU BSFB 	F/N2
� 5SBOTMBUFE JOUP XPSET
 UIF BCPWF KVTU NFBOT UIF FYUFSOBM WPMUBHF TPVSDF

PO UIF CBDLHBUF DSFBUFT BO FOFSHZ XJOEPX 	eVCH
 UIBU DPOUBJOT UIF FMFDUSPTUBUJD QPUFOUJBM FOFSHZ 	eφ


BOE UIF DIFNJDBM QPUFOUJBM FOFSHZ 	µ
� 5P CF DMFBS
 UIF FMFDUSPTUBUJD QPUFOUJBM JO UIJT DBTF JT�

eφ =
nCHe

2

CE,4J0
. 	����


*O UIJT UIFTJT
 eV XJMM BMXBZT CF BTTPDJBUFE XJUI QPUFOUJBMT 	IFODF FOFSHZ XJOEPXT
 DSFBUFE CZ BQQMJFE

FYUFSOBM TPVSDFT XIFSFBT eφ XJMM CF SFTFSWFE GPS UIF FMFDUSPTUBUJD QPUFOUJBMT JOEVDFE XJUIJO UIF NFB�

TVSFNFOU EFWJDF�

"OE TP OPX
 BG஽FS ஷ஫OBMMZ FTUBCMJTIJOH UIF FOFSHZ QJDUVSF EFTDSJCJOH PVSNFBTVSFNFOU PG B CBDLHBUFE

HSBQIFOF EFWJDF
 MFU VT DBMDVMBUF UIF FYQFDUFE JOEVDFE DBSSJFS EFOTJUZ JO HSBQIFOFXJUI B HJWFO CBDLHBUF

WPMUBHF� -FU VT BTTVNF UIF GPMMPXJOH DPOEJUJPOT� VCH = 10 7
 d = 300 ON
 εr = 4 	GPS 4J02

 BOE

(S JT QFSGFDUMZ VOEPQFE� 6TJOH (SءT EJTQFSTJPO SFMBUJPO� µ(S = !vF
√
πn
 POF DBO DBMDVMBUF UISPVHI

FRVBUJPO ���� UIBU n = 7.2950... × 1011 DN−2 	OPUF UIBU XF EJE OPU VTF nCH IFSF CFDBVTF UIF TVC�

TDSJQUT JOEJDBUF UIF EFOTJUZ JOEVDFE QVSFMZ CZ UIF CBDLHBUF XIJDI JT OPU BQQSPQSJBUF
� /PX
 JHOPSJOH

µ(S BOE TJNQMZ DBMDVMBUJOH UIF DBSSJFS EFOTJUZ JOEVDFE UISPVHI FMFDUSPTUBUJDT 	TP VCH = nCHe/CE,4J0


VTJOH UIF TBNF QBSBNFUFST
 POF XJMM HFUnCH = 7.3685...×1011 DN−2
 XIJDI JT POMZ B TNBMM EFWJBUJPO

GSPN XIFO UBLJOH JOUP BDDPVOU µ(S�5IJT MFBET VT CBDL UP UIF DFOUSBM UPQJD PG RVBOUVN DBQBDJUBODF�

��
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5IF SFBTPO XF HFU B TNBMMFS EPQJOH DBSSJFS DPODFOUSBUJPO XIFO UBLJOH JOUP BDDPVOU µ(S JT UIBU QBSU PG

UIFXPSL DPNJOH GSPN UIF FYUFSOBM TPVSDF JT QVU JOUP SBJTJOH UIF DIFNJDBM QPUFOUJBM PG(S� *U UBLFT FYUSB

XPSL UP BEE FMFDUSPOT XIFO %04 JT TNBMM BT BMMVEFE UP JO TFDUJPOT ��� BOE ���� 5IJT GFBUVSF QFSUBJOT

UP POMZ RVBOUVN NBUFSJBMT UIBU IBWF TNBMM %04� $MBTTJDBM
 PS CVML
 NBUFSJBMT TVDI BT UIF EFHOFSFBUFMZ

EPQFE TJMJDPO CBDLHBUF JUTFMG XPVME OPU FYIJCJU UIJT CFIBWJPS� 8F DBO UIFO BUUSJCVUF UIF EFWJBUJPO

GSPN UIF DMBTTJDBM FMFDUSPTUBUJD QSFEJDUJPO UP B RVBOUVN NFDIBOJDBM FஶGFDU BOE TP GPS DPOWFOJFODF
 XF

DBO SFXSJUF FRVBUJPO ���� BT�

|e|VCH = nCHe
2
(

1

CE,4J0
+

1

CQ,(S

)
	����


XIJDI JT KVTU FYQSFTTJOH UIF UPUBM FOFSHZ BT UIF FMFDUSPTUBUJD QPUFOUJBM QMVT TPNFUIJOH NPSF� "OE JU

UVSOT PVU UIJT TPNFUIJOHNPSF JT DPOTJTUFOU XJUI BOE DBQUVSFE CZ UIF CFIBWJPS PG BO FYUSB DBQBDJUPS JO

TFSJFT BT TIPXO JO FRVBUJPO ���� 4VDI JT UIF SFBTPO GPS UIF OBNF� RVBOUVN DBQBDJUBODF� #FBS JO NJOE


IPXFWFS
 RVBOUVN DBQBDJUBODF JT VOMJLF HFPNFUSJD DBQBDJUBODF JO UIBU JU JT OPU B DPOTUBOU CVU B GVOD�

UJPO PG UIF NBUFSJBM EPQJOH MFWFM BOE IFODF B GVODUJPO PG FYUFSOBM WPMUBHFT� 5IF SFBEFS JT SFNJOEFE UP

CF XBSZ XIFO TFFJOH RVBOUVN DBQBDJUBODF SFQSFTFOUFE BT B DJSDVJU FMFNFOU؝ JU JT OPU B QIZTJDBM PCKFDU

CVU B RVBOUVN FஶGFDU XJUIJO B NBUFSJBM� "MUIPVHI HFOFSBMMZ RVBOUVN DBQBDJUBODF DBO CF USFBUFE BT

BO FYUFSOBM TUBOEBMPOF DBQBDJUPS
 JU NVTU OPU CF VTFE OBJWFMZ JO B EFWJDF DJSDVJUZ BT JU NBZ OPU NBOJ�

GFTU JUTFMG BT FYQFDUFE� 5IFSF XJMM CF POF TDFOBSJP XIFSF UIF RVBOUVN DBQBDJUBODF OFFET UP CF USFBUFE

TQFDJBMMZ JO XIJDI DBTF B HSBZ EPUUFE CPY XJMM CF ESBXO BSPVOE UIF RVBOUVNأ DBQBDJUPSؤ�

��



��� 2১৓ৠ০১য় $৓ৢ৓৕৛০৓ৠ৕ৗ ৡ৘ (৤৓ৢ৚ৗৠৗ

0CUBJOJOH UIF UIFPSFUJDBM RVBOUVN DBQBDJUBODF JT TUSBJHIUGPSXBSE� *U TJNQMZ BNPVOUT UP FWBMVBUJOH

FRVBUJPO ��� GPS (S���

CQ,(S =
2e2kBT

π(!vF )
2 ln

[
2

(
1 + DPTI µ

kBT

)]
, 	����


XJUI VOJUT PG F/m2
 XIFSF ! JT UIF SFEVDFE 1MBODLءT DPOTUBOU
 e UIF FMFNFOUBSZ DIBSHF
 kB UIF #PMU[�

NBOO DPOTUBOU
 vF UIF 'FSNJ WFMPDJUZ PG (S
 BOE µ UIF DIFNJDBM QPUFOUJBM 	PS 'FSNJ FOFSHZ
 PG (S� *O

UIF EFHFOFSBUF MJNJU XIFSF µ ≫ kBT 
 XF PCUBJO�

CQ,(S ≈
2e2

!vF
√
π

√
n, 	����


XIFSFn JT UIF DBSSJFS DPODFOUSBUJPO� )FSF
 XF SFDPWFS UIF BQQSPYJNBUFE SFTVMU BT TFFO JO FRVBUJPO ����

UIF RVBOUVN DBQBDJUBODF JT QSPQPSUJPOBM UP UIF %04 	TFF "���
� 5IJT UIFPSFUJDBM NPEFM
 IPXFWFS


BTTVNFT B QFSGFDU BOE QSJTUJOF (S� *O SFBMJUZ
 UIF (S TZTUFN BMXBZT DPOUBJOT TPNF BNPVOU PG EJTPSEFS

EVF UP DIBSHF JNQVSJUJFT FJUIFS JO UIF TVCTUSBUF PS XJUIJO (S JUTFMG� 5IFTF XJMM VMUJNBUFMZ DBVTF UIF GPS�

NBUJPO PG FMFDUSPO�IPMF QVEEMFT
 XIJDI BSF MPOH SBOHF DIBSHF EJTPSEFS UIBU DBVTFT TQBUJBM ஸ஼VDUVBUJPO

JO UIF(S DIFNJDBM QPUFOUJBM� ��
�� "OPUIFS UZQF PG EJTPSEFS JT TIPSU SBOHF BUPNJD EFGFDUT
 XIJDI JODMVEF

BUPNJD WBDBODJFT BOE HSBJO CPVOEBSJFT� "MUIPVHI (S JT MFTT TVTDFQUJCMF UP MPOH SBOHF EJTPSEFS JU JT OPU

JOWJODJCMF� " NBOJGFTUBUJPO PG EJTPSEFS JT CSPBEFOJOH PG UIF %JSBD QFBL NFBOJOH UIBU UIF CBOETUSVD�

UVSF PG (S HFUT NPEJஷ஫FE� 5IFTF GBDUPST IFODF QMBZ B SPMF JO UIF RVBOUVN DBQBDJUBODF PG (S BOE NVTU

CF BDDPVOUFE GPS� 5P BOBMZUJDBMMZ JODPSQPSBUF UIF JOGPSNBUJPO SFHBSEJOH EJTPSEFS JT USJDLZ� 5IF CFTU

XBZ UP BDDPVOU GPS JU JT FNQJSJDBMMZ CZ BEEJOH B QIFOPNFOPMPHJDBM DPSSFDUJPO UFSN BOE JU UVSOT PVU UIF

��



GPMMPXJOH GPSN EFTDSJCFT UIF PCTFSWFE CFIBWJPS RVJUF XFMM� ��

CQ,(S =
2e2

!vF
√
π

√
nG + nJNQ, 	����


XIFSF nG TUBOET GPS UIF DBSSJFS DPODFOUSBUJPO DBVTFE CZ UIF HBUJOH PG (S BOE nJNQ TUBOET GPS UIF

JOUSJOTJD DIBSHFE JNQVSJUJFT PG(S� 5PHJWF UIF SFBEFS TPNF TFOTF PG IPX MBSHF UIFRVBOUVNDBQBDJUBODF

JT GPS (S
 GPS BO BQQMJFE CBDLHBUF WPMUBHF PG VCH = 10 UP 907 PO B 300 ON UIJDL 4J02
 XIJDI SPVHIMZ

USBOTMBUFT UP εF = 0.1 UP 0.3 F7
 CQ,(S ≈ 20 UP 70 G'�µN−2� 'JHVSF ��� TIPXT UIF (S RVBOUVN

DBQBDJUBODF DBMDVMBUFE CZ CPUI FRVBUJPO ���� BOE ����� 'SPN UIJT ஷ஫HVSF XF DBO TFF UIBU JNQVSJUZ BOE

UFNQFSBUVSF CPUI TFSWF UP TNFBS PVU UIF %JSBD DPOF�

��� 2১৓ৠ০১য় $৓ৢ৓৕৛০৓ৠ৕ৗ ৡ৘ ০৚ৗ $৓৤৔ৡৠ /৓ৠৡ০১৔ৗ

)BWJOH FYBNJOFE UIF MPOF(SEFWJDF FYUFOTJWFMZ
XIBU EPXF FYQFDU GSPNUIF DBSCPOOBOPUVCF 	$/5
 

$/5T BSF FWFO TNBMMFS UIBO (S
 TP JO TPNF TFOTF JU JT FWFO NPSF RVBOUVN NFDIBOJDBM� #VU CFGPSF XF

HFU UP UIF RVBOUVN DBQBDJUBODF PG UIF $/5
 JU JT XPSUI NFOUJPOJOH JUT HFPNFUSJD DBQBDJUBODF� *O PVS

XPSL
 UIF $/5 JT BMXBZT DBQBDJUJWFMZ DPVQMFE UP B QJFDF PG (S� 5IJT HFPNFUSZ JT EFTDSJCFE CZ B XJSF

PWFS BO JOஷ஫OJUF QMBOF BOE GSPN DMBTTJDBM FMFDUSPTUBUJDT
 POF DBO DBMDVMBUF UIF HFPNFUSJD DBQBDJUBODF UP

CF�

CE =
2πlϵ0ϵr

DPTI−1(d/r)

d≫r−−−→ 2πlϵ0ϵr
MO(2d/r)

, 	����


JO VOJUT PG F 
 XIFSF l JT UIF MFOHUI PG UIF $/5
 ϵ0 UIF QFSNJUUJWJUZ PG GSFF TQBDF
 ϵr JT UIF SFMBUJWF

QFSNJUUJWJUZ PS EJFMFDUSJD DPOTUBOU PG UIF NFEJVN UIF TZTUFN JT JO
 d JT UIF EJTUBODF CFUXFFO UIF DFOUFS

PG UIF $/5 BOE UIF (S QMBOF
 BOE r JT UIF SBEJVT PG UIF $/5� 5P HJWF POF BO JEFB PG UIF NBHOJUVEF

��



'JHVSF ���� VBOUVNߕ DBQBDJUBODF PG HSBQIFOF� 5IF SFE MJOF JT QMPUUFE XJUI SFTQFDU UP DBSSJFS EFOTJUZ BOE UIF
CMBDL MJOFT BSF QMPUUFE XJUI SFTQFDU UP FOFSHZ� 5IF MJOF TIBQFT DIBOHF EVF UP UIF FOFSHZ BOE DBSSJFS EFOTJUZ
OPOMJOFBS SFMBUJPO� 5IF EPUUFE CMBDL MJOF DPSSFTQPOET UP UIF JEFBM UIFPSFUJDBM NPEFM UIBU POMZ BDDPVOUT GPS
UFNQFSBUVSF BOE UIF GVMM CMBDL BOE SFE MJOFT DPSSFTQPOET UP UIF TFNJ�FNQJSJDBM NPEFM XIFSF JNQVSJUZ JT VTFE
BT B QIFOPNFOPMPHJDBM ஷ஫UUJOH QBSBNFUFS� 5FNQFSBUVSF BOE JNQVSJUZ IBWF B DPNNPO FஶGFDU XIJDI JT UP TNFBS
PVS UIF %JSBD DPOF�5IF SFE MJOF DPSSFTQPOET UP 300, XIJMF UIF IJHIFS BOE MPXFS CMBDL MJOF DPSSFTQPOET UP 300
BOE 100, SFTQFDUJWFMZ� 5IF IJHIFS BOE MPXFS EPUUFE MJOF DPSSFTQPOET UP (S IBWJOH BO JOUSJOTJD JNQVSJUZ MFWFM
PG 20× 109 BOE 1× 109DN−2 JNQVSJUZ DPODFOUSBUJPO�

PG UIF HFPNFUSJD DBQBDJUBODF
 BTTVNF UIBU ϵr = 4 	GPS I#/
 UIF NBUFSJBM VTFE GPS TFQBSBUJOH UIF $/5

GSPN UIF (S

 r = 1 ON BOE d = 5 ON
 UIFO JO DBQBDJUBODF QFS VOJU MFOHUI
CE ≈ 100 B' · µN−1�

"T GPS UIF RVBOUVNDBQBDJUBODF PG$/5
 GPMMPXJOH UIF TBNF USFBUNFOU BT(S 	J�F�
 FWBMVBUF FRVBUJPO

��� CVU VTJOH Tء5/$ %04

 JG JU JT NFUBMMJD UIFO�

CM
Q,$/5 =

8e2

hvF
≈ 310 B' · µN−1, 	����


��



XIFSF XF IBWF VTFE NFUBMMJD Tء5/$ %04 	TFF #���
� *G JU JT B TFNJDPOEVDUJOH $/5
 POF DBO POMZ

DBSSZ PVU UIF DBMDVMBUJPO OVNFSJDBMMZ� #FMPX XF DJUF UIF TFNJ�FNQJSJDBM BOBMZUJDBM GPSNVMB GSPN UIF

SFGFSFODF���

CSC,n
Q,$/5 =

2∑

q=1

e2ne(q)

kBT

[
1− (2N0e

xn − n(q))(α+ 2βxn + 3γx2n)

2N0e
xn

]
, 	����


CSC,p
Q,$/5 =

2∑

q=1

e2nh(q)

kBT

[
1−

(2N0e
xp − n(q))(α+ 2βxp + 3γx2p)

2N0e
xp

]
, 	����


XIFSF GPS FRVBUJPO CSFWJUZ XF IBWF EFஷ஫OFE UIF GPMMPXJOH�

xO =
2ε' − εH(q)

2kBT
,

xQ =
−2ε' − εH(q)

2kBT
.

	����


)FSF
CSC,n
Q,$/5 BOECSC,p

Q,$/5 BSF UIFRVBOUVNDBQBDJUBODFT GPS UIF DPOEVDUJPO BOEWBMFODFCBOET SFTQFD�

UJWFMZ� ne(h)(q) BSF UIF DBSSJFS EFOTJUJFT PG FMFDUSPOT 	IPMFT
 PG TVCCBOE q BOE BSF HJWFO CZ FRVBUJPOT

#��� BOE #���� N0 JT UIF FஶGFDUJWF %04 HJWFO CZ FRVBUJPO #���� εg(q) JT UIF CBOEHBQ PG TVCCBOE q�

α,β, γ BSF UIF ஷ஫UUJOH QBSBNFUFST� q SFGFST UP UIF TVCCBOE JOEFY TUBSUJOH GSPN DMPTFTU UP UIF CBOEHBQ�

5IF SFBEFS JT SFGFSSFE UP BQQFOEJY #�� GPS NPSF JOGPSNBUJPO PO UIFTF RVBOUJUJFT� 'JHVSF ��� TIPXT UIF

RVBOUVN DBQBDJUBODF PG $/5T XJUI EJஶGFSFOU DIJSBMJUJFT BOE IFODF EJBNFUFST� 'SPN UIF QMPU XF DBO

TFF UIBU TFNJDPOEVDUJOH $/5T XJUI MBSHFS EJBNFUFST IBWF B TNBMMFS CBOEHBQ
 BMTP
 TFNJDPOEVDUJOH

$/5T IBWF B MBSHFS RVBOUVN DBQBDJUBODF DPNQBSFE UP UIFNFUBMMJD $/5XIJDI IBT B OPO�WBSZJOH BOE

TNBMMFS RVBOUVN DBQBDJUBODF� 'JOBMMZ
 IFSF XF TFF UIBU VOMJLF (S
 UIF RVBOUVN BOE HFPNFUSJD DBQBDJ�

UBODF PG UIF $/5 JT WFSZ TJNJMBS JO PSEFS PG NBHOJUVEF BOE TP HFOFSBMMZ XIFO DPOTJEFSJOH UIF PWFSBMM

DBQBDJUBODF SFHBSEJOH UIF $/5
 POF OFFET UP BDDPVOU GPS CPUI UZQFT PG DBQBDJUBODFT CZ BEEJOH UIFN

��



'JHVSF ���� VBOUVNߕ DBQBDJUBODF PG UIF DBSCPO OBOPUVCF� 1MPUUFE BSF UIF RVBOUVN DBQBDJUBODFT PG TFNJDPO�
EVDUJOH$/5TXJUI EJஶGFSFOU EJBNFUFST BT XFMM BT BNFUBMMJD $/5XIJDI JT EFOPUFE CZ UIF EBTIFE CMBDL MJOF� 5IF
$/5 EJBNFUFST JODMVEFE BSF� 17, 20, 23, 26, 29, 32 BOE 35ON� 4FNJDPOEVDUJOH $/5T XJUI MBSHFS EJBNFUFST
IBWF B TNBMMFS CBOEHBQ BOE UIFZ BMTP HFOFSBMMZ IBWF MBSHFS RVBOUVN DBQBDJUBODFT DPNQBSFE UP NFUBMMJD $/5T�

JO TFSJFT BT JO FRVBUJPO ����

5IVT GBS XF IBWF BTTVNFE UIBU UIF $/5 CFIBWFT BT B QFSGFDU 1% PCKFDU
 BMMPXJOH JUTFMG UP SFUBJO

JUT 1% %04� 8IFO UFNQFSBUVSF JT MPX FOPVHI 	εC ≫ kBT 

 UIF $/5 XJMM CFIBWF BT B RVBOUVN

EPU 	2%
� *O UIJT UIFTJT
 IPXFWFS
 UIF $/52% GBMMT JO UIF DMBTTJDBM $PVMPNC CMPDLBEF SFHJNF XIFSF

UIF DPOஷ஫OFNFOU FOFSHZ JT OPU TJHOJஷ஫DBOU DPNQBSFE UP UIF DIBSHJOH FOFSHZ 	∆εDPOG ∼ kBT ≪ εC 
�

3PVHIMZ
 GPS PVS ∼ 500 ON MPOH $/5 2% EFWJDFT BU ∼ 1.6 ,
 UIF DIBSBDUFSJTUJD FOFSHJFT SPVHIMZ

��



BSF���
��
��

∆εDPOG =
!vF
2L

≈ 600µF7,

kBT ≈ 200µF7,

εC =
e2

C00
≈ 5NF7.

	����


'PS UIF TFMG�DBQBDJUBODF XF VTFE UIF GPMMPXJOH�

C00 =
CM
Q,$/5CE

CM
Q,$/5 + CE

≈ 50 B', 	����


XIFSF XF BTTVNFE CE ≈ 100 B' · µN−1 BT CFGPSF� *O UIJT DMBTTJDBM $PVMPNC CMPDLBEF SFHJNF
 UIF

%04 JT OPU EJTDSFUJ[FE BOE DPOTFRVFOUMZ
 UIF RVBOUVN DBQBDJUBODF JT TJNQMZ HJWFO CZ FRVBUJPO ����

UP ����� 5IF SFBEFS JT SFGFSSFE UP BQQFOEJY $�� GPS NPSF JOGPSNBUJPO PO $/5 2% %04� 5P CF NPSF

DPOWJODJOH
 UIF FYQFSJNFOUBM NFBTVSFNFOUT PG UIF $/5 $PVMPNC EJBNPOET JO UIJT XPSL 	TFF ஷ஫HVSF

$��
 BMTP TIPX B IJHI MFWFM PG SFHVMBSJUZ BT XFMM BT BO FWFO MBSHFS DIBSHJOH FOFSHZ 	∼ 20 NF7
� 5IFTF

JNQMZ UIBU DPOஷ஫OFNFOU FOFSHZ JT OFHMJHJCMF BOE TVCTUBOUJBUF UIBU XF BSF USVMZ JO UIF DMBTTJDBM $PVMPNC

CMPDLBEF SFHJNF�

.VDI MJLF UIF DBTF GPS (S
 ஷ஫HVSF ��� TIPXT IPX B HBUFE $/52% TJNJMBSMZ CFIBWFT� 8IFO B QPUFO�

UJBM JT BQQMJFE UP UIF CBDLHBUF XJUI SFTQFDU UP $/5 UIBU JT HSPVOEFE
 BO FMFDUSJD ஷ஫FME JT HFOFSBUFE UIBU

TIJG஽T UIF FOFSHZ CBOET JO SFBM TQBDF� 5IF FOFSHZ BTTPDJBUFE XJUI UIJT FMFDUSJD ஷ஫FME JT eφ BOE JT MJOLFE

UP UIF HFPNFUSJD DBQBDJUBODF 	CE,4J0
� 5IF SFTU PG UIF FOFSHZ HPFT JOUP SBJTJOH UIF DIFNJDBM QPUFOUJBM

PG $/5 	µ$/5
 BOE UIJT JT MJOLFE UP UIF RVBOUVN DBQBDJUBODF Cଁ
$/5� 5IF QPUFOUJBM BQQMJFE PO

UIF CBDLHBUF EJDUBUFT UIF FOUJSF FOFSHZ TDBMF� |eVCH| = |eφ| + |µ$/5|� "QQFOEJY $ BEESFTTFT NPSF

JO�EFQUI UIF USBOTQPSU CFIBWJPS PG B 2%
 BOE UIF SFBEFS JT SFGFSSFE UIFSF GPS NPSF EFUBJMT�

"MM UIJT CFJOH TBJE
 IPXFWFS
 UIF RVBOUVN DBQBDJUBODF PG UIF $/5 JT OPU B DSJUJDBM RVBOUJUZ XIFO

��



	B


	C


'JHVSF ���� $BSCPOOBOPUVCF PO B 4J02�4J TVCTUSBUF� 5IF 4J JT UIF HMPCBM CBDLHBUF� 	B
 TIPXT UIF EFWJDF GSPN UIF
TJEF BOE PWFSMBJO BSF UIF DJSDVJU FMFNFOUT BTTPDJBUFE XJUI UIF EFWJDF� VCH JT UIF CBDLHBUF QPUFOUJBM
 C&
4J0 JT UIF
HFPNFUSJDBM DBQBDJUBODF PG UIF 4J02 BOECଁ
$/5 JT UIF RVBOUVN DBQBDJUBODF PG $/5� 5IF UPQ PG 	C
 TIPXT UIF
FOFSHZ WT SFBM TQBDF EJBHSBN PG UIF EFWJDF XJUI UIF MFG஽ TDIFNBUJD TIPXJOH XIFO VCH = 0 BOE UIF SJHIU TIPXJOH
XIFO VCH > 0� 5IF CPUUPN TIPXT UIF DJSDVJU FMFNFOUT BTTPDJBUFE XJUI UIF EFWJDF� 5IF PQFSBUJPO QSJODJQMF JT
UIF TBNF BT (S� 5IF POMZ EJஶGFSFODF JT UIF CFIBWJPS PG UIF RVBOUVN DBQBDJUBODF PG UIF $/5�

EFUFSNJOJOH UIF RVBOUVN DBQBDJUBODF PG (S� *O UIF EFUFSNJOBUJPO PG UIF (S RVBOUVN DBQBDJUBODF


XF BSF POMZ DPODFSOFE XJUI USBDLJOH B DPOTUBOU OVNCFS PG FMFDUSPOT JO UIF $/5 2%� 8F EP OPU

DBSF BCPVU UIF FOFSHZ MFWFM TQBDJOH PS IPX UIF FMFDUSPDIFNJDBM QPUFOUJBM JT EJTUSJCVUFE CFUXFFO UIF

HFPNFUSJD BOE RVBOUVN DBQBDJUBODFT� "MM XF DBSF BCPVU JT CFJOH BCMF UP QPJOU BU B $/5 FOFSHZ MFWFM

��



BOE PCTFSWF IPX JU FWPMWFT XJUI PUIFS FYQFSJNFOUBM LOPCT� *O UIF GPMMPXJOH TFDUJPO XF XJMM TFF IPX

UIJT BMM XPSLT�

��� -ৡ৕৓৞ $ৡয়ৢ৤ৗ৥৥৛৔৛৞৛০৫ .ৗ৓৥১৤ৗয়ৗৠ০ ৡ৘ (৤৓ৢ৚ৗৠৗ ৩৛০৚ ৓ $৓৤৔ৡৠ /৓ৠ�

ৡ০১৔ৗ

"SNFE XJUI BMM UIF JOGPSNBUJPO SFHBSEJOH UIF EJஶGFSFOU DBQBDJUBODFT
 XF BSF OPX SFBEZ UP FWBMVBUF UIF

$/5஝(SIZCSJE EFWJDF� "T B SFNJOEFS UP UIF SFBEFS
 UIFNPUJWBUJPOCFIJOE DSFBUJOH BOE TUVEZJOH UIJT

EFWJDF JT UP VTF UIF $/5 BT B QSPCF UP NFBTVSF UIF FMFDUSPOJD QSPQFSUJFT PG (S� 4QFDJஷ஫DBMMZ
 XF XPVME

MJLF UPNFBTVSF UIF MPDBM EFOTJUZ PG TUBUFT 	-%04
 PS RVBOUVNDBQBDJUBODF PG(S CZ VTJOH UIF$/5BT B

TJOHMF FMFDUSPO USBOTJTUPS 	4&5
� 5P EP UIJT
 XF OFFE UP PCTFSWF DBSFGVMMZ IPX UIF$/5CFIBWFT BT(S JT

DIBOHJOH
 JMMVTUSBUFE JO ஷ஫HVSF ���� 5IF $/5 JT TFQBSBUFE GSPN (S CZ B UIJO IFYBHPOBM�#PSPO /JUSJEF

	I#/
� 5IF I#/ UIJDLOFTTFT VTFE JO UIJT XPSL SBOHF GSPN 4 − 100 ON� *O PSEFS UP VOEFSTUBOE

IPX UIF TZTUFN CFIBWFT
 XF OFFE UP CSFBLEPXO UIF FOFSHFUJDT PG UIF TZTUFN BOE TFF IPX EJஶGFSFOU

FMFNFOUT BSF BஶGFDUFE CZ POF BOPUIFS� 'SPN TFDUJPO ��� XF TBX UIBU UIF FYUFSOBM WPMUBHF CJBT CFUXFFO

MBZFST EFஷ஫OFT BO FOFSHZ XJOEPX UIBU FODPNQBTTFT BMM UIF NPWFNFOUT PG FOFSHZ MFWFMT IBQQFOJOH JO

UIPTF MBZFST� 'PMMPXJOH UIF TBNF QSJODJQMF
 �� FYBNJOJOH UIF VCH FஶGFDU PO (S 	MFG஽ PG ஷ஫HVSF ���C

 XF

IBWF�

− e(VCH − V(S) = −µ(S − eφ4J0. 	����


)FSF XF IBWF UBLFO JOUP BDDPVOU UIF QPUFOUJBM PG (S 	V(S
� ,FFQ JO NJOE UIBU UIF HSPVOE PG UIF

NFBTVSFNFOU JT TFU UP CF UIF $/5
NFBOJOH UIF QPUFOUJBM PG UIF $/5 JT UIF SFGFSFODF QPUFOUJBM PG UIF

FOUJSF TZTUFN� 5IF QPUFOUJBM PG (S JT OPU OFDFTTBSJMZ BMXBZT [FSP JO XIJDI DBTF UIF QPUFOUJBM EJஶGFSFODF

CFUXFFO UIF 4J CBDLHBUF BOE (S JT HJWFO CZ (VCH − V(S)� φ4J0 JT HJWFO CZ UIF FMFDUSJD ஷ஫FME BDSPTT UIF

��



	B


	C


'JHVSF ���� "$/5 BOE(S TFQBSBUFE CZ B I#/ TJUUJOH PO B 4J02�4J TVCTUSBUF� 	B
 TIPXT UIF EFWJDF GSPN UIF TJEF
BOE PWFSMBJO BSF UIF DJSDVJU FMFNFOUT BTTPDJBUFE XJUI UIF EFWJDF� VCH BOE V(S BSF UIF CBDLHBUF BOE (S QPUFOUJBM�
C&
4J0 BOE C&
#/ BSF UIF HFPNFUSJDBM DBQBDJUBODFT PG UIF 4J02 BOE I#/� Cଁ
(S BOE Cଁ
$/5 BSF UIF RVBOUVN
DBQBDJUBODF PG (S BOE $/5� 5IF DBQBDJUBODF BSF BMM JO TFSJFT� 5IF $/5 JT UIF SFGFSFODF HSPVOE� 	C
 TIPXT
UIF FOFSHZ WT SFBM TQBDF EJBHSBN PG UIF EFWJDF XJUI UIF MFG஽ TDIFNBUJD TIPXJOH XIFO VCH > 0 BOE UIF SJHIU
TIPXJOH XIFO V(S > 0� 5IF CPUUPN TIPXT UIF DJSDVJU FMFNFOUT BTTPDJBUFE XJUI UIF EFWJDF� /PUF UIBUCଁ
(S JT
CPVOEFE CZ B HSBZ CPY� 8IFO DPOTJEFSJOH UIF UPUBM DBQBDJUBODF CFUXFFO BOZ UXP MBZFST
 POMZ POFCଁ
(S TIPVME
CF DPVOUFE� #FUXFFO VCH BOE UIF $/5 MBZFS
 UIFSF TIPVME POMZ CF POF DPVOU PG Cଁ
(S
 OPU UXP� 4FQBSBUFMZ

CFUXFFO V(S BOE VCH PS CFUXFFO V(S BOE UIF $/5 MBZFS
 CPUI TIPVME JODMVEF POF JOTUBODF PGCଁ
(S�

4J02 MBZFS 	4J0 JO TIPSU
� 'PMMPXJOH UIF TBNF QSPDFEVSF TIPXO JO FRVBUJPOT ���� UP ����
 CZ VTJOH

��



(BVTTءT MBX BT XFMM BT DIBSHF DPOTFSWBUJPO 	NCH +NHS +N$/5 = 0

 UIF FRVBUJPO UVSOT JOUP �

e(VCH − V(S) = e2
(n(S + n$/5)

CE,4J0
+ µ(S(n(S), 	����


XIFSF XF IBWF OPX XSJUUFO UIF DBSSJFS OVNCFS EFOTJUZ EFQFOEFODF FYQMJDJUMZ BT UIJT CFDPNFT BO JN�

QPSUBOU RVBOUJUZ UP LFFQ USBDL PG� &YBNJOJOH UIF FஶGFDU PG V(S PO UIF $/5 	SJHIU PG ஷ஫HVSF ���C

 XF

IBWF�

− eV(S = −µ$/5 − µ(S − eφ#/. 	����


0ODF BHBJO
 QFSGPSNJOH (BVTTءT MBX XF HFU�

eV(S = µ$/5(n$/5) + µ(S(n(S)− e2
n$/5
CE,#/

. 	����


&RVBUJPOT ���� BOE ���� BSF UIF DPSF FRVBUJPOT UIBU DPOUBJO BMM UIFNFBTVSFNFOU QBSBNFUFST BOE RVBO�

UJUJFT PG JOUFSFTU� 5IJT TFU PG FRVBUJPOT UFMMT VT IPX UIF UXP LOPCT 	VCH BOE V(S
 BSF MJOLFE UP BMM UIF

PUIFS QBSBNFUFST PG UIF TZTUFN� -FU VT OPX EJTDVTT UIF NFBTVSFNFOU� 5IF NPEF PG PQFSBUJPO JT UP

DIBOHF (SءT FMFDUSPOJD QSPQFSUJFT CZ UVOJOH UIF HMPCBM 4J CBDLHBUF
 BOE XIJMF EPJOH TP
 XF DPOTUBOUMZ

NPOJUPS UIF DPOEVDUBODF PG UIF $/5 BOE TFF IPX UIF $/5 DPOEVDUBODF DIBOHFT� 5IF JEFB JT BT UIF

CBDLHBUF JT DIBOHJOH
 (S XPVME TDSFFO UIF FMFDUSJD ஷ஫FME DPNJOH GSPN UIF CBDLHBUF EJஶGFSFOUMZ� 5IJT JT

EVF UP (S CFJOH B TFNJ�NFUBM XJUI WBOJTIJOH %04 OFBS UIF DIBSHF OFVUSBMJUZ QPJOU 	$/1
 BOE XJUI

MBSHF %04 BXBZ GSPN UIF $/1 	TFF BQQFOEJY " GPS UIF UIFPSFUJDBM EFTDSJQUJPO PG (S FMFDUSPOJD QSPQ�

FSUJFT
� "T UIF %04 PG (S JODSFBTFT BXBZ GSPN UIF $/1
 NPSF FMFDUSJD ஷ஫FME XJMM HFU TDSFFOFE BOE UIF

$/5XJMM DPOTFRVFOUMZ CFDPNF MFTT TFOTJUJWF UP UIF CBDLHBUF� 5IJT FஶGFDU JT EFNPOTUSBUFE JO ஷ஫HVSF ����

��



	B
 	C


'JHVSF ���� $PVMPNC CMPDLBEF QFSJPEJDJUZ EFQFOEFODF PO HSBQIFOF EFOTJUZ PG TUBUFT� 5IF $/5 DPOEVDUBODF
JT NFBTVSFE BT B GVODUJPO PG UIF HMPCBM HBUF 	VH
� *O 	B

 UIF EFWJDF NFBTVSFE JT MJLF JO ஷ஫HVSF ���� 5IF $/5 GFFMT
UIF FMFDUSJD ஷ஫FME GSPN UIF CBDLHBUF DPNQMFUFMZ BOE JO UIJT DBTF UIF $/5 CFIBWFT MJLF B 2% FYIJCJUJOH SFHVMBS
$PVMPNC CMPDLBEF QFBLT� *O 	C

 UIF EFWJDFNFBTVSFE JT MJLF JO ஷ஫HVSF ��� XIFSF B(S JT JO CFUXFFO UIF $/5 BOE
HMPCBM HBUF� "T UIF VH JT TXFQU
 UIF (S HFUT EPQFE BOE JUT %04 DIBOHFT� 0O UIF MFG஽ JT XIFO (S JT BU UIF %JSBD
QPJOU XIFSF JU IBT TNBMM %04 BOE TP UIF $/5 KVTU TFFT NVDI PG UIF FMFDUSJD ஷ஫FME GSPN UIF HMPCBM HBUF� "T UIF
HBUF JT TXFQU
 (S HFUT NPSF EPQFE BOE JUT %04 JODSFBTFT� 5IF FMFDUSJD ஷ஫FME GSPN UIF HBUF JO UVSO HFUT TDSFFOFE
NPSF BOE UIF $/5 CFDPNFT MFTT TFOTJUJWF UP UIF HMPCBM HBUF BOE UIJT SFTVMUT JO UIF $PVMPNC CMPDLBEF QFBLT
CFDPNJOH TQBDFE GBSUIFS BQBSU�

5IF BDUVBM NFBTVSFNFOU
 XIJDI XF DBMM DPNQSFTTJCJMJUZ NFBTVSFNFOU
 JT EPOF BT TIPXO JO ஷ஫HVSF

���� " TNBMM WPMUBHF JT BQQMJFE UP UIF $/5 BOE UIF SFTVMUJOH DVSSFOU JT NFBTVSFE� 5IF DPOEVDUBODF JT

HJWFO CZ UIF dI/dV XIFSF XF PQFSBUF BU [FSP %$ CJBT� 5IF UXPNFBTVSFNFOU LOPCT BSF VCH BOE V(S�

VCH TFSWFT UP EPQF UIF (S� 5IF VOTDSFFOFE FMFDUSJD ஷ஫FME UIBU HPFT UISPVHI UIF (S XJMM EPQF UIF $/5


BOE UIJT SFNOBOU FMFDUSJD ஷ஫FME JT XIBU XF XBOU UP EFUFDU� V(S TFSWFT UP FMFDUSPTUBUJDBMMZ FOFSHJ[F UIF

(S
 J�F�
 JODSFBTF UIF QPUFOUJBM FOFSHZ PG UIF FMFDUSPOT JO (S� 5IF NFBTVSFNFOU JT EPOF BU 1.6,XIFSF

UIF $/5 CFIBWFT BT B 2% XIJDI FYIJCJUT $PVMPNC CMPDLBEF QFBLT� &BDI WBMMFZ TJHOJஷ஫FT B DFSUBJO

DPOTUBOU OVNCFS PG DIBSHFT JO UIF $/5 	TFF BQQFOEJY $ GPS EFUBJMT PO $/5 2%
� 4XFFQJOH CPUI

BYFT TJNVMUBOFPVTMZ BOE NFBTVSJOH UIF DPOEVDUBODF PG UIF $/5
 XF PCUBJO ஷ஫HVSF ���� 5IF MJOFT IFSF

DPSSFTQPOE UP UIF SFHVMBSMZ TQBDFE $PVMPNC CMPDLBEF QFBLT PG UIF $/52%�8F TFF UIF MJOFT GPMMPX

BO 4�MJLF USBKFDUPSZ BOE UIJT JT CFDBVTF PG UIF DIBOHJOH %04 PG (S� 0OF DBO HBVHF UIF SFMBUJWF %04

��



'JHVSF ���� 5IF NFBTVSFNFOU TDIFNF GPS UIF DBSCPO OBOPUVCF�HSBQIFOF IZCSJE EFWJDF� " TNBMM "$ WPMUBHF
FYDJUBUJPO 	UZQJDBMMZ 0.1 UP 1N7
 JT BQQMJFE POUP UIF $/5 BOE UIF SFTVMUJOH "$ DVSSFOU JT SFBE UISPVHI BO
BNNFUFS 	UZQJDBMMZ UISPVHI B DVSSFOU QSF�BNQMJஷ஫FS� 5IF $/5 JT UIF HSPVOE SFGFSFODF GPS UIF TZTUFN� 0UIFS
CJBTFT TVDI BT UIF JOUFSMBZFS CJBT 	V(S
 PS CBDLHBUF CJBT 	VCH
 JT BQQMJFE XJUI SFTQFDU UP UIF $/5 HSPVOE� 0O UIF
MFG஽ BSF OPUFT PO IPX UIF EFWJDF DBO CF CSPLFO EPXO JOUP DJSDVJU FMFNFOUT� 5IF FMFDUSPTUBUJD DPOUSJCVUJPO JT JO
PSBOHF BOE UIF RVBOUVN NFDIBOJDBM DPOUSJCVUJPO JT JO CMVF�

PG (S CZ MPPLJOH BU UIF TMPQF PG UIFTF MJOFT� 5IF SFBTPOJOH JT MJOFT UIBU BSF NPSF QFSQFOEJDVMBS UP POF

PG UIF BYFT BSF NPSF TFOTJUJWF UP UIBU BYJT� " MJOF UIBU JT DMPTFMZ QBSBMMFM UP BO BYJT XPVME NFBO UIBU UIF

TJHOBM IBT OP EFQFOEFODF PO UIBU BYJT� 5P CF NPSF RVBOUJUBUJWF
 MFU VT TUBSU XJUI FRVBUJPOT ���� BOE

����� 8F XJMM PQFSBUF VOEFS UIF QSFNJTF PG LFFQJOH n$/5 DPOTUBOU� 5IJT FOUBJMT POMZ MPPLJOH BU POF

MJOF JO ஷ஫HVSF ���
 TJODF FBDI MJOF DPSSFTQPOET UP B DPOTUBOU OVNCFS PG DIBSHFT JO UIF $/5� 5IF JEFB

JT BT CFGPSF� UP TFF IPX B QBSUJDVMBS MJOF CFIBWFT XJUI SFTQFDU UP VCH BOE V(S� (SPVQJOH BMM DPOTUBOUT

UPHFUIFS JOUP $POTU� 	JODMVEJOH n$/5

 TUBSUJOH XJUI FRVBUJPO ���� XF IBWF�

eV(S = µ(S + $POTU�, 	����


��



'JHVSF ���� 5IF DPNQSFTTJCJMJUZ NFBTVSFNFOU PG HSBQIFOF� 5IJT FMFDUSPOJD DPNQSFTTJCJMJUZ JT BOBMPHPVT UP UIF
NFDIBOJDBM DPNQSFTTJCJMJUZ� *U JT B NFBTVSF PG IPX UIF EFOTJUZ PG FMFDUSPOT DIBOHFT XJUI SFTQFDU UP UIFJS FOFSHZ
DIBOHF
 BOE UIJT JT FRVJWBMFOU UP CPUI EFOTJUZ PG TUBUFT BOE RVBOUVN DBQBDJUBODF� 5IF MJOFT BCPWF DPSSFTQPOE
UP $PVMPNC CMPDLBEF QFBLT BOE UIFZ USBDL UIF TBNF FMFDUSPOJD TUBUF PG UIF $/5� "T UIF CBDLHBUF 	VCH
 BOE (S
QPUFOUJBM 	V(S
 WBSZ
 UIF $/5 MFWFMT XJMM NPWF BDDPSEJOH UP IPX TFOTJUJWF UIFZ BSF UP UIF TDSFFOFE FMFDUSJD ஷ஫FME
GSPN UIF CBDLHBUF� 5IF $/5 MFWFM TFOTJUJWJUZ JT NBSLFE CZ JUT TMPQF BOE JT B SFஸ஼FDUJPO PG UIF TDSFFOJOH TUSFOHUI
BOE IFODF UIF %04 PG (S�

XIJDI JT PVS ஷ஫STU BMM�JNQPSUBOU FRVBUJPO� *U TBZT UIBU MJOFT PG DPOTUBOU n$/5 UFMMT VT EJSFDUMZ UIF DIFN�

JDBM QPUFOUJBM 	PS 'FSNJ FOFSHZ
 PG (S� 4JNJMBSMZ
 GPS FRVBUJPO ���� XF IBWF�

VCH =
en(S
CE,4J0

+ V(S + $POTU�, 	����


UIFO CZ EJஶGFSFOUJBUJOH UIF XIPMF FRVBUJPO XJUI SFTQFDU UP V(S BOE TVCTUJUVUJOH JO FRVBUJPO ���� XF

��



PCUBJO�
dVCH

dV(S
=

e2

CE,4J0

dn(S
dµ(S

+ 1. 	����


8JUI TPNF SFBSSBOHFNFOU�

g(S(VCH, V(S) =
dn(S
dµ(S

=
CE,4J0

e2

(
dVCH

dV(S
− 1

)
≈

CE,4J0

e2

(
dVCH

dV(S

)
, 	����


XIFSF g(S(VCH, V(S) JT UIF %04 PG (S BT B GVODUJPO PG VCH� 5IF BQQSPYJNBUJPO BU UIF FOE JT CF�

DBVTF UIF WBMVF POF XBT UBLFO PVU BSCJUSBSJMZ NBJOMZ GPS TJNQMJDJUZ
 CVU UIJT JT IJHIMZ KVTUJஷ஫BCMF CF�

DBVTF dVCH/dV(S ≫ 1 BMXBZT� 5P TVNNBSJ[F
 UIF JNQPSUBOU FRVBUJPOT XSJUUFO JO UFSNT PG SFQPSUFE

RVBOUJUJFT BSF�

µ(S = eV(S,

CQ,(S = CE,4J0

(
dVCH

dV(S

)
,

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
GPSn$/5 DPOTUBOU� 	����


5IF BCPWF TFU PG FRVBUJPOT JT UIF CBTJT GPS BOBMZ[JOH BMM PG PVS DPNQSFTTJCJMJUZ NFBTVSFNFOUT� $PN�

QSFTTJCJMJUZNFBTVSFNFOU CFJOH UIF USBDLJOH PG $/5 FOFSHZ MFWFMT BT B GVODUJPO PGV(S BOEVCH� #Z QFS�

GPSNJOH UIFTF DBMDVMBUJPOT PO ஷ஫HVSF ���
 XF PCUBJO ஷ஫HVSF ����B BOE ����C
 XIJDI BSF QMPUT GPS RVBOUVN

DBQBDJUBODF 	Cଁ
(S
 BOE 'FSNJ FOFSHZ 	εF = µ
 SFTQFDUJWFMZ� %FTQJUF HPJOH UISPVHI BMM UIF BMHFCSB UP

BSSJWF UIF FRVBUJPOT
 UIF CFBVUZ PG UIJT NFBTVSFNFOU JT IPX JU DBO CF VOEFSTUPPE TJNQMZ CZ FYBNJO�

JOH UIF FOFSHFUJDT PG UIF TZTUFN HSBQIJDBMMZ� 'JHVSF ���� UP ���� TIPX JO EFUBJM IPX UIF DPNQSFTTJCJMJUZ

NFBTVSFNFOUT DBO CF FYBNJOFE�

��



	B
 	C


'JHVSF ����� 5IF FYUSBDUJPO PG RVBOUVNDBQBDJUBODF BOE'FSNJ FOFSHZ PG HSBQIFOF� 5IF FYUSBDUJPOT BSF CBTFE PO
FRVBUJPO ����� 	B
 TIPXT UIF FYUSBDUFE RVBOUVN DBQBDJUBODF PG (S� 5IF ஷ஫U JT GSPN FRVBUJPO ����� 	C
 TIPXT UIF
FYUSBDUFE 'FSNJ FOFSHZ PG (S� 5IF ஷ஫U IFSF BTTVNFT UIF MJOFBS EJTQFSTJPO PG QFSGFDU (S� 5IF ஷ஫U 	PSBOHF MJOFT
 GPS
ஷ஫HVSF 	B
 VTFT BO JOUSJOTJD JNQVSJUZ MFWFM PGnJNQ = 1.2×1010DN−2 BOE B 'FSNJ WFMPDJUZ PGvF = 1.1×106N/T�
5IF ஷ஫U GPS UIF 'FSNJ FOFSHZ 	ஷ஫HVSF 	C

 EFWJBUFT GSPN FYQFSJNFOUBM WBMVFT OFBS UIF DIBSHF OFVUSBMJUZ QPJOU BOE
UIF DBVTF GPS JU JT NPTU MJLFMZ EJTPSEFS�

��� &৪০৤৓৕০৛ৡৠ ৡ৘ 2১৓ৠ০১য় $৓ৢ৓৕৛০৓ৠ৕ৗ� .ৗ০৚ৡ৖ ৡ৘ χ2 5ৗ৥০

-PPLJOHNPSF DMPTFMZ JOUP ஷ஫HVSF ����B
 FBDI CMVF DJSDMF JT BO FYUSBDUFE EBUB QPJOU UIBU SFஸ஼FDUT UIF TMPQF

PG UIF $/5 MFWFMT BSPVOE UIF TBNF VCH BOE BSPVOE V(S = 0 JO UIF DPNQSFTTJCJMJUZ NFBTVSFNFOU

QMPU 	ஷ஫HVSF ���
� 5IF SFBTPO XF TBZ ؤBSPVOEأ JT XF OFFE B ஷ஫OJUF TBNQMJOH XJOEPX UP PCUBJO UIF TMPQF�

*O QSJODJQMF
 POMZ UXP QPJOUT BMPOH UIF MJOF EFஷ஫OFE CZ DPOTUBOU n$/5 BSF OFFEFE
 CVU UIJT TFWFSFMZ

MJNJUT UIF OVNCFS PG QMBDFT XF DBO FYUSBDU TMPQFT UP KVTU UIF QFBLT PS WBMMFZT JO UIF DPNQSFTTJCJMJUZNFB�

TVSFNFOU
 J�F� UP QMBDFT XJUI JEFOUJஷ஫BCMF GFBUVSFT� 5P FYUSBDU TMPQFT FWFSZXIFSF
 JODMVEJOH JO CFUXFFO

QFBLT BOE WBMMFZT XIFSF UIFSF BSF OP JEFOUJஷ஫BCMF GFBUVSFT
 XF BTTVNF UIBU UIF QSPஷ஫MF PG FBDI TXFFQ DPO�

UJOVPVTMZ FWPMWFT� 8F UIFO EFஷ஫OF B TBNQMJOH XJOEPX BSPVOE UIF QPJOU XIFSF XF XBOU UP FYUSBDU UIF

TMPQF� 5IJT TBNQMJOHXJOEPXNVTU IBWF BU MFBTU UXP SPXT PG EBUB� *O UIJT XJOEPXXF QJDL GPS JOTUBODF

UIF UPQ SPX PG EBUB QPJOUT UP CF UIF SFGFSFODF� 5IJT SPX PG EBUB QPJOUT USBDFT PVU B MPDBM QSPஷ஫MF PG UIF

DPNQSFTTJCJMJUZ NFBTVSFNFOU BMPOH UIF x BYJT 	CFDBVTF XF BSF MPPLJOH BU SPXT
� 5IF OFJHICPSJOH SPX

��



'JHVSF ����� 4MPQF FYUSBDUJPO NFUIPE� *O UIF UPQ QJDUVSF BSF TRVBSFT UIBU SFQSFTFOU JOEJWJEVBM EBUB QPJOUT UBLFO
JO B NFBTVSFNFOU� 5BLF GPS JOTUBDF UIF EFFQ CMVF UP CF B QFBL BOE EFFQ SFE UP CF B EJQ JO UIF TJHOBM� *O UIF UPQ
QJDUVSF UIFSF JT B DMFBS USFOE PG UIF QFBL� *U JT TMBOUFE XJUI B TMJHIU DVSWF� 5P ஷ஫OE UIF TMPQF BU FBDI MPDBM QPTJUJPO

XF OFFE UP ஷ஫STU EFஷ஫OF B TBNQMJOH XJOEPX BT TIPXO CZ UIF EPUUFE TRVBSF CPYFT 	n×m OVNCFS PG EBUB QPJOUT
�
*O FBDI CPY XF EFஷ஫OF UIF ஷ஫STU SPX UP CF UIF SFGFSFODF SPX� 5IF PQFSBUJPO JT UP TIJG஽ UIF OFJHICPSJOH SPX VOUJM
UIF TIJG஽FE SPX NBUDIFT UIF SFGFSFODF SPX� 5IJT TIJG஽ 	EFOPUFE sx
 UFMMT VT UIF x DPNQPOFOU PG UIF TMPQF JO
UIF TBNQMJOH XJOEPX JO UFSNT PG VOJUT BMPOH UIF x BYJT� 5P LOPX XIFUIFS UIF SPXT NBUDI CFTU B χ2 UFTU JT
QFSGPSNFE� *G XF MPPL BU UIF SFHJPO EFஷ஫OFE CZ SFE EPUUFE CPY
 VTJOH UIF UPQ SPX JO UIF CPY BT SFGFSFODF
 XF TFF
UIBU POF VOJU PG TIJG஽ 	sx = 1
 JT SFRVJSFE UP NBLF UIF OFJHICPSJOH SPXNBUDI� 5IF TMPQF JO UIF SFE EPUUFE CPY
JT UIFO TJNQMZ∆VCH/∆V(S� 4JNJMBSMZ GPS UIF ZFMMPX EPUUFE CPY
 UIF TMPQF JT∆VCH/2∆V(S� 5IF WBMVFT PG∆VCH
BOE∆V(S BSF TUFQ TJ[FT PG UIF DPNQSFTTJCJMJUZ NFBTVSFNFOU�

CFMPX UIF SFGFSFODF SPX XJMM BMTP USBDF PVU UIF TBNF QSPஷ஫MF CVU JU XJMM CF TMJHIUMZ TIJG஽FE JO POF EJSFD�

UJPO� 5P FYUSBDU UIF TMPQF
 XF EJHJUBMMZ TIJG஽ UIF TFDPOE SPX SFMBUJWF UP UIF SFGFSFODF SPX VOUJM UIF UXP

SPXT NBUDI FWFSZXIFSF JO UIF TBNQMJOH XJOEPX BMPOH UIF y BYJT� 4FF ஷ஫HVSF ���� GPS B EFQJDUJPO� 5IF

TIJG஽ BMPOH UIF x BYJT SFRVJSFE UP NBLF UIF UXP SPXT NBUDI JT UIF x DPNQPOFOU PG UIF TMPQF JO VOJUT

PG UIF x BYJT VOJU� 5IJT JT EFOPUFE CZ sx� 5IF y DPNQPOFOU PG UIF TMPQF JO UIJT TBNQMJOH XJOEPX JT

UIF y VOJU EJஶGFSFODF CFUXFFO UIF SFGFSFODF SPX BOE UIF TIJG஽FE OFJHICPSJOH SPX� 5IF y VOJUT TIJG஽

DBO CFNPSF HFOFSBM UIBO KVTU JNNFEJBUF OFJHICPST BOE JT EFOPUFE CZ sy � *O ஷ஫HVSF ����
 UIF x BYJT VOJU

JT∆V(S BOE UIF y BYJT VOJU JT∆VCH� #FDBVTF EJHJUBMMZ EBUB QPJOUT BSF EJTDSFUJ[FE
 TIJG஽T BSF EJTDSFUJ[FE

��



NPWFNFOUT� 5P DBMDVMBUF UIF BDUVBM TMPQF JOTJEF UIF n×m TBNQMJOH XJOEPX BU {i, j}
 JU JT�

dVCH

dV(S

∣∣∣∣
ij

=
sy ·∆VCH

sx ·∆V(S

∣∣∣∣
ij

. 	����


sx BOE sy BSF UIF VOJU TIJG஽T BMPOH UIFx BOE y BYFT SFTQFDUJWFMZ BOE{i, j} BSF UIF JOEJDFT PG UIF QPTJUJPO

PG UIF TBNQMJOH XJOEPX� 5P EFDJEF XIFO UXP SPXT BSF CFTU NBUDIFE BG஽FS UIF TIJG஽T
 XF FNQMPZ UIF

χ2 UFTU� *O UIF TBNQMJOH XJOEPX PG n×m TJ[F 	TFF ஷ஫HVSF ����
 MPDBUFE BU QPTJUJPO {i, j}
 XF TVCUSBDU

UIF FMFNFOUT 	EFOPUFE CZ z
 JO UIF TBNF DPMVNO PG UIF UXP SPXT
 TRVBSF UIF EJஶGFSFODF
 BEE UIFN BMM

UPHFUIFS BOE EJWJEF JU CZ UIF TVN PG UIF TRVBSFT PG FBDI FMFNFOU JO UIF SFGFSFODF SPX� .BUIFNBUJDBMMZ

JU DBO CF FYQSFTTFE BT�

χ2∣∣
ij
=

∑
n

{
z
(
∆VCH[i+ n+ sx],∆V(S[j + sy]

)
− z
(
∆VCH[i+ n],∆V(S[j]

)}2

∑
n z
(
∆VCH[i+ n],∆V(S[j]

) , 	����


XIFSF z
(
∆VCH[i],∆V(S[j]

)
JT UIF EBUB QPJOU UIBU JT B GVODUJPO PG VCH BOE V(S MPDBUFE BU JOEFY {i, j}

BOE n JT UIF TBNQMJOH XJOEPX TJ[F BMPOH UIF x BYJT� 8F UIFO TFFL UP NJOJNJ[F UIF χ2 RVBOUJUZ CZ

WBSZJOH sx� 5IF sx UIBU ZJFMET UIF MPXFTU χ2 XJMM UFMM VT UIF CFTU NBUDI GPS TIJG஽FE SPXT BOE UIFSFCZ

UIF TMPQF� 8F UZQJDBMMZ JODPSQPSBUF UISFF UP ஷ஫WF TJHOBM QFBLT JO PVS TBNQMJOH XJOEPX TJ[F�

���� -ৡ৕৓৞ $ৡয়ৢ৤ৗ৥৥৛৔৛৞৛০৫ .ৗ৓৥১৤ৗয়ৗৠ০ 0৘ ০৚ৗ 2১৓ৠ০১য় )৓৞৞ &৘৘ৗ৕০ ৡ৘

(৤৓ৢ৚ৗৠৗ

5IF DPNQSFTTJCJMJUZ NFBTVSFNFOU DBO CF FYUFOEFE UP EFUFDU UIF RVBOUVN FஶGFDU PG (S� 8JUI UIF TBNF

NFBTVSFNFOU TDIFNF CVU XJUI UIF BQQMJDBUJPO PG B NBHOFUJD ஷ஫FME
 BOE XJUI UIF TBNF NFUIPE PG EBUB

BOBMZTJT EFUBJMFE BCPWF
 XF DBO FYUSBDU UIF %04 PG UIF -BOEBV MFWFMT 	--T
 GPSNFE JO (S� 'JHVSF ����

��



TIPXT UIFNFBTVSFNFOU BOE FYUSBDUJPO SFTVMUT� 8IFO SFBEJOH UIF DPNQSFTTJCJMJUZ NFBTVSFNFOU QMPUT


UIF TBNF MPHJD BT CFGPSF BQQMJFT� &BDI LJOL DPSSFTQPOET UP B DIBOHF JO %04 PG (S� 8IFO UIF $/5

MFWFM EJQT UPXBSET UIF VCH BYJT
 JU NFBOT $/5 JT TFOTJUJWF UP UIF CBDLHBUF XIJDI NFBOT (S %04 JT

MPX� *G $/5 MFWFM QMBUFBVT XJUI SFTQFDU UP VCH
 (S %04 JT IJHI� 8IBUءT IBQQFOJOH IFSF JT XF TFF UIF

EFWFMPQNFOU PG --T BOE FBDI LJOL JT BTTPDJBUFE XJUI POF MFWFM� 5IF --T CFHJO UP BQQFBS BSPVOE 2 5


UIFO BU 55 XF CFHJO UP TFF IJOUT PG EFHFOFSBDZ CSFBLJOH� #Z 85
 BMM UIF MPX ஷ஫MMJOH GBDUPST GSPN ν = 1

UP 4 DBO CF TFFO� 'PS NPSF JOGPSNBUJPO PG UIF VBOUVNߕ )BMM FஶGFDU PG (S
 UIF SFBEFS JT SFGFSSFE UP

"QQFOEJY %� 5IJT JT ZFU BOPUIFS EFNPOTUSBUJPO PG UIF DBQBCJMJUZ PG UIF $/5 MPDBM QSPCF�
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'JHVSF ����� 5IF MPDBM DPNQSFTTJCJMJUZ NFBTVSFNFOU PG VBOUVNߕ )BMM FஶGFDU JO HSBQIFOF� 5IF NFBTVSFNFOU
JT EPOF UIF TBNF XBZ BT EFUBJMFE JO ஷ஫HVSF ��� FYDFQU XJUI UIF BQQMJDBUJPO PG B NBHOFUJD ஷ஫FME� 	B
 JT NFBTVSFE
BU 9 5 	C
 JT NFBTVSFE BU 3 5� $PNQBSFE UP 0 5
 UIF NFBTVSFNFOUT TIPX BEEJUJPOBM LJOLT JO UIF $/5 MFWFMT�
#FDBVTF VCH JT UIF x�BYJT
 FBDI LJOL DPSSFTQPOET UP B TVEEFO DIBOHF JO (S %04� "T JU EJQT
 (S %04 JT MPX� BT
JU QMBUFBVT
 (S %04 JT IJHI� "U 3 5 	ஷ஫HVSF 	C


 UIF LJOLT BSF OPU BT QSPNJOFOU DPNQBSFE UP BU 9 5 	ஷ஫HVSF 	B


BOE UIJT JT CFDBVTF UIF --T BSF OPU BT CJH BU MPXFS NBHOFUJD ஷ஫FMET� "U 95
 UIF LJOLT BSF PCWJPVT CFDBVTF UIF --T
BSF XFMM GPSNFE� *O BEEJUJPO UP UIBU
 JO CFUXFFO UIF MBSHF LJOLT
 POF DBO TFF UIF GPSNBUJPO PG TNBMMFS TVCUMFS
LJOLT� 5IFTF BSF EVF UP UIF CSFBLJOH PG -- EFHFOFSBDZ� 'JHVSF 	D
 JT UIFCq FYUSBDUJPO GSPN 0 	MPXFTU DVSWF
 UP
9 5 	IJHIFTU DVSWF
 BOE JODSFBTJOH CZ 1 5 GPS FBDI PஶGTFU� 8F DBO TFF UIBU --T CFHJO UP GPSN DPNQMFUFMZ CZ 2
5 BOE XF CFHJO UP TFF -- EFHFOFSBDZ CSFBLJOH BU BSPVOE 5 5� "U 7 5 XF TFF BMM ஷ஫MMJOH GBDUPST GSPN ν = 1 UP 4
DPNQMFUFMZ EFWFMPQ�
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* IBWF OPU GBJMFE� *ԞWF KVTU GPVOE ��
��� XBZT UIBU XPOԞU

XPSL�

5IPNBT &EJTPO

3
'BCSJDBUJPO PG UIF $BSCPO /BOPUVCF BOE

(SBQIFOF )ZCSJE %FWJDF

5IF FYQFSJNFOUT EFUBJMFE JO UIJT UIFTJT BMM JOWPMWF UIF DBSCPO OBOPUVCF 	$/5
�HSBQIFOF 	(S
 IZCSJE

EFWJDF BOE UIF SFBMJ[BUJPO PG TVDI B EFWJDF IJOHFT PO UIF DBQBCJMJUZ PG NBOJQVMBUJOH B TJOHMF XFMM�

DIBSBDUFSJ[FE $/5 XJUI B IJHI MFWFM PG DPOUSPMMBCJMJUZ� 5IJT QBSUJDVMBS TUFQ QPTFT HSFBU EJஶஷ஫DVMUZ
 CVU

PO UPQ PG UIBU
 NFSHJOH JU XJUI NBUFSJBM TZOUIFTJT BT XFMM BT UIF FOTVJOH OBOPGBCSJDBUJPO TUFQT NBLFT

UIF XIPMF QSPDFTT FYUSFNFMZ HSVFMJOH� 6OEPVCUFEMZ
 UIF GBCSJDBUJPO PG UIJT IZCSJE EFWJDF JT POF PG

��



UIF CJHHFTU DIBMMFOHFT BOE USFNFOEPVT BNPVOU PG UJNF
 DSFBUJWJUZ BOE QFSTFWFSBODF XFSF QVU GPSUI UP

NBLF JU XPSL� *O UIJT DIBQUFS
 * XJMM MFBE UIF SFBEFS TUFQ CZ TUFQ UISPVHI UIF XIPMF GBCSJDBUJPO QSPDFTT

CVU XJMM ஷ஫STU CFHJO XJUI UIF DIBMMFOHF BTTPDJBUFE XJUI $/5T�

��� $৚৓৞৞ৗৠ৙ৗ৥ 3ৗ৙৓৤৖৛ৠ৙ 0৔০৓৛ৠ৛ৠ৙ ৓ $৓৤৔ৡৠ /৓ৠৡ০১৔ৗ

$BSCPO OBOPUVCFT 	$/5T
 DPNF JO BMM UZQFT BOE TJ[FT UIBU BSF NBSLFE CZ UIFJS VOJRVF DIJSBMJUZ� "

TJOHMF $/5 DBO CF BOZXIFSF GSPN 0.3ON UP UFOT PG OBOPNFUFST JO EJBNFUFS
 BOE JU DBO CF NFUBMMJD PS

TFNJDPOEVDUJOH� 5IFSF BSF IVOESFET PG $/5T
 FBDIXJUI JUT PXOVOJRVF QSPQFSUZ� 5IF QSPCMFN JT VQ

UP UIJT EBUF UIFSF JT OP SFMJBCMFXBZ UPPCUBJO B DFSUBJO UZQFPG$/5EFUFSNJOJTUJDBMMZ� 5IFNPTU QPQVMBS

NFUIPE PG BDRVJSJOH$/5T JT UISPVHI DIFNJDBM WBQPS EFQPTJUJPO 	$7%
 BOEXJUI UIJTNFUIPE
 PS BOZ

PUIFSNFUIPE GPS UIJT NBUUFS
 $/5T BSF HSPXO DPNQMFUFMZ SBOEPN� 5IFSF BSF POHPJOH FOEFBWPST BOE

TPNF TVDDFTTFT JO DIJSBM�TFMFDUJWF HSPXUI PG $/5T
 IPXFWFS
 UIF HSPXO$/5T BSF FJUIFS TQFDJஷ஫D UP POF

DIJSBMJUZ PS MJNJUFE UP B WFSZ TNBMM SBOHF PG DIJSBMJUZ� ��
�� 5IFSF JT TUJMM B OFFE UP EFUFSNJOJTUJDBMMZ PCUBJO

BOZ UZQF PG $/5�

*O UIJT XPSL
 LOPXJOH XIBU $/5 XF BSF EFBMJOH XJUI JT PG VUNPTU JNQPSUBODF� 5IF NFTPTDPQJD

CFIBWJPS PG PVS EFWJDFT BSF DPNQMFUFMZ EFQFOEFOU PO UIF OBUVSF PG UIF $/5� 5P DJSDVNWFOU UIF QSPC�

MFN UIBU $7% $/5 HSPXUI ZJFMET SBOEPN $/5T
 XF BDDFQU UIJT GBDU CVU XF EFWFMPQ B NFUIPE UP

DIBSBDUFSJ[F UIF HSPXO $/5T BOE UIFO DPOUSPMMBCMZ QJDL PVU UIF EFTJSFE $/5 GSPN UIF NJY PG SBO�

EPNMZ HSPXO$/5T� 8JUI UIJT BQQSPBDI
 XF QVU PVSTFMWFT JOUP UIF CFTU TJUVBUJPO XF BSF BXBSF PG
 J�F�


HVBSBOUFFJOH UIBU XF DBO IBWF BDDFTT UP BOZ UZQF PG $/5T� "DRVJSJOH $/5T XJUI B DFSUBJO QSPQFSUZ

CFDPNFT B TUBUJTUJD HBNF GPS VT� "T JU UVSOT PVU UIPVHI
 UIF TUBUJTUJDT JT OPU CBE BU BMM� 5IF SFNBJOJOH

DIBMMFOHF JT UIBU JO EFWFMPQJOH UIJT NFUIPE
 XF OFFE UP BTDFSUBJO UIF $/5 CF LFQU DMFBO
 MPOH BOE

TUSBJHIU�

��



��� 5৚ৗ 3ৡ৓৖ ০ৡ %ৗ০ৗ৤য়৛ৠ৛৥০৛৕ $৓৤৔ৡৠ /৓ৠৡ০১৔ৗ 4ৗ৞ৗ৕০৛ৡৠ

0VS DBSCPO OBOPUVCFT 	$/5T
 BSF BDRVJSFE UISPVHI UIF QPQVMBS NFUIPE PG DIFNJDBM WBQPS EFQPTJ�

UJPO 	$7%
� *O PVS TZOUIFTJT
 XF HSPX TVTQFOEFE $/5T PWFS B TMJU JO B SBJTFE QMBUGPSN� 5IJT JT UP

GVMஷ஫MM UIF QVSQPTF PG CFJOH BCMF UPNFDIBOJDBMMZ TUBNQ B $/5POUP B UBSHFU BSFB� 5IJT SBJTFE QMBUGPSN

PO PVS HSPXUI DIJQ JT TIPXO JO ஷ஫HVSF ���� 5IF SFBTPO XF XBOU UP HSPX $/5T PWFS B TMJU JT TP UIBU XF

DBO QFSGPSN EBSL ஷ஫FME 3BZMFJHI TQFDUSPTDPQZ UP DBSFGVMMZ DIBSBDUFSJ[F UIF HSPXO $/5T� 5IJT TVCKFDU

XJMM CF DPWFSFE JO UIF GPMMPXJOH TFDUJPO 	TFF ஷ஫HVSF ���� GPS JMMVTUSBUJPO PG EBSL ஷ஫FME TQFDUSPTDPQZ
� "T

GPS UIF SFBTPO XF XBOU UP HSPX $/5T PO B SBJTFE QMBUGPSN
 JU JT UP HVBSBOUFF B IJHI TVDDFTT SBUF PG

TUBNQJOH BOE USBOTGFSSJOH B $/5 POUP B UBSHFU BSFB� $/5T BSF OBOPNFUFST JO TJ[F� XIFO BUUFNQUJOH

UP USBOTGFS B $/5
 UIF $/5 NVTU NBLF TVஶஷ஫DJFOU QIZTJDBM DPOUBDU XJUI UIF UBSHFU BSFB� 5IF QIZTJDBM

DPOUBDU JT XIBU QSPWJEFT UIF 7BO EFS 8BBMT GPSDF UIBU BUUSBDUT UIF $/5 EPXO UP UIF UBSHFU BSFB� *G UIF

UBSHFU BSFB PS JUT WJDJOJUZ IBT BOZUIJOH UIBU JT MBSHFS UIBO UIF TJ[F PG UIF $/5
 UIFSF XJMM CF OP IPQF

PG UIF $/5 FWFS NBLJOH DPOUBDU XJUI UIF UBSHFU BSFB� 4P UP JNQSPWF UIF DPOEJUJPOT PG NBLJOH DPO�

UBDU
 XF FOHJOFFS HSPXUI DIJQT UIBU IBWF B SBJTFE QMBUGPSNXIJDIXJMM FஶGFDUJWFMZ SFEVDF UIF BSFB DSJUJDBM

GPS FTUBCMJTIJOH DPOUBDU� 5IF TJ[F PG UIJT QMBUGPSN XBT QJDLFE CBTFE PO TFWFSBM GBDUPST� �
 UIF QMBUGPSN

TIPVME CFXJEF FOPVHI TVDI UIBU JU DBO BDDPNNPEBUFNBOZ$/5T؝UIFXJEFS UIF QMBUGPSN
 UIFXJEFS

UIF TMJU
 UIF MBSHFS UIF OVNCFS PG $/5T UIBU DBO HSPX PWFS UIF TMJU
 XIJDI ஷ஫OBMMZ NFBOT XF DBO IBWF B

MBSHFS TFMFDUJPO PG HSPXO$/5T UP DIPPTF GSPN� �
 UIF QMBUGPSN TIPVME CF TNBMM TP UIBU XIFO JU DPNFT

UP USBOTGFSSJOH $/5T
 POMZ B TNBMM BSFB 	UIF SBJTFE QMBUGPSN
 OFFET UP CF ஸ஼VTI BHBJOTU UIF UBSHFU BSFB�

*G UIF QMBUGPSN CFDPNFT UPP CJH
 XF SJTL IBWJOH NPSF VOXBOUFE QBSUJDVMBUFT QSFWFOUJOH UIF QMBUGPSN

GSPN NBLJOH ஸ஼VTI DPOUBDU XJUI UIF UBSHFU BSFB� �
 UIF IFJHIU PG UIF QMBUGPSN TIPVME CF IJHI FOPVHI

TP UIBU XF EPOءU OFFE UP XPSSZ BCPVU NPTU EJSU XIFO UIF HSPXUI DIJQ DPNFT JOUP DPOUBDU XJUI UIF

��



UBSHFU BSFB� �
 UIF IFJHIU PG UIF QMBUGPSN TIPVME OPU CF UPP IJHI UP QSFWFOU $/5T GSPN HSPXJOH PWFS

UIF QMBUGPSN 	UIF IFJHIU PG UIF QMBUGPSN BஶGFDUT UIF HBT ஸ஼PX JO UIF SFBDUPS GVSOBDF BOE DBO IBWF BO

BEWFSTF FஶGFDU PO $/5 HSPXUI
� 5IFTF GPVS GBDUPST IBE UP CF KVHHMFE XJUI BOE UISPVHI USJBM BOE FSSPS

XF FOEFE VQXJUI UIFTF QBSBNFUFST� TMJU XJEUI JT 3NNXIJMF UIF QMBUGPSN JT 3.2NNXJEF BOE 50−55

µN UBMM� 'JOBMMZ
 SFHBSEJOH UIF MFOHUI PG UIF TMJU
 JU DBO SBOHF GSPN 30 µN UP PWFS 150 µN EFQFOEJOH

PO UIF OFFE� *G MPOHFS $/5T BSF OFFEFE
 UIFO XF XJMM VTF UIF MPOHFS TMJUT� 5IF EPXOTJEF PG VTJOH

MPOHFS TMJUT JT UIBU GFXFS $/5T XJMM NBLF JU PWFS UIF TMJU� 0QQPTJUFMZ
 TIPSUFS TMJUT XJMM ZJFME FYUSFNFMZ

DSPXEFE HSPXUITXIJDIXJMM NBLF DIBSBDUFSJ[BUJPO BOE TJOHMJOH PVU BO JOEJWJEVBM $/5NPSF EJஶஷ஫DVMU�

5IF NPTU QPQVMBS TMJU MFOHUI XF VTF JT 60− 80 µN MPOH�

��� 4৫ৠ০৚ৗ৥৛৥ ৡ৘ $৓৤৔ৡৠ /৓ৠৡ০১৔ৗ

$IFNJDBM WBQPS EFQPTJUJPO 	$7%
 JT UIF NPTU XJEFMZ�VTFE HSPXUINFUIPE BOE JT BMTP PVS NFUIPE PG

DIPJDF XIFO JU DPNFT UP QSPEVDJOH DBSCPO OBOPUVCFT 	$/5
� XF DIPPTF UIJT CFDBVTF JU ZJFMET BMM UZQFT

PG $/5T BOE CFDBVTF JU DBO QSPEVDF FYUSFNFMZ MPOH
 BMJHOFE BOE TVTQFOEFE $/5T� *O PVSNFUIPEXF

VTF BSHPO BT UIF NBJO DBSSJFS HBT� 'PS UIF DBSCPO TPVSDF
 XF ஸ஼PX BSHPO UISPVHI FUIBOPM� )ZESPHFO


XIJDI BDUT BT UIF QSPDFTT HBT
 JT VTFE UP JOJUJBUF UIF SFBDUJPO CFUXFFO UIF IZESP�DBSCPO BOE UIF DBUBMZTU�

0O UPQ PG BMM UIJT
 TNBMM BNPVOUT PG XBUFS WBQPS JT BMTP JOKFDUFE UP JNQSPWF PWFSBMM ZJFME BOE DMFBOMJ�

OFTT� "MM UPHFUIFS
 UIF HBTFPVT JOHSFEJFOUT BSF ஸ஼PXO TMPXMZ JOUP UIF IPU [POF PG UIF GVSOBDF XIFSF UIF

SFBDUPS HBTFT NFFU UIF DBUBMZTU� %VSJOH UIF FODPVOUFS
 DBSCPO�DPOUBJOJOH HBT JT CSPLFO BQBSU XJUI UIF

IFMQ PG UIF QSPDFTT HBT� 5IF HSPXUI UIFO GPMMPXT UIF SPPU�UZQF HSPXUI 	BDDPSEJOH UP PVS PCTFSWBUJPO


JO XIJDI UIF $/5 CFHJOT UP GPSN BOE FYUFOE PVU PG UIF NFUBMMJD OBOPQBSUJDMFT JO UIF DBUBMZTU� * TIBMM

OPU FYQPVOE UIF HSPXUINFDIBOJTNT 	GPS UIF DIFNJTUSZ EFUBJM QMFBTF SFGFS UP UIF DJUFE SFGFSFODF��
 CVU

JOTUFBE TJNQMZ TUBUF UIF HVJEFMJOFT GPSNVMBUFE BG஽FS UIF QFSGPSNBODF PG NBOZ SPVOET PG UFTUT� 1MFBTF

��
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	D
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'JHVSF ���� 5IF $BSCPO /BOPUVCF (SPXUI $IJQ� 	B
 BOE 	C
 BSF PQUJDBM JNBHFT PG UIF $/5 HSPXUI DIJQ XJUI 1
NNBOE 100µNTDBMF CBST SFTQFDUJWFMZ� 	D
 BSF UISFF $/5 HSPXUI DIJQT BT TFFO CZ FZF� *O UIFNJEEMF PG UIF DIJQ
JT UIF SBJTFE QMBUGPSN XJUI B TMJU 	OPU WJTJCMF
 PO JU� 5IF EBSL TPMVUJPO CFMPX UIF QMBUGPSN JT UIF IBOE�BQQMJFE
DBUBMZTU� 	E
 TIPXT B 3% SFOEFSJOH PG UIF $/5 HSPXUI DIJQ XJUI $/5T HSPXJOH PVU PG UIF DBUBMZTU 	HSBZ QBUDI

BOE PWFS UIF TMJU�

SFGFS UP BQQFOEJY ' GPS SFDJQFT 	BOE TFF ஷ஫HVSF ��� GPS UIF QJDUVSF PG UIF GVSOBDF
� 5P BDIJFWF VMUSB�MPOH

TJOHMF XBMMFE TVTQFOEFE DBSCPO OBOPUVCFT JO $7% HSPXUI
 UIF GPMMPXJOH BSF JNQPSUBOU GBDUPST UP

DPOTJEFS� ��

BSCPO$؝ GFFETUPDL� FUIBOPM IBT CFFO EFNPOTUSBUFE UP DBVTF FYUSFNFMZ IJHI TQFFE BOE MPX UFNQFSB�

UVSF DBSCPO OBOPUVCF HSPXUI SFMBUJWF UP PUIFS DIPJDFT TVDI BT NFUIBOF HBT� 4IPSUFS HSPXUI UJNF BOE

MPXFS HSPXUI UFNQFSBUVSF NFBOT MFTT DIBODFT PG DBUBMZTU UP TJOUFS 	TFF CFMPX
 BT XFMM BT MFTT PQQPSUV�

OJUJFT GPS VOXBOUFE BNPSQIPVT DBSCPO EFQPTJUJPO� *U BMTP JODSFBTFT UIF ZJFME PG TJOHMF XBMMFE DBSCPO

��



'JHVSF ���� 5IF DBSCPO OBOPUVCF HSPXUI GVSOBDF� 5IF GVSOBDF JT DPNQPTFE PG UISFF TFDUJPOT IJHIMJHIUFE JO SFE�
-FG஽� PVUMFU GPS WBDVVN QVNQJOH UP FWBDVBUF UIF UVCF GVSOBDF BOE GPS HSPXUI HBT FYIBVTU� .JEEMF� NPWJOH
GVSOBDF GPS GBTU IFBUJOH BOE DPPMJOH� 3JHIU� JOMFU UIBU JODMVEFT GPVS NBTT�HBT ஸ஼PX NFUFST GPS IZESPHFO BOE
BSHPO
 UXP CVCCMFST GPS FUIBOPM BOE EJTUJMMFE XBUFS
 BOE B IZHSPNFUFS�

OBOPUVCFT BT XFMM BT SFEVDJOH BNPSQIPVT DBSCPO EFQPTJUJPO EVF UP JUT QSPWJTJPO PG0) 	IZESPYM
 SBE�

JDBMT UIBU BCTPSC $ 	DBSCPO
 SBEJDBMT� ��

؝ )ZESPDBSCPO ஸ஼VY� UIF DBSCPO TPVSDF DPNFT GSPN UIF FUIBOPM JO UIF GPSN PG IZESPDBSCPO HSPVQT�

*U JT DBSSJFE CZ UIF "SHPO ஸ஼PXJOH UISPVHI UIF CVCCMFS IPMEJOH UIF FUIBOPM� 5IJT QBSBNFUFS DBO CF

DIBOHFE CZ DIBOHJOH UIF UFNQFSBUVSF PG UIF FUIBOPM 	JDJOH PS IFBUJOH JU UP DIBOHF UIF WBQPS QSFTTVSF


BOE CZ DIBOHJOH UIF BNPVOU PG FUIBOPM JO UIF CVCCMFS 	NPSF FUIBOPM NFBOT UIF "SHPO HBT XJMM USBWFM

MPOHFS UISPVHI UIF FUIBOPM
 IFODF JODSFBTJOH UIF DIBODFT PG UIF IZESPDBSCPO CFJOH DBSSJFE PVU PG UIF

CVCCMFS JOUP UIF SFBDUPS
� " IJHI JOஸ஼VY PG IZESPDBSCPO NFBOT EFOTFS $/5 HSPXUI BT XFMM BT NPSF

CVOEMFT BOE BNPSQIPVT DBSCPO EFQPTJUJPO� 5PP MPX BO JOஸ஼VY NFBOT MJUUMF $/5 HSPXUI�

؝ $BUBMZTU UZQF
 TJ[F BOE EFOTJUZ� UIF TJ[F PG UIF OBOPQBSUJDMFT JO UIF DBUBMZTU EJDUBUFT UIF EJBNFUFS PG

DBSCPO OBOPUVCFT� -BSHF OBOPQBSUJDMFT XJMM DBVTF NVMUJXBMM PS CVOEMFT UP HSPX� 8F UBSHFU DBUBMZTU

NBEF PG TNBMM OBOPQBSUJDMFT UP JODSFBTF UIF ZJFME PG TJOHMF XBMMFE BOE TNBMM EJBNFUFS $/5T� 5IF EFO�

TJUZ PG DBUBMZTU
 JG JU JT UPP IJHI
 XJMM DBVTF UIF OBOPQBSUJDMFT JO UIF DBUBMZTU UP TJOUFS BOE GPSN CJHHFS

OBOPQBSUJDMFT XIJDI SFTVMU JO MBSHF
 NVMUJXBMMFE PS CVOEMFE $/5 HSPXUI� 5IF PUIFS FஶGFDU PG IJHI

��



OBOPQBSUJDMF EFOTJUZ JT JU XJMM QSFWFOU $/5T GSPN HSPXJOH PVU PG UIF DBUBMZTU BSFB� $BSCPO OBOPUVCFT

BUUSBDU FBDI PUIFS UISPVHI 7BO EFS 8BBMT JOUFSBDUJPOT� *G $/5T BSF HSPXO UPP EFOTF
 UIF $/5T XJMM

FOUBOHMF BOE DPOHMPNFSBUF JOUP B GPSFTU PS OFUXPSL PG EFOTF $/5T� $/5T UIBU USZ UP HSPXPVUXJMM HFU

TVDLFE CBDL JOUP UIF OBOPUVCF GPSFTU� 5P BEESFTT BMM UIFTF GBDUPST
 UIF DBUBMZTU PG DIPJDF JT UIF CJNFUBM�

MJD DPCBMU�NPMZCEFOVN DBUBMZTU 	$P.P$BU
 UIBU JT FNCFEEFE JO BNFTPQPSPVT TJMJDB TVCTUSBUF� $PCBMU

BOE NPMZCEFOVN JOUFSBDUT UP QSFWFOU DPCBMU GSPN TJOUFSJOH UP GPSN MBSHFS OBOPQBSUJDMFT XIPTF TJ[F

EJDUBUF UIF EJBNFUFS PG DBSCPO OBOPUVCFT� 5IF NFTPQPSPVT TJMJDB TVCTUSBUF UIBU IPMET UIF $P.P$BU

JT B TPMJE PCKFDU UIBU JT DSFBUFE VQPO DBMDJOBUJPO� 5IJT XJMM IPME UIF DBUBMZTU JO QMBDF BOE IFODF QSF�

WFOUT UIFN GSPN NPWJOH UPHFUIFS BOE TJOUFS� 5IJT BDIJFWFT UIF TBNF FஶGFDU PG HVBSBOUFFJOH TNBMMFS

TJ[F DPCBMU OBOPQBSUJDMFT� ��

�1SFTTVSF؝ PVS HSPXUI JT QFSGPSNFE BU B WFSZ TMJHIU PWFS�QSFTTVSF 	JNNFBTVSBCMFXJUI PVS BOBMPH QSFT�

TVSF HBVHF
� "T NFOUJPOFE JO UIF HSPXUI SFDJQF
 HBT JT ஸ஼PXO JOUP UIF UVCF GVSOBDF XIJDI JT CMPDLFE

CZ QVNQ PJM BU UIF FYIBVTU� 5IJT QVNQ PJM TFSWFT UP TFQBSBUF UIF FYIBVTU XIJDI JT JO TMJHIU WBDVVN

GSPN UIF UVCF GVSOBDF 	JU BMTP BDUT BT B HBT ஸ஼PX JOEJDBUPS BT JU XJMM CVCCMF XIFO HBT JT ஸ஼PXJOH UISPVHI

JU
� " DFSUBJO QSFTTVSF CVJME VQ JT SFRVJSFE JO PSEFS GPS HBT UP ஸ஼PX UISPVHI UIF QVNQ PJM� 5IJT TMJHIU

PWFS�QSFTTVSF JT UP FOTVSF UIBU HBT BOE WBQPS PVUTJEF UIF GVSOBDF EP OPU ஸ஼PX JOUP UIF UVCF GVSOBDF EVS�

JOH HSPXUI� 5IF HSPXUI UBLFT QMBDF JO FTTFOUJBMMZ BUNPTQIFSJD QSFTTVSF� "U UIF UJNF PG UIJT XSJUJOH


UIF TUVEZ PG QSFTTVSF XBT OPU IFBWJMZ JOWFTUJHBUFE� BDDPSEJOH UP MJUFSBUVSF
 IPXFWFS
 CPUI UIF TUSVDUVSF

BOE ZJFME PG $/5 EFQFOET PO UIF QSFTTVSF� 'VSUIFS JNQSPWFNFOUT PO PVS $/5 HSPXUI DBO QPTTJCMZ

CF NBEF���

BT)؝ ஸ஼PX� )JHI CVPZBODZ 	MBSHF 3JDIBSETPO OVNCFS
 JT EFTJSFE TP UIBU $/5T DBO TUBZ Bஸ஼PBU BCPWF

UIF TVCTUSBUF� 8IFO Bஸ஼PBU
 UIF $/5T BSF TVTDFQUJCMF UP UIF HBT ஸ஼PX BSPVOE UIF HSPXUI DIJQ� )FSF


MBNJOBS ஸ஼PX 	MPX 3FZOPMET OVNCFS
 JT IFMQGVM UP HFOUMZ DBSSZ UIF $/5T JO UIF EJSFDUJPO PG UIF HBT

��



ஸ஼PX� (BT ஸ஼PXT UIBU BSF PO UIF DPOUSBSZ XJMM DBVTF UIF $/5 UP TUJDL UP UIF TVCTUSBUF TVSGBDF 	EVF UP

MPX CVPZBODZ
 XIJDI EJNJOJTIFT UIF FஶGFDU GSPN UIF HBT ஸ஼PX� "OE FWFO JG $/5T NBLF JU PVU PG UIF

$/5 GPSFTU BOE ஸ஼PBU BCPWF UIF TVCTUSBUF
 UIF DPOWFDUJWF ஸ஼PX 	EVF UP IJHI3FZOPMET OVNCFS
 XJMM EJT�

SVQU UIF $/5T ஸ஼PX BOE DBVTF UIFN UP CVOEMF VQ QSFWFOU UIFN GSPN FYUFOEJOH GBS GSPN UIF DBUBMZTU

SFHJPO���

؝ "OOFBM UFNQFSBUVSF BOE UJNF� UIF IJHIFTU UFNQFSBUVSF UIF HSPXUI JT IFME BU JT 910◦$ GPS BCPVU

5NJOT 	JO UIF HSPXUI SFDJQF
 UIF UJNFS JT TUBSUFE UIF NPNFOU UIF GVSOBDF JT NPWFE PWFS UP UIF HSPXUI

DIJQT� "DDPSEJOH UP UIF UFNQFSBUVSF DPOUSPMMFS
 JU UBLFT BCPVU 2 NJOT GPS UIF UFNQFSBUVSF UP SFBDI

910◦$
 XIJDI MFBWFT VT 5 NJOT PG BOOFBMJOH UJNF
� 5IFSF JT BO PQUJNBM BOOFBMJOH UFNQFSBUVSF GPS

QBSUJDVMBS DBSCPO GFFETUPDLT BOE GPS QBSUJDVMBS UZQFT PG $/5T� 'PS FUIBOPM BOE TJOHMF�XBMMFE $/5T


800− 900◦$ JT TIPXO UP CF UIF NPTU PQUJNBM� ��
�� 0VS GVSOBDF JT TFU UP B TMJHIUMZ IJHIFS UFNQFSBUVSF

UP BDDPVOU GPS UIF GBDU UIBU UIF TVCTUSBUFT EP OPU HFU BT IPU BT UIF GVSOBDF UFNQFSBUVSF� "T NFOUJPOFE

BCPWF
 UIF BOOFBM UJNF BஶGFDUT UIF EFOTJUZ PG HSPXUI BT XFMM BT XIFUIFS XF HFU TJOHMF�XBMMFE PS NVMUJ�

XBMMFE $/5T� 5NJOT HJWFT VT UIF CFTU DPMMFDUJPO PG $/5T QFS HSPXUI�

؝ 3BNQ UJNF� GBTU IFBUJOH PG UIF HSPXUI DIJQ JT QFSGPSNFE JO PVS $/5 HSPXUI BOE UIJT JT EPOF CZ

NPWJOH UIF QSF�IFBUFE GVSOBDF GSPN BXBZ UIF HSPXUI DIJQT UP EJSFDUMZ PWFS UIF UIFN� 4UVEJFT TVHHFTU

UIBU $/5T HSPX WJB UIF ؤLJUF�NFDIBOJTNأ JO XIJDI DBTF UIF GBTU IFBUJOH JT CFOFஷ஫DJBM CFDBVTF JU IFMQT

MFWJUBUF UIF ஸ஼PBUJOH $/5 NPSF CZ UIF QSFTFSWJOH B TUFFQ UIFSNBM HSBEJFOU TVSSPVOEJOH UIF HSPXUI

DIJQT� 5IJT JT CFDBVTF JO UIF JOJUJBM TUBHFT PG HSPXUI
 UIF DPPM HBT XJMM OPU CF BCMF UP UIFSNBMJ[F XJUI

UIF HSPXUI DIJQT UIBU BSF IFBUFE NVDI GBTUFS� 5IF UFNQFSBUVSF EJஶGFSFODF CFUXFFO UIF HSPXUI DIJQT

BOE UIF DPPM HBT XJMM DSFBUF DPOWFDUJPO ஸ஼PX UIBU IFMQT MJG஽ UIF PQFO�FOE PG UIF $/5 VQ XIJMF UIF FOE

UPVDIJOH UIF DBUBMZTU TUBZT TUVDL UP UIF TVCTUSBUF EVF UP 7BO EFS 8BBMT JOUFSBDUJPO� 5IF MJG஽FE FOE PG

UIF $/5 JT UIFO DBSSJFE CZ UIF MBNJOBS ஸ஼PX PG UIF SFBDUPS HBT XIFSF JU XJMM FWFOUVBMMZ MBZ EPXO POUP

��



UIF TVSGBDF BDSPTT UIF TMJU���

3FBDUPS؝ HFPNFUSZ� UIF RVBSU[ UVCF PG UIF HSPXUI GVSOBDF JT DIPTFO UP CF TNBMM TP UIBU MFTT HBT JT DPO�

TVNFE QFS HSPXUI� 5IF UVCF EJBNFUFS PG PVS$7% GVSOBDF JT 1JO� )PXFWFS
 JU JT MJLFMZNPSF CFOFஷ஫DJBM

UP VTF B MBSHFS RVBSU[ UVCF CFDBVTF NPSF HBT NFBOT IJHIFS IFBU DBQBDJUZ XIJDI NFBOT JU XJMM CF IBSEFS

GPS UIF PWFSBMM UFNQFSBUVSF PG UIF HBT UP JODSFBTF 	GPS $/5 HSPXUI XF XBOU UP LFFQ UIF HBT DPME
�

؝ 8BUFS ஸ஼VY� *OKFDUJPO PG SJHIU BNPVOUT PG XBUFS WBQPS JOUP UIF SFBDUPS DIBNCFS IBT CFFO TIPXO

UP CPUI TJHOJஷ஫DBOUMZ JNQSPWF ZJFME BOE DMFBOMJOFTT� 5IF XBUFS TFSWFT UP QSPMPOH UIF MJGF UJNF PG UIF

DBUBMZTU 	CZ QSFWFOUJOH UIFN GSPN PYJEJ[JOH XIJDI JT XIBU MJNJUT UIF SFBDUJPO UJNF BWBJMBCMF GPS UIF

DBUBMZTU
 BOE CZ SFBDUJOH XJUI UIF BNPSQIPVT DBSCPO UP DSFBUF HBTFPVT IZESPDBSCPO UIBU XJMM UIFO

ஸ஼PX BXBZ� 5PPNVDI XBUFS
 IPXFWFS
 XJMM DBVTF UIF FUDIJOH PG UIF DBSCPO OBOPUVCFT XIJDI XJMM UIFO

EFDSFBTF ZJFME���
��
��

؝ )ZESPHFO DPODFOUSBUJPO� )ZESPHFO JT JNQPSUBOU CFDBVTF JUءT B DBUBMZTU BDUJWBUPS
 B DBUBMZTU SFEVD�

JOH BHFOU BOE BMTP QSPUFDUT UIF HSPXUI FOWJSPONFOU GSPN VOXBOUFE TVCTUBODFT TVDI BT PYZHFO BOE

XBUFS� )PXFWFS
 IZESPHFO DBO BMTP FUDI DBSCPO OBOPUVCFT
 IFODF
 UIF BNPVOU PG IZESPHFO NVTU CF

DBSFGVMMZ DIPTFO��� 5IF BCPWF HVJEFMJOFT BSF NPTU MJLFMZ KVTU B QBSU PG FWFSZUIJOH UIBU BDUVBMMZ NBUUFST�

5IF USVUI JT HSPXUINFDIBOJTNT BSF TPNJDSPTDPQJD UIBU BU UIJT QPJOU PG UJNF JU JT CFZPOE PVS DPNQMFUF

DPOUSPM� (SPXUI SFTVMUT XJMM WBSZ GSPN TFUVQ UP TFUVQ OPNBUUFS IPX JEFOUJDBM POF USJFT UP NBLF UIFN

BOE BT BOZ HSPXFSXPVME TBZ
 XIFO JU DPNFT UPNBUFSJBM TZOUIFTJT OPUIJOH DBO FWFS CF USVMZ SFQSPEVDFE�

*U XPVME OPU CF TVSQSJTJOH UP TFF UIBU UIF UZQFT PG HBT�MJOFT VTFE 	XF VTF TUBJOMFTT TUFFM UISPVHIPVU UP

QSFWFOU IZESPHFO GSPN FTDBQJOH BOE XBUFS GSPN QFSNFBUJOH JOUP UIF TZTUFN BOE XF VTF 7$3 DPO�

OFDUJPOT XIFOFWFS QPTTJCMF UP DSFBUF UIF NPTU MFBL�UJHIU TZTUFN
 PS UIF NPJTUVSF MFWFM EVSJOH TVNNFS

UJNF XPVME IBWF BO FஶGFDU PO UIF HSPXUI� 5IF CMBDLCPY OBUVSF PG HSPXUI JO HFOFSBM NBLFT UIJT UZQF

PG XPSL EBVOUJOH BOE UIF POF GPSNVMB GPS TVDDFTT JT UP QFSGPSN BO FYUFOTJWF BOE TZTUFNBUJD USJBM BOE

��



	B


	C


'JHVSF ���� $BSCPO OBOPUVCF HSPXUI NFDIBOJTNT� 	B
 5IF UXP QSPQPTFE UZQFT PG DBSCPO OBOPUVCF HSPXUIT�
5IF QJDUVSF JT BEBQUFE GSPN UIF XPSL CZ 4JOOPUU FU BM� �� 	C
 %VSJOH HSPXUI UIF DBSCPO OBOPUVCF JT MJLF B LJUF
BOE HFUT DBVHIU CZ UIF SFBDUPS HBT ஸ஼PX� "U UIF TBNF UJNF UIFSF JT BO BUUSBDUJPO UPXBSET UIF TVCTUSBUF EVF UP WBO
EFS 8BBMT GPSDF� " TVஶஷ஫DJFOU CVPZBODZ GPSDF JT SFRVJSFE UP LFFQ UIF DBSCPO OBOPUVCF Bஸ஼PBU BOE DPOUJOVF JUT
HSPXUI VOUJM FJUIFS UIF DBUBMZTU MJGFUJNF IBT FOEFE PS HBT ஸ஼PX IBT TUPQQFE� 5IF QJDUVSF JT UBLFO GSPN UIF XPSL
CZ 1FOH FU BM� ��

FSSPS� 5IF SFDJQF VTFE GPS HSPXUI BOE POF UIBU IBT TUPPE UIF UFTU PG UJNF JT TIPXO JO EFUBJM JO BQQFOEJY

'� 'JHVSF ��� TIPXT FYBNQMFT PG 4&. JNBHFT PG UIF $/5 HSPXUIT�

��� 0ৢ০৛৕৓৞ $৚৓৤৓৕০ৗ৤৛৬৓০৛ৡৠ ৡ৘ ০৚ৗ $৓৤৔ৡৠ /৓ৠৡ০১৔ৗ

0OF CJH DIBMMFOHF JO XPSLJOH XJUI BO JOEJWJEVBM $/5 MJFT JO CFJOH BCMF UP JEFOUJGZ JU� 5IF $/5T XF

XPSL XJUI BSF OBOPNFUFS	T
 JO EJBNFUFS BOE UFOT PG NJDSPOT JO MFOHUI� "QBSU GSPN UIF TNBMM TJ[F
 UIF

PQUJDBM BCTPSQUJPO PG BO JOEJWJEVBM $/5 JT WFSZ XFBL 	MFTT UIBO 0.01%
� 5PHFUIFS
 JU CFDPNFT IPQF�

MFTT UP TFF BO JOEJWJEVBM $/5 VOEFS UIF PQUJDBM NJDSPTDPQF JO CSJHIU�ஷ஫FME NPEF� 5PPMT TVDI BT UIF

BUPNJD GPSDF NJDPTDPQZ 	"'.
 BOE JUT WBSJBOUT
 TDBOOJOH FMFDUSPONJDSPTDPQF 	4&.
 PS USBOTNJTTJPO

��
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 	C


	D
 	E


'JHVSF ���� 4VTQFOEFE DBSCPO OBOPUVCF HSPXUI� 	B
 4&. JNBHF PG $/5 HSPXJOH PWFS UIF TMJU PG UIF HSPXUI
DIJQ 	TDBMF CBS� 10 µN
� 	C
 ;PPNFE JO 4&. JNBHF PO UIF TVTQFOEFE $/5T 	TDBMF CBS� 10 µN
� 	D
 4&. JNBHF
PG BMJHOFE $/5 HSPXJOH PVU PG UIF DBUBMZTU 	BSFB XJUI IJHI EFOTJUZ PG $/5 OFUXPSLT
� 	E
 0QUJDBM JNBHF PG
TVTQFOEFE $/5T UIBU BSF MPDBMMZ NFUBMMJ[FE UP NBLF UIFN WJTJCMF VOEFS PQUJDBM NJDSPTDPQF 	TDBMF CBS�50 µN
�

FMFDUSPONJDSPTDPQF 	5&.
 BSF QPQVMBS DIPJDFT GPS JNBHJOH OBOPTDBMF PCKFDUT� )PXFWFS
 "'.
 4&.

BOE 5&. BMM IBWF ESBXCBDLT� 5SPVCMFTPNF QSFQBSBUJPO
 TMPX JNBHJOH TQFFE
 SFTUSJDUFE BDDFTT XIJMTU

JNBHJOH BOE TBNQMF DPOUBNJOBUJPO PS FWFO EFTUSVDUJPO BSF BMM MFHJUJNBUF� 5P DJSDVNWFOU UIFTF BOOPZ�

BODFT
 BO BMUFSOBUJWF PQUJDBM NFUIPE GPS TFFJOH DBSCPO OBOPUVCFT MJWF XBT EFWFMPQFE� 5IF CBTJD JEFB

JT UP TIJOF B WFSZ JOUFOTF MJHIU EJSFDUMZ POUP UIF $/5 JO B TDBUUFSJOH PS EBSL ஷ஫FME HFPNFUSZ� 5IF MJHIU

��



UIBU IJUT UIF $/5XJMM TDBUUFS JO EJஶGFSFOUNBOOFST BOE DBO CF DBUFHPSJ[FE JOUP UXP PCWJPVT DBUFHPSJFT�

FMBTUJD BOE JOFMBTUJD TDBUUFSJOH�

����� 3৓য়৓ৠ 4ৢৗ৕০৤ৡ৥৕ৡৢ৫

3BNBO TQFDUSPTDPQZ JT B XJEFMZ VTFE BOE JOEVTUSJBMJ[FE UFDIOJRVF GPS UIF PQUJDBM DIBSBDUFSJ[BUJPO PG

NBUFSJBMT� *U JT BNFBTVSF PG UIF JOFMBTUJD TDBUUFSJOH PG MJHIU EVF UP UIF JOUFSBDUJPOXJUI PQUJDBM QIPOPOT

JO UIFNBUFSJBM� 0WFSBMM JU JT BO JOWBMVBCMF UPPMXIFO TUVEZJOH$/5T BOE JTNPTU IFMQGVMXIFO USZJOH UP

JEFOUJGZ NFUBMMJD $/5T GSPN TFNJDPOEVDUJOH POFT� 5IJT JT CFDBVTF UIF 3BNBO TJHOBUVSF PG B NFUBMMJD

$/5 JT WFSZ EJஶGFSFOU GSPN UIBU PG B TFNJDPOEVDUJOH$/5�)PXFWFS
 CFDBVTF PG UIF SBUF BUXIJDI MJHIU

TDBUUFST JOFMBTUJDBMMZ
 UP PCUBJO B TVCTUBOUJBM FOPVHI TJHOBM SFRVJSFT B TJHOJஷ஫DBOUMZ MPOH QFSJPE PG UJNF�

'PS B TVTQFOEFE $/5
 DPNQBSFE UP UIF TFDPOET 	UZQJDBMMZ 1 UP 3 TFDT
 PG FYQPTVSF UJNF JO B 3BZMFJHI

TQFDUSPTDPQZ TFUUJOH
 NBOZ NJOVUFT 	JO PVS TFUVQ JU UBLFT PWFS 10NJOT
 PG FYQPTVSF UJNF JT SFRVJSFE

GPS UIF 3BNBO TQFDUSPTDPQZ� "EEJOH UIF GBDU UIBU POF DBOOPU TFF $/5T MJWF 	BOE IFODF XF BSF VOBCMF

UP EFUFSNJOF UIF PQUJNBM MBTFS GPDVT
 BOE UIF GBDU UIBU XF OFFE UP HP UISPVHI B IJHI OVNCFS PG $/5T

GPS PVS FYQFSJNFOUT
 3BNBO TQFDUSPTDPQZ JT BO JOFஶஷ஫DJFOU UPPM BOE JT SBSFMZ VTFE JO DPNQBSJTPO UP

UIF IJHI�UISPVHIQVU 3BZMFJHI TQFDUSPTDPQZ� 8JUIPVU HPJOH JOUP NVDI EFUBJM
 XF TJNQMZ TUBUF UIF LFZ

GFBUVSFT XF MPPL PVU GPS XIFO JEFOUJGZJOH NFUBMMJD WT TFNJDPOEVDUJOH $/5T� 3FQSFTFOUBUJWF $/5

SBNBO TJHOBMT BSF QSFTFOUFE JO ஷ஫HVSF ���� " DPNQBSJTPO CF UIF 3BNBO BOE3BZMFJHI TFUVQ JT TIPXO JO

ஷ஫HVSFT ���� BOE �����

0OF PG UIF NBJO 3BNBO QFBLT PG UIF $/5 	UIF (�CBOE
 JT QPTJUJPOFE BSPVOE 1590 DN−1 	UIF

PUIFS NBJO 3BNBO QFBL JT UIF SBEJBM CSFBLJOH NPEF XIJDI JT MBSHFMZ JOBDDFTTJCMF JO PVS TFUVQ
� 5IJT

QBSUJDVMBS QFBL JT BTTPDJBUFE XJUI UIF -0 	MPOHJUVEJOBM PQUJDBM
 QIPOPOT BOE 50 	USBOTWFSTF PQUJDBM


QIPOPOT� -0 QIPOPOT BSF BTTPDJBUFE XJUI WJCSBUJPOT UIBU PDDVS BMPOH UIF $/5 MPOHJUVEJOBM BYJT


��



XIJMF 50 QIPOPOT BSF BTTPDJBUFE XJUI WJCSBUJPOT UIBU PDDVS DJSDVNGFSFOUJBMMZ BSPVOE UIF $/5� %F�

QFOEJOH PO UIF VOEFSMZJOH MBUUJDF BOE IFODF XBWFGVODUJPO PG UIF $/5
 POMZ QBSUJDVMBS NPEFT BSF

BMMPXFE BOE UIJT JT SFஸ஼FDUFE JO UIF EFUFDUFE 3BNBO TJHOBM� 5IF GPMMPXJOH TVNNBSJ[FT JO CVMMFU QPJOUT

UIF GFBUVSFT VTFE GPS TQPUUJOH B NFUBMMJD $/5���
��

؝ ;JH�[BH $/5 POMZ IBT B -0 NPEF

؝ "SNDIBJS $/5 POMZ IBT B 50 NPEF

؝ 50 QFBL JT QPTJUJPOFE BU BSPVOE 1590 DN−1

؝ 4JOHMF 50 QFBL BMXBZT IBT B '8). 	GVMM�XJEUI�IBMG�NBY
 PG 10 DN−1

؝ .FUBMMJD $/5� -0 QFBL TIJG஽T CFMPX 50 QFBL

؝ .FUBMMJD $/5� -0 QFBL NBZ CSPBEFO

����� 3৓৫৞ৗ৛৙৚ 4৕৓০০ৗ৤৛ৠ৙

3BZMFJHI TDBUUFSJOH EFTDSJCFT UIF FMBTUJD TDBUUFSJOH PG MJHIU� *U JT UIF QSFEPNJOBOU TDBUUFSJOHNFDIBOJTN

PG BOZ EJQPMF PCKFDU BOE BDDPVOUT GPS PWFS 99.99999% PG TDBUUFSFE MJHIU� 5IF SFNBJOJOH 0.00001%

PG TDBUUFSFE MJHIU DPOTUJUVUFT UIF JOFMBTUJD 3BNBO TDBUUFSJOH� �� 5IF FMBTUJD TDBUUFSJOH DSPTT�TFDUJPO PG

UIF $/5 JT HJWFO CZ�

σ(ω) =
π2

64

ωd

c

3

|ϵ(ω)− 1|2d 	���


XIFSF c EFOPUFT TQFFE PG MJHIU
 d UIF EJBNFUFS PG UIF $/5
 ϵ(ω) UIF EJFMFDUSJD GVODUJPO PG UIF $/5


BOE ω EFOPUFT UIF BOHVMBS GSFRVFODZ PG UIF JODJEFOU MJHIU� *G UIF MJHIU JT QPMBSJ[FE QBSBMMFM UP UIF MPO�

HJUVEJOBM BYJT PG UIF $/5
 UIF TDBUUFSFE MJHIU JT JTPUSPQJD XJUI SFTQFDU UP UIF B[JNVUIBM EJSFDUJPO� *G

POF XFSF VTJOH B MBTFS PG XBWFMFOHUI 500 ON
 BOE BTTVNJOH B NFBTMZ ϵ = 6 	ϵ PG B $/5 JT TIPXO

UP IBWF QFBLT UIBU HP UP ϵ > 100

 UIF SFTVMUJOH DSPTT�TFDUJPO JT σ = 1.2 × 10−7 µN� 8JUI B

��
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	D
 	E


'JHVSF ���� 3BNBO TQFDUSB PG EJஶGFSFOU UZQFT PG DBSCPO OBOPUVCFT� 3BNBO TQFDUSVN PG 	B
 B NFUBMMJD $/5

	C
 B TFNJDPOEVDUJOH $/5
 BOE 	D
 B $/5 CVOEMF� 	E
 TIPXT UIF TJHOBUVSF 3BNBO TQFDUSVN QFBL PG B $/5
EFDPNQPTFE JOUP JUT UXP DPOTUJUVFOUT� UIF -0 	MPOHJUVEJOBM PQUJDBM
 BOE50 	USBOTWFSTF PQUJDBM
NPEFT� 'JHVSF
	E
XBT BEBQUFE GSPN UIFXPSL CZ;IBOH FU BM� �� 4JOHMF�XBMMFE$/5IBWF EFஷ஫OFE QFBL	T
XJUI MPX TJHOBM DPVOUT

XIJDI JT JO DPOUSBTU UP B $/5 CVOEMF XIJDI IBWF B CSPBE QFBL XJUI WFSZ IJHI TJHOBM DPVOUT�

100 µ8 MBTFS GPDVTFE UP B TQPU TJ[F PG 1 µN
 QIPUPOT BSF UIFO TDBUUFSFE BU B SBUF PG 100 µ8×1.2 ×

10−7/(hc/500 ON) ≈ 3 × 107 T−1� 8JUI BO PWFSBMM TJHOBM DPMMFDUJPO SBUF PG 10−2
 UIF ஷ஫OBM DPVOU

SBUF JT PO UIF PSEFS PG 105 DPVOUT�TFD؝ NPSF UIBO FOPVHI GPS MJWF EFUFDUJPO� �� "OE TP JG POF XFSF

UP TIJOF B CSPBECBOE MBTFS POUP UIF $/5
 UIF 3BZMFJHI TDBUUFSFE MJHIU XPVME TIPX QFBLT BU DFSUBJO

XBWFMFOHUIT BT TIPXO JO ஷ஫HVSF ���� 5IJT JT EVF UP UIF QFBLT JO UIF $/5Tء EJFMFDUSJD GVODUJPO XIJDI JT

BTTPDJBUFE XJUI JUT KPJOU EFOTJUZ PG TUBUFT� #Z FYBNJOJOH UIF EFUBJMT PG UIF QFBLT
 POF DBO EFEVDF UIF

DIJSBMJUZ BOE NBOZ PUIFS QSPQFSUJFT PG UIF $/5� 5IJT CFDPNFT B WFSZ QPXFSGVM UPPM GPS $/5 DIBSBD�

��



	B
 	C


	D
 	E


'JHVSF ���� 3BZMFJHI TQFDUSB PG EJஶGFSFOU UZQFT PG DBSCPO OBOPUVCFT� 	B
 BOE 	C
 BSF 3BZMFJHI TQFDUSB PG NFUBM�
MJD $/5T
 	D
 BOE 	E
 BSF PG TFNJDPOEVDUJOH $/5T� 5IF BTTJHOFE DIJSBMJUZ JOEJDFT HPJOH GSPN 	B
 UP 	E
 BSF�
(33, 33), (16, 7), (6, 5), (22, 14)� 5IF EJTUJOHVJTIJOH GFBUVSF PG B NFUBMMJD $/5 JT B EPVCMF�TQMJU QFBL XJUI UIF
SJHIU QFBL IBWJOH SPVHIMZ IBMG UIF JOUFOTJUZ�

UFSJ[BUJPO� 5IF EFUBJMT PG UIF 3BZMFJHI TQFDUSPTDPQZ BOE UIF TFUVQ XJMM CF DPWFSFE TIPSUMZ� -FU VT ஷ஫STU

UBLF B MPPL BU IPX UIF PQUJDBM USBOTJUJPO FOFSHJFT BSJTF JO UIF GPMMPXJOH TFDUJPO�

����� $৓৤৔ৡৠ /৓ৠৡ০১৔ৗ� " %৛ৢৡ৞ৗ .ৡয়ৗৠ০

5IF $/5 JT OBOPNFUFS JO TJ[F JO EJBNFUFS CVU NBOZ NJDSPOT MPOH JO MFOHUI� 5IJT FஶGFDUJWFMZ SFTUSJDUT

UIF FMFDUSPO NPWFNFOU UP POF EJSFDUJPO
 NBLJOH JU CFIBWF BT UIPVHI JU XFSF B EJQPMF� 4P TUBSUJOH

��



HFOFSBMMZ
 UIF )BNJMUPOJBO PG B DIBSHFE QBSUJDMF JO BO FMFDUSPNBHOFUJD ஷ஫FME JT�

H =
(p− qA)2

2m
. 	���


*O UIF $PVMPNC HBVHF XIFSF XF TFU∇ ·A = 0
 FYQBOEJOH BOE SFUBJOJOH POMZ UIF MPXFTU PSEFS UFSN

BT XBSSBOUFE CZ UIF EJQPMF BQQSPYJNBUJPO EVF UP UIF BOJTPUSPQZ PG UIF $/5
 XF HFU�

H = H0 + V (t)

=
p2

2m
− q

m
A · p,

	���


XIFSF UIF ஷ஫STU UFSN JT TJOHMF QBSUJDMF )BNJMUPOJBO BOE UIF TFDPOE UFSN JT UIF UJNF EFQFOEFODF JOUFSBD�

UJPO UFSN� 4VCTUJUVUJOH UIF BOTBU[A(r, t) = A0ne
i(k·r−ωt)+ D�D�
 XIFSFn EFOPUFT UIF QPMBSJ[BUJPO

EJSFDUJPO
 BOE OPUJOH UIBU JO UIF $PVMPNC HBVHF
 E = −∂A/∂t
 BOE BTTVNJOH UIF FMFDUSJD EJQPMF

TJ[F JT NVDI TNBMMFS UIBO UIF XBWFMFOHUI PG UIF JODJEFOU MJHIU 	IFODF BMMPXJOH VT UP ESPQ UIF TQBUJBM

EFQFOEFODF

 UIF UJNF EFQFOEFOU JOUFSBDUJPO UFSN CFDPNFT�

V (t) = − q

m
(n · p)E0

ω
TJOωt = V0 TJOωt. 	���


#Z JOTFSUJOH UIF JOUFSBDUJPO UFSN 	V0
 JOUP 'FSNJءT (PMEFO 3VMF XIJDI JT�

Γi→f =
2π

!
∣∣⟨f |V0 |i⟩

∣∣2δ(εf − εi + !ω), 	���


XF HFU GPS UIF USBOTJUJPO NBUSJY FMFNFOU�

⟨f |V0 |i⟩ = −qE0

mω
⟨f |n · p |i⟩ 	���


��



5IF SBUFT BSF HJWFO CZ UIFNBHOJUVEF PG UIF USBOTJUJPONBUSJY FMFNFOU XIFSF UIF JOJUJBM BOE ஷ஫OBM TUBUFT

BSF HJWFO CZ UIF $/5 XBWFGVODUJPOT� $BMDVMBUJPO TIPXT UIBU UIF BTTPDJBUFE TFMFDUJPO SVMFT BSF� ��

BMXBZT : ∆k|| = 0,

GPSE|| : ∆J = 0 (PS∆k⊥ = 0),

GPSE⊥ : ∆J = ±1 (PS∆k⊥ = ±2/d),

	���


XIFSF E||(⊥) NFBOT UIF JODJEFOU MJHIU JT QPMBSJ[FE QBSBMMFM 	QFSQFOEJDVMBS
 UP UIF $/5 MPOHJUVEJOBM

BYJT� 5IF $/5 FOFSHZ TVCCBOET PG JOEFY j IBT BO BOHVMBS NPNFOUVN OVNCFS PG J = |j| 	TFF BQ�

QFOEJY #��

 XIFSFXF JHOPSF TQJO TJODF∆s = 0 GPS PQUJDBM USBOTJUJPOT� "OE TP CZ DIPPTJOH UP QPMBSJ[F

UIF JODJEFOU MJHIU UP CF QBSBMMFM XJUI UIF $/5 MPOHJUVEJOBM BYJT 	TPE⊥ = 0

 XF BSF SFTUSJDUFE CZ UIF

TFMFDUJPO SVMF� ∆J = 0� 5IJT KVTU NFBOT UIBU PQUJDBM USBOTJUJPOT DBO POMZ PDDVS CFUXFFO TVCCBOET

EFஷ஫OFE CZ UIF TBNF MJOFDVU BTTPDJBUFE XJUI j
 XIJDI GVSUIFS NFBOT USBOTJUJPOT IBQQFO TZNNFUSJDBMMZ

BCPVU UIF DIBSHF OFVUSBMJUZ QPJOU BT TIPXO JO ஷ஫HVSF ����

����� 3৓৫৞ৗ৛৙৚ 4ৢৗ৕০৤১য় ৓ৠ৖ -৛ৠৗ 4৚৓ৢৗ৥ ৡ৘ 0ৢ০৛৕৓৞ 5৤৓ৠ৥৛০৛ৡৠ৥

)JOUFE JO UIF QSFWJPVT TFDUJPO
 UIF TDBUUFSJOH TJHOBM HJWFO CZ 'FSNJءT (PMEFO 3VMF XJMM EFQFOE PO UIF

KPJOU EFOTJUZ PG TUBUFT CFUXFFO UIF JOJUJBM BOE ஷ஫OBM TUBUFT� 5IJT JT UIF FBTJFTU XBZ UP TFF UIBU QFBLT JO

UIF 3BZMFJHI TQFDUSVN DPSSFTQPOE UP UIF USBOTJUJPOT CFUXFFO UIF WBO )PWF TJOHVMBSJUJFT� -PPLJOH

BU UIF TDBUUFSJOH DSPTT�TFDUJPO 	σ(ω)

 XF TFF UIBU JU EFQFOET PO UIF EJFMFDUSJD GVODUJPO 	ϵ(ω)
 XIJDI

JT TJNJMBS UP BO PQUJDBM BCTPSQUJPO� )PXFWFS
 VOMJLF PQUJDBM BCTPSQUJPO XIJDI EFQFOET QVSFMZ PO UIF

JNBHJOBSZ QBSU PG UIF EJFMFDUSJD GVODUJPO 	PS FMFDUSJD TVTDFQUJCJMJUZXIJDI JTχe(ω) = ϵ(ω)−1

 �� σ(ω)

BMTP PCUBJOT B DPOUSJCVUJPO GSPN UIF SFBM QBSU PG ϵ(ω)� 5ZQJDBMMZ
 UIF PQUJDBM BCTPSQUJPO DVSWF JT HJWFO

��



	B
 	C


'JHVSF ���� ;PPNFE�JO EFOTJUZ PG TUBUFT QMPUT PG 	B
 B (8, 0) TFNJDPOEVDUJOH [JH�[BH DBSCPO OBOPUVCF BOE PG 	C

B (8, 8)NFUBMMJD BSNDIBJS DBSCPO OBOPUVCF� &11
 &22
 &33 BSF UIF ஷ஫STU UISFF BMMPXFE PQUJDBM USBOTJUJPOT 	XIFSF
TVQFSTDSJQU . EFOPUFT UIF PQUJDBM USBOTJUJPOT GPS NFUBMMJD $/5
� 5IFTF BSF UIF FOFSHJFT UIBU BSF SFRVJSFE UP
FYDJUF BO FMFDUSPO GSPN UIF WBMFODF CBOE UP UIF DPOEVDUJPO CBOE XIJMF PCFZJOH UIF TFMFDUJPO SVMF� /PUF UIBU
UIF NFUBMMJD DBSCPO OBOPUVCF IBT B DPOTUBOU OPO�[FSP EFOTJUZ PG TUBUFT BSPVOE UIF DIBSHF OFVUSBMJUZ QPJOU BT
PQQPTFE UP UIF WBOJTIJOH EFOTJUZ PG TUBUFT JO UIF CBOEHBQ PG B TFNJDPOEVDUJOH OBOPUVCF�

CZ B TZNNFUSJD -PSFOU[JBO
 IPXFWFS
 UIF JODMVTJPO PG3F|ϵ(ω)|XIJDI IBT BO JOUFOTJUZ UBJM UPXBSET UIF

MPX FOFSHZ TJEF XJMM DBVTF BO BTZNNFUSZ JO UIF 3BZMFJHI QFBLT 	TFF ஷ஫HVSF ���
� ��

%JTUJOHVJTIJOHNFUBMMJD $/5T GSPN TFNJDPOEVDUJOH POFT DBO CF RVJDL BOE FBTZ� .BKPSJUZ PGNFUBM�

MJD $/5XJMM FYIJCJU B B EPVCMF�TQMJU QFBL EVF UP USJHPOBM XBSQJOH PG UIF CBOETUSVDUVSF PG (S� �� 5SJHP�

OBM XBSQJOH JT UIF XBSQJOH PG UIF FOFSHZ DPOUPVST PG (S BOE JU JT EVF UP UIF IJHIFS PSEFS FOFSHZ UFSNT

JO UIF(S)BNJMUPOJBO� *G USJHPOBM XBSQJOHXFSF OPU QSFTFOU
 FOFSHZ DPOUPVST BSPVOE UIF%JSBD QPJOU

PG (S XPVME CF QFSGFDU DJSDMFT� #FDBVTF UIF BMMPXFE MJOFDVUT GPS B NFUBMMJD $/5 BSF QMBDFE TZNNFUSJ�

DBMMZ BCPVU UIF %JSBD QPJOU
 JO UIJT DBTF UIF MJOFDVUT XPVME ZJFME JEFOUJDBM TVCCBOET BOE IFODF XPVME

ZJFME PWFSMBQQJOH PQUJDBM USBOTJUJPOT� "T B SFTVMU XF XPVME POMZ TFF B TJOHMF 3BZMFJHI QFBL� #VU UIJT

JT OPU UIF DBTF BT USJHPOBM XBSQJOH FYJTUT XJUI WBSZJOH MFWFMT PG TUSFOHUI� "T POF DBO TFF JO ஷ஫HVSF ���


UIF UXP MJOFDVUT JNNFEJBUFMZ MFG஽ BOE SJHIU PG UIF %JSBD QPJOU XPVME ZJFME EJஶGFSFOU TVCCBOET JG UIF

��



	B
 	C


'JHVSF ���� $POUSJCVUJPOT UP UIF BTZNNFUSZ PCTFSWFE JO UIF QFBLT JO UIF3BZMFJHI TQFDUSVN� 	B
 5IF VOEFSMZJOH
BTZNNFUSZ JO UIF QFBLT JT EVF UP 3F|ϵ(ω)| BT TIPXO JO UIF JOTFU� 'JHVSF 	B
 JT BEBQUFE GSPN UIF XPSL CZ .BMJD
FU BM� �� 5IJT JT JO DPOUSBTU UP QVSFMZ PQUJDBM BCTPSQUJPO XIJDI JT POMZ EFQFOEFOU PO *N|ϵ(ω)| BOE ZJFMET B TZN�
NFUSJD -PSFOU[JBO JOTUFBE� 	C
 5IF QIPOPO TJEF CBOET UIBU BSJTFT EVF UP FYDJUPO�QIPOPO JOUFSBDUJPOT GVSUIFS
DPOUSJCVUFT UP UIF BTZNNFUSZ JO B QFBL� *O UIF QMPU UIF HSBZ EBTIFE MJOFT JOEJDBUF UIF DFOUFS PG UIF QIPOPO TJEF
CBOET� 5IJT FஶGFDU JT NPSF TFWFSF GPS TFNJDPOEVDUJOH $/5T BOE NPTUMZ VOEFUFDUBCMF GPS NFUBMMJD POFT�

FOFSHZ DPOUPVST XFSF XBSQFE� 5IJT UIFO DBVTFT UIF PQUJDBM USBOTJUJPOT UP CF TMJHIUMZ EJஶGFSFOU CFUXFFO

UIF UXP MJOFDVUT� #Z ESBXJOH PVU UIF BMMPXFE MJOFDVUT
 POF DBO TFF UIBU UIF TQMJUUJOH EJTUBODF CFUXFFO

UIF UXP QFBLT JODSFBTFT XJUI EFDSFBTJOH DIJSBM BOHMF BOE EJBNFUFS� #FDBVTF PG UIJT
 UIF BSNDIBJS $/5

XJUI [FSP DIJSBM BOHMF 	TFF BQQFOEJY #
 XJMM IBWF OP EPVCMF TQMJU QFBL CVU B NVDI UBMMFS TJOHMF QFBL�

'VSUIFSNPSF
 CFDBVTF PG UIF EJSFDUJPO PG XBSQJOH
 UIF IJHIFS FOFSHZ QFBL 	E22 = M−
11
 XJMM SPVHIMZ

CF IBMG UIF IFJHIU PG UIF MPXFS FOFSHZ QFBL 	E11 = M+
11
�

�� 'JHVSF ���B BOE ���C TIPX FYBNQMFT PG BO

BSNDIBJS BOE DIJSBM NFUBMMJD $/5 SFTQFDUJWFMZ�

"OPUIFS EJTUJOHVJTIJOH DIBSBDUFSJTUJD CFUXFFONFUBMMJD BOE TFNJDPOEVDUJOH $/5T JT UIBU TFNJDPO�

EVDUJOH $/5T FYIJCJU B QIPOPO TJEF CBOE UIBU DBVTFT GVSUIFS BTZNNFUSZ JO UIF 3BZMFJHI QFBLT 	TFF

ஷ஫HVSF ���C
� 5IFTF GFBUVSFT IBWF CFFO QSFEJDUFE UP BSJTF GSPN FYDJUPO�QIPOPO CPVOE TUBUFT UIBU JT FT�

QFDJBMMZ TUSPOH JO TFNJDPOEVDUJOH TQFDJFT BT DPNQBSFE UPNFUBMMJD POFTXIJDI IBWF SFEVDFE TUSFOHUI JO

FYDJUPOJD JOUFSBDUJPOT� �� 'JOBMMZ
 UPXSBQ VQ UIF BOBMZTJT PG UIF3BZMFJHI QFBL MJOF TIBQFT
 MPXFS PQUJDBM

��



	B
 	C


'JHVSF ���� %FNPOTUSBUJPO PG UIF FஶGFDU PG USJHPOBM XBSQJOH� 5IF QMPUT TIPX UIF FOFSHZ DPOUPVST JONPNFOUVN
TQBDF PG (S� 5IF MJOFT BSF UIF BMMPXFE MJOFDVUT GPS B NFUBMMJD DBSCPO OBOPUVCF� 5IF BQFY PG UIF HSFFO MJOF JT
UIF %JSBD QPJOU PG HSBQIFOF� *O UIJT UIFTJT
 Eii JT VTFE BT B HFOFSJD MBCFM GPS PQUJDBM USBOTJUJPOT� *O MJUFSBUVSF
 B
DPNNPO MBCFM GPS USBOTJUJPO FOFSHJFT PGNFUBMMJD DBSCPO OBOPUVCFT JTMii� 5IF QMPUT TIPXIPX UIF UXP MBCFMJOH
TDIFNFT BSF SFMBUFE� 	B
 TIPXT DJSDVMBS FOFSHZ DPOUPVST EVF UP MBDL PG USJHPOBM XBSQJOH� *O UIJT DBTF
 UIF E11

BOEE22 XPVME ZJFME UIF TBNF PQUJDBM USBOTJUJPO FOFSHJFT BT UIF BTTPDJBUFE MJOFDVUT BSF TZNNFUSJD� 	C
 TIPXT UIF
FOFSHZ DPOUPVST UIBU HSBEVBMMZ USBOTGPSN JOUP B NPSF USJBOHVMBS TIBQF BT UIFZ HP GBSUIFS BXBZ GSPN UIF %JSBD
QPJOU� *O UIJT DBTF
 E11 BOE E22 IBWF BTTPDJBUFE MJOFDVUT UIBU DVU UISPVHI B EJஶGFSFOU FOFSHZ DPOUPVS BOE UIJT
SFTVMUT JO UXP TMJHIUZ EJஶGFSFOU PQUJDBM FOFSHJFT� 5IF EJஶGFSFODF CFUXFFO UIF FOFSHJFT EFQFOET PO UIF TFWFSJUZ PG
UIF USJHPOBM XBSQJOH� )JHIFS FOFSHJFT TIPXNPSF USJHPOBM XBSQJOH BOE IFODF POF XPVME FYQFDU B CJHHFS FOFSHZ
TIJG஽�

USBOTJUJPOT TVDI BTE11 BOEE22 HFOFSBMMZ IBWF QFBLTXJEUIT UIBU BSF10−50NF7XJEF
 XIFSFBT IJHIFS

PQUJDBM USBOTJUJPOT MJLF E33 BOE E44 BSF UZQJDBMMZ 80 − 90 NF7T XJEF� �� #FDBVTF XF UZQJDBMMZ TFF UIF

E33 BOEE44 USBOTJUJPOT GPS TFNJDPOEVDUJOH $/5TXIJMF XF UZQJDBMMZ TFF UIFE11 BOEE22 USBOTJUJPOT

GPS UIFNFUBMMJD $/5T
 JO UIF JEFOUJஷ஫DBUJPO PG $/5T
 BQBSU GSPN UIF EPVCMF TQMJU QFBL BOE BTZNNFUSZ

DPOTJEFSBUJPOT
 XF BMTP FYQFDU QFBLT BTTPDJBUFE XJUI NFUBMMJD $/5T UP CF TIBSQFS� 'JOBMMZ
 CVOEMFT

BOE NVMUJ�XBMMFE $/5T BSF RVJUF FBTZ UP EJTUJOHVJTI� 8F UZQJDBMMZ DBUFHPSJ[F BOZ 3BZMFJHI TQFDUSB

XJUI GPVS PS NPSF QFBLT UP CF BTTPDJBUFE XJUI OPO�TJOHMF $/5T� .PSFPWFS
 JU JT TIPXO UIBU CVOEMFT

PS NVMUJ�XBMMT XJMM HFOFSBMMZ JODMVEF JOUFSBDUJOH $/5TXIJDI XJMM FYIJCJU BO PWFSBMM CBDLHSPVOE JO UIF

3BZMFJHI TQFDUSVN��� 'JHVSF ���� TIPX FYBNQMFT PG UIF MJWF�JNBHFT BOE 3BZMFJHI TQFDUSB PG EJஶGFSFOU

��



	B
 	C
 	D


'JHVSF ����� %JஶGFSFOU DBSCPO OBOPUVCFT TFFO UISPVHI 3BZMFJHI TDBUUFSJOH� 5IF UPQ SPX TIPXT UIF 3BZMFJHI
TDBUUFSFE TJHOBM PG EJஶGFSFOU $/5T DPMMFDUFE UISPVHI UIF JOGSBSFE DBNFSB� 5IF CPUUPN SPX TIPXT UIF 3BZFMJHI
TQFDUSB PG UIF DPSSFTQPOEJOH $/5T DPMMFDUFE UISPVHI UIF TQFDUSPNFUFS� " TJOHMF $/5 	B
 UZQJDBMMZ TIPXT VQ
GBJOUFS JO UIF MJWF JNBHF BOE UIF TQFDUSVN JT DMFBO XJUI POF UP TPNFUJNFT UISFF QFBLT 	TFFJOH UXP QFBLT JT UIF
NPTU DPNNPO
� " $/5 CVOEMF 	C
 JT CSJHIU BOE UIF TQFDUSVN IBT NBOZ QFBLT UIBU DBO POMZ CF ஷ஫UUFE CZ VTJOH
NVMUJQMF $/5Tء USBOTJUJPO FOFSHJFT� " EJSUZ $/5 	D
 IBT CMPCT BMM PWFS BOE UIF JNBHF JT CSJHIU� %JSUZ $/5T BSF
DPNNPO JGXBUFSXBTOPU JOUSPEVDFEEVSJOH$7%HSPXUI� 5IF TQFDUSVNPG BEJSUZ$/5IBT B MBSHF CBDLHSPVOE
TJHOBM�

UZQFT PG $/5T�

��� 5৚ৗ 3৓৫৞ৗ৛৙৚ 4ৗ০১ৢ

5IF3BZMFJHI TFUVQ 	TIPXO JO ஷ஫HVSF ����
XBT CVJMU CBTFE PO UIF DPODFQUT DPODFJWFE CZ1SPGFTTPS5POZ

)FJO[� ��
�� )F XBT UIF QJPOFFS CFIJOE UIF NFUIPE PG TFFJOH JOEJWJEVBM $/5T WJB 3BZMFJHI TDBUUFSJOH�

8IBU XF IBWF EPOF XBT BEBQU IJT 3BZMFJHI TQFDUSPTDPQZ TFUVQ JOUP B TZTUFN UIBU BMTP JODMVEFT BO PQUJ�

DBMNJDSPTDPQF
 USBOTGFS TUBHF BOE3BNBO TQFDUSPTDPQZ TFUVQ� )BWJOH BMM UIFTF GVODUJPOBMJUJFT UPHFUIFS

HJWFT VT UIF VMUJNBUF UPPM UP TJNVMUBOFPVTMZ DIBSBDUFSJ[F BOE QIZTJDBMMZ NBOJQVMBUF JOEJWJEVBM $/5T�

5IF PQFSBUJPOBM QSJODJQMF CFIJOE3BZMFJHI TQFDUSPTDPQZ JT UP TIJOF B WFSZ JOUFOTF QPMBSJ[FE CSPBECBOE

��



'JHVSF ����� 5IF ,BUBVSB QMPU BOE EFQJDUJPO PG UIF $/5 USBOTJUJPO FOFSHJFT� 5IF ,BUBVSB QMPU JT HFOFSBUFE
GSPN UIF DBMDVMBUJPO PG UJHIU�CJOEJOH UIFPSZ� 5IF QBSBNFUFST BTTVNFE BSF� tOO = 2.9 F7 	UIF OFBSFTU OFJHICPS
IPQQJOH FOFSHZ
 BOE aDD = 0.144 ON 	UIF DBSCPO UP DBSCPO CPOE MFOHUI
� �� 5IF CMBDL DJSDMFT DPSSFTQPOE UP
UZQF 1 TFNJDPOEVDUJOH $/5T
 UIF CMVF QPJOUT DPSSFTQPOE UP UZQF 2 TFNJDPOEVDUJOH $/5T BOE UIF SFE QPJOUT
DPSSFTQPOE UP NFUBMMJD $/5T� 5IFTF QPJOUT BSF UIF USBOTJUJPO FOFSHJFT PG UBLJOH BO FMFDUSPO GSPN UIF WBMFODF
CBOE UP UIF DPOEVDUJPO CBOE BT TIPXO JO ஷ஫HVSF ���� 5IF ஷ஫STU ஷ஫WF PQUJDBM USBOTJUJPOT BSF MBCFMFE� 5IF TIBEFE
HSFFO BSFB DPSSFTQPOET UP UIF $/5T UIBU PVS 3BZMFJHI TFUVQ DBO TFF�

MJHIU POUP UIF $/5
 BOE UIFO EFUFDU UIF TDBUUFSFE MJHIU JO B EBSL�ஷ஫FME HFPNFUSZ� 5IF TDBUUFSFE MJHIU PG

B TVTQFOEFE UVCF JT JTPUSPQJD B[JNVUIBMMZ BOE XJMM FYIJCJU QFBLT JO JOUFOTJUZ BU XBWFMFOHUIT UIBU DPSSF�

TQPOE UP UIF FOFSHZ EJஶGFSFODF CFUXFFO$/5ءT WPO)PWF TJOHVMBSJUJFT CVU XJUI BEEJUJPOBM DPSSFDUJPOT�

*O BEEJUJPO UP UIF TMJHIU EFWJBUJPO EVF UP UIF DPOUSJCVUJPO GSPN3F|ϵ(ω)| 	TFF QSFWJPVT TFDUJPO

 PUIFS

QPTTJCMF DBVTFT GPS DPSSFDUJPOT BSF FMFDUSPO�FMFDUSPO JOUFSBDUJPOT BOE TQJO�PSCJU DPVQMJOH EVF UP DVSWB�

UVSF FஶGFDUT� 6Q UP UIF UJNF PG UIJT XSJUJOH
 UIFSF BSF TUJMM POHPJOH FஶGPSUT JO EFTDSJCJOH UIF PQUJDBM

��



USBOTJUJPOT NPSF BDDVSBUFMZ� 4P GBS
 SFWJTFE EFTDSJQUJPOT BSF BMM FNQJSJDBM NPEFMT BOE IFSF XF TUBZ BXBZ

GSPN HPJOH JOUP UIF FYQMJDJU FRVBUJPOT� 5IF JOUFSFTUFE SFBEFS JT SFGFSSFE UP UIF DJUFE SFGFSFODFT���
��
��

#VU UP JMMVTUSBUF UIF HFOFSBM CFIBWJPS PG UIF PQUJDBM USBOTJUJPO FOFSHJFT
 ஷ஫HVSF ���� TIPXT UIF FOFSHJFT

UIBU BSF DBMDVMBUFE UIFPSFUJDBMMZ GSPN UIF TJNQMF UJHIU�CJOEJOH NPEFM� 'SPN UIJT QMPU
 XF DBO TFF UIBU

Eii ∝ 1/d
 XIFSF d JT UIF $/5 EJBNFUFS
 BOE UIJT JT BO JNQPSUBOU DIBSBDUFSJTUJD� #VU BT NFOUJPOFE

QSFWJPVTMZ
 UIF SFBM WBMVFT PG UIF PQUJDBM USBOTJUJPO FOFSHJFT EFWJBUFT TMJHIUMZ GSPN UIF POFT QSFEJDUFE

CZ UJHIU�CJOEJOH UIFPSZ� 5IF FYQFSJNFOUBM WBMVFT BSF UBCVMBUFE JO UIF DJUFE POMJOF XFCQBHFT
 ��
�� BOE

UIFTF BSF UIF WBMVFT UIBU XF SFGFS UP XIFONBUDIJOH $/5Tء DIJSBMJUZ JOEJDFT� 'PSNPSF JOGPSNBUJPO UIF

SFBEFS JT BTLFE UP SFGFS UP BQQFOEJY #���

*O PVS TFUVQ
 XF VTF UIF 4VQFS,&YUSFNF &98�12 BT PVS TVQFSDPOUJOVVN 	PS CSPBECBOE PSXIJUF

MJHIU
 MBTFS DBQBCMF PG EFMJWFSJOH B UPUBM PG 48 BDSPTT UIF FOUJSF CBOEXJEUI PG 400 UP 2400 ON� 5IF

XBWFMFOHUIT JO UIF OFBS�JOGSBSFE SFHJPO JT DSJUJDBM BT JU UVSOT PVUNBOZ PG UIF $/5T TDBUUFS JO UIBU SBOHF�

5IF PCKFDUJWFT VTFE BMM CFMPOH UP UIF .JUVUPZP /*3 *Oஷ஫OJUZ $PSSFDUFE TFSJFT� "MM PG UIF PQUJDT VTFE

BSF DPNQBUJCMF XJUI UIF BGPSFNFOUJPOFE CBOEXJEUI 	FYDFQU GPS UIF DBNFSBT
� 5IF PUIFS TQFDJஷ஫DBUJPOT

PG UIF MBTFS BSF JSSFMFWBOU BT UIF POMZ GFBUVSF XF SFRVJSF JT UIF CSPBE CBOEXJEUI BOE IJHI QPXFS� 5ZQJ�

DBMMZ
 XF TFU UIF QPXFS UP PVUQVU BSPVOE 500N8 BT NFBTVSFE JO BO PQUJDBM QPXFS NFUFS XJUI TJMJDPO

EFUFDUPS� 8F FTUJNBUF UIBU UIF QPXFS EFOTJUZ BG஽FS UIF QPMBSJ[FS 	XJUI OP GVSUIFS BUUFOVBUJPO
 BU UIF

$/5 JT BCPVU 10−50N8�µN� 5IF TQFDUSPNFUFS XF VTF JT UIF 1SJODFUPO 4QFDUSB1SP)34�300XJUI

B 1*9�400#39 DBNFSB 	XJUI B TFOTJUJWJUZ SBOHF GSPN 400− 1100 ON
� 5IF JOGSBSFE DBNFSB VTFE GPS

UIF MJWF�JNBHJOH PG UIF $/5 JT UIF %$$3240/ GSPN5IPSMBCT XIJDI BMTP POMZ IBT B TFOTJUJWJUZ SBOHF

GSPN 400 − 1100 ON� 5IF RVBOUVN Fஶஷ஫DJFODZ UPXBSET UIF OFBS�JOGSBSFE JT CPPTUFE
 IPXFWFS
 NBL�

JOH JU NPSF TFOTJUJWF UP TFFJOH $/5T TDBUUFSJOH JO UIBU SBOHF� 5IF JODJEFOU MJHIU JT EJSFDUFE UISPVHI BO

BUUFOVBUPS BOE QPMBSJ[FS� 5IF MBTFS TQPU TJ[F JO UIF TFUVQ SFBDIFT EPXO UP BCPVU 5µN� 8F VTF UIF 150

��



'JHVSF ����� 5IF 3BZMFJHI USBOTGFS TUBHF TFUVQ� 5IF TFUVQ JT FRVJQQFE XJUI B CSPBECBOE XIJUF MJHIU MBTFS BOE
B 532 ON XBWFMFOHUI MBTFS VTFE GPS 3BZMFJHI BOE 3BNBO TQFDUSPTDPQZ SFTQFDUJWFMZ� 5IFSF JT B DPMPS BOE OFBS�
JOGSBSFE TFOTJUJWF DBNFSB VTFE GPS OPSNBM PQUJDBM NJDSPTDPQZ BOE UIF MJWF JNBHJOH PG $/5T EVSJOH 3BZMFJHI
TQFDUSPTDPQZ SFTQFDUJWFMZ� 'PS OPSNBM PQUJDBM NJDSPTDPQZ
 UIF XIJUF -&% JT VTFE� "MPOH XJUI UIF PQUJDBM DPN�
QPOFOUT JT UIFNPUPSJ[FE USBOTGFS TUBHF DBQBCMF PG IFBUJOH
 DPPMJOH 	UISPVHI UIFSNPFMFDUSJD PS GBO DPPMJOH

 BOE
UJMU
 SPUBUJPO BOE USBOTMBUJPO JO BMM BYFT� 5IJT TFUVQ JT VTFE GPS $/5 JNBHJOH BT XFMM BT 2% ஸ஼BLFT BOE $/5
USBOTGFST�

H�NN HSBUJOH DFOUFSFE BSPVOE 750 ON UP BDRVJSF B POF�TIPU TQFDUSVN XJUI UIF SBOHF 450 UP 1050

ON 	XIJDI DPOWFSUT UP SPVHIMZ 1.2 UP 2.6 F7
�

'JHVSF ���� JT UIF 3BZMFJHI TFUVQ XJUI UIF NBJO DPNQPOFOUT JMMVTUSBUFE JO UIF ஷ஫HVSF� 'JHVSFT ����

BOE ���� TIPX UIF 3BNBO BOE 3BZMFJHI DPOஷ஫HVSBUJPOT SFTQFDUJWFMZ� %VSJOH UIF 3BZMFJHI PQFSBUJPO


UIF TJHOBM JT EJWJEFE BNPOH UISFF DBNFSBT� 50% HPFT UP UIF DBNFSB PG UIF TQFDUSPNFUFS
 25% HPFT UP

UIF JOGSBSFE BOE DPMPS DBNFSB JOEJWJEVBMMZ� 5P TFF UIF $/5 MJWF
 XF VTF UIF JOGSBSFE DBNFSB 	5IPS�

MBCT %$$3240/
 XJUI B HBJO CPPTU BOE UPHFUIFS XJUI UIF 50Y PCKFDUJWF� 5IF $/5 HSPXUI DIJQT BSF

��



'JHVSF ����� 5IF3BNBO TQFDUSPTDPQZ DPOஷ஫HVSBUJPO� 5IF532ONXBWFMFOHUI MBTFS JT VTFE� 5IF MBTFS FOUFST GSPN
UIF CBDL PG UIF TFUVQ BOE JT EJSFDUFE POUP UIF TBNQMF UISPVHI UIF PCKFDUJWF MFOT� 5IF JOFMBTUJDBMMZ TDBUUFSFE MJHIU
JT EFUFDUFE JO UIF SFஸ஼FDUJPO BOECSJHIUஷ஫FME HFPNFUSZ� "OPUDI ஷ஫MUFS JT JOTUBMMFE JO UIF EFUFDUJPO MJOF BOE JT VTFE UP
ஷ஫MUFS PVU UIF FYDJUBUJPO XBWFMFOHUI� 0OMZ XBWFMFOHUIT BXBZ GSPN UIF FYDJUBUJPO JT EFUFDUFE� 3BNBO TDBUUFSJOH
IBQQFOT BU B WFSZ MPX SBUF BOE TP DPMMFDUJPO UJNF IBT UP CF WFSZ MPOH�

'JHVSF ����� 5IF 3BZMFJHI TQFDUSPTDPQZ DPOஷ஫HVSBUJPO� 5IF CSPBECBOE XIJUF MJHIU MBTFS JT EJSFDUFE GSPN VOEFS�
OFBUI UIF TBNQMF JO B EBSL ஷ஫FME�PஶG BYJT HFPNFUSZ� 5IF FMBTUJDBMMZ TDBUUFSFE MJHIU BU B QBSUJDVMBS SBOHF PG BOHMF
HPFT JOUP UIF PCKFDUJWF MFOT BOE JT GFE JOUP CPUI UIF OFBS�JOGSBSFE MJHIU TFOTJUJWF DBNFSB BOE UIF TQFDUSPNFUFS
DBNFSB� 0OF JT VTFE GPS UIF MJWF JNBHJOH PG $/5T BOE UIF PUIFS JT GPS UIF DPMMFDUJPO PG UIF 3BZMFJHI TQFDUSVN�
#FDBVTF 3BZFMJHI TDBUUFSJOH IBQQFOT BU B WFSZ IJHI SBUF
 JNNFEJBUF JNBHJOH PG $/5 JT QPTTJCMF�

��



MPBEFE POUP B HMBTT TMJEF UIBU IBT B TMJU� 5IJT TMJU JT BMJHOFE XJUI UIF TMJU PO UIF HSPXUI DIJQ BOE UIJT UP�

HFUIFS DSFBUFT BO PQFOJOH TVDI UIBU UIF JODJEFOU MJHIU GSPN UIF TVQFSDPOUJOVVN MBTFS DBO HP UISPVHI�

#FDBVTF UIF JODJEFOU MJHIU JT PஶG�BYJT
 NFBOJOH UIBU XF BSF JO EBSL�ஷ஫FME HFPNFUSZ NPEF
 OPOF PG UIF

JODJEFOU MJHIU JT EFUFDUFE CZ UIF DBNFSBT� 5IF EFGBVMU TUBUF PG UIF DBNFSBT JT EBSL� 5P BJE ஷ஫OEJOH B

HPPE GPDBM QPTJUJPO GPS UIF HSPXUI DIJQ TMJU XJUI SFTQFDU UP UIF PCKFDUJWF
 UIF XIJUF -&% JT UVSOFE PO

TP UIBU XF DBO BDRVJSF PQUJDBM JNBHJOH PG UIF HSPXUI DIJQ TMJU� 0ODF UIF TMJU JT JO GPDVT
 UIF XIJUF -&%

JT UVSOFE PஶG BOE UIF MBTFS JT EJSFDUFE JOUP UIF TMJU� 5IF MBTFS QPTJUJPO JT BMTP GSFF UPNPWF JO BMM EJSFDUJPOT

BOE XF UVOF JU TVDI UIBU UIF MBTFS GPDBM TQPU JT BU UIF TMJU� 5IJT JT EPOF CZ MPPLJOH BU UIF QSPஷ஫MF PG UIF

USBOTNJUUFE MBTFS CFBN� 5IF USBOTNJUUFE MBTFS CFBN XJMM CF QFSGFDUMZ DJSDVMBS BOE XJMM TIPX EFOTFTU

BNPVOU PG MJHIU XIFO JUT GPDVT JT BU UIF TMJU� 'PMMPXJOH UIFTF JOJUJBM JOTUSVDUJPOT
 TDBOOJOH UIF HSPXUI

DIJQ TMJU BDSPTT B TUBUJPOBSZ MBTFS CFBN XJMM FWFOUVBMMZ TIPX TVTQFOEFE $/5T BMPOH UIF TMJU� 'JOFS UVO�

JOH DBO CF EPOF PO UIF GPDVT PG UIF MBTFS BOE PCKFDUJWF BG஽FSXBSE� 'JHVSF ���� TIPXT FYBNQMFT PG UIF

MJWF JNBHJOH PG EJஶGFSFOU UZQFT PG $/5T�

��� 5৚ৗ "৥৥ৗয়৔৞৫ ৡ৘ ০৚ৗ $৓৤৔ৡৠ /৓ৠৡ০১৔ৗ�(৤৓ৢ৚ৗৠৗ )৫৔৤৛৖ %ৗ২৛৕ৗ

5IF QVSQPTF PG UIF3BZMFJHI TFUVQ JT UP BMMPX UIF VTFS UP TFF BOE DIBSBDUFSJ[F $/5TXJUI MJWF GFFECBDL


BOE UIFO UP USBOTGFS B EFTJSBCMF $/5 UP B UBSHFU BSFB JNNFEJBUFMZ� *O UIF QSFWJPVT TFDUJPO * EFTDSJCFE

IPX XF MPDBUF BOE DIBSBDUFSJ[F $/5T TVTQFOEFE BMPOH UIF TMJU JO B HSPXUI DIJQ� 5P CF BCMF UP UIFO

USBOTGFS UIF$/5POUP B UBSHFU BSFB
 UIJT UBSHFU BSFBOFFET UPCF DPBUFEXJUI B TVCTUBODF UIBU DBO FYQBOE


ஸ஼PX
 DPOGPSN BOE SFUSBDU TP UIBU B TVTQFOEFE $/5 DBO CF HSBCCFE BXBZ GSPN UIF HSPXUI DIJQ� 5IJT

SPMF JT GVMஷ஫MMFE CZ 1PMZ	NFUIZM NFUIBDSZMBUF
 	1.."
� 8JUIPVU JU UIF USBOTGFS PG $/5 XJMM OPU CF

QPTTJCMF BOE UIF SFBTPOJOH JT BT GPMMPXT� 5IF HFOFSBM JEFB PG USBOTGFSSJOH $/5 JT UP CSJOH UIF HSPXUI

DIJQ XJUI UIF TVTQFOEFE $/5T BOE UIF UBSHFU DIJQ JOUP DPOUBDU BOE IPQF UIBU UIF WBO�EFS8BBMT GPSDF

��



XJMM BUUSBDU UIF TVTQFOEFE $/5 BOE HSBC IPME POUP JU� #VU UIJT BTTVNFT UIBU UIF $/5 BOE UBSHFU

DIJQ DBO CF JO TVஶஷ஫DJFOUMZ DMPTF TVDI UIBU UIF BUUSBDUJPO DBO IBQQFO CVU UIJT JT VOMJLFMZ EVF UP UIF

MPDBM SPVHIOFTT PG UIF UXP DIJQT� 5IF $/5 JT OBOPNFUFST XJEF XIJDI JT PO UIF TBNF PSEFS PG UZQJDBM

TVCTUSBUF SPVHIOFTT� *U JT VOMJLFMZ UIBU UIF $/5 TJUUJOH PO B TVCTUSBUF UP TUBOE PVU� &WFO GPS UIF

TVTQFOEFE $/5
 JU JT WFSZ EJஶஷ஫DVMU GPS UIF UBSHFU TVCTUSBUF UP DPNF DMPTF UP JU CFDBVTF UIF HSPXUI BOE

UBSHFU DIJQT BXBZ GSPN UIF TVTQFOEFE $/5 SFHJPO XJMM IBWF B SPVHIOFTT UIBU DBO QSFWFOU UIF UXP

DIJQT GSPN CFDPNJOH ஸ஼VTI BHBJOTU FBDI PUIFS� %FTQJUF UIJT
 XF TUJMM XBOU UIF DIJQT UP CF BCMF UP DPNF

BT DMPTF UP B QFSGFDU DPOUBDU BT QPTTJCMF TP UIBU UIF GPMMPXJOH TUFQ XJMM IBWF UIF IJHIFTU QPTTJCMF DIBODF

PG IBQQFOJOH 	TFF TFDUJPO ���
� 0ODF UIF DIJQT BSF BT DMPTF UP FBDI PUIFS BT QPTTJCMF
 IFBUJOH UIF 1.."

XJMM GPSDF JU UP HP JOUP UIF HMBTT QIBTF
 XIJDI JT B WJTDPVT MJRVJE UIBU XJMM UIFO FYQBOE BOE CSJEHF UIF

SFNBJOJOH EJTUBODF CFUXFFO UIF $/5 BOE UIF UBSHFU BSFB� 5IF WJTDPVT 1.."XJMM CFHJO UP DPOGPSN

BSPVOE UIF $/5
 UIF WBO�EFS 8BBMT GPSDF XJMM BUUSBDU JU
 BOE UIFO ஷ஫OBMMZ VQPO DPPMJOH JU XJMM TISJOL


SFUSBDU BOE TPMJEJGZ BHBJO
 BOE JO UIF QSPDFTT HSBCCJOH UIF $/5 BXBZ GSPN UIF HSPXUI DIJQ�

5IF SPMF PG 1.." DBO CF GVMஷ஫MMFE CZ NBOZ PUIFS TVCTUBODFT 	NBJOMZ BOZ UIFSNPQMBTUJDT

 IPX�

FWFS
 1.." QSPWJEFT BO BEWBOUBHF BOE UIBU JT JU JT B IJHI SFTPMVUJPO FMFDUSPO CFBN 	FCFBN
 SFTJTU�

5IJT NFBOT UIBU ஷ஫OF TFMFDUJWF BSFBT DPBUFE JO 1.." DBO CF SFNPWFE BOE UIF TVCTUSBUF VOEFSOFBUI

DBO CF FYQPTFE� #FJOH BCMF UP PQFOأ B XJOEPX JO UIF ؤ"..1 JT DSJUJDBM CFDBVTF FWFOUVBMMZ UIFSF NBZ

CF B OFFE UP HFU SJE PG UIF 1.." UISPVHI FJUIFS JNNFSTJOH UIF FOUJSF TVCTUSBUF JOUP B TPMWFOU 	MJLF

"DFUPOF
 PS UISPVHI WBDVVN BOOFBMJOH� 5IF MJG஽�PஶG PG UIF 1.."XJMM DBVTF UIF $/5 UIBU XBT PSJHJ�

OBMMZ TUVDL POUP UIF 1.." UP CF MJG஽FE BOE ஸ஼PBU BXBZ GSPN UIF TVCTUSBUF� 5IF WBDVVN BOOFBMJOH PG

UIF 1.."XJMM DBVTF UIF $/5 PO JU UP UXJTU BOE CFOE CFDBVTF UIF 1.." FWBQPSBUFT VOFWFOMZ BOE

QPTTJCMZ WJPMFOUMZ� #Z PQFOJOH B XJOEPX JO UIF 1.." BOENBLJOH UIJT BSFB UIF UBSHFU BSFB
 EVSJOH B

$/5 USBOTGFS
 QBSU PG UIF $/5 XJMM CF HSBCCFE CZ UIF 1.." BOE QBSU PG UIF $/5 XJMM TFUUMF POUP

��



UIF FYQPTFE TVCTUSBUF� 5IF QBSU TFUUMFE POUP UIF FYQPTFE TVCTUSBUF XJMM CF TUSPOHMZ BODIPSFE EPXO

EVF UP UIF BUUSBDUJWF WBO�EFS 8BBMT GPSDF BOE UIJT JT FOPVHI UP IPME UIF FOUJSF $/5 EPXO� 4P EFTQJUF

QBSU PG UIF $/5 QPTTJCMZ ஸ஼PBUJOH BXBZ EVSJOH MJG஽PஶG
 UIF $/5 TUVDL UP UIF TVCTUSBUF SFNBJOT TUVDL

UP UIF TVCTUSBUF� 5IF $/5 BMTP SFNBJOT DPNQMFUFMZ TUSBJHIU JOTJEF UIF 1.." XJOEPX SFHBSEMFTT PG

UIF QSPDFTTJOH BG஽FSXBSET�

����� $৓৤৔ৡৠ /৓ৠৡ০১৔ৗ 5৤৓ৠ৥৘ৗ৤ 1৤ৡ৕ৗ৖১৤ৗ

'JHVSF ���� TIPXT UIF XIPMF $/5 USBOTGFS QSPDFTT� 8JUI UIF UBSHFU DIJQ POUP UIF USBOTGFS TUBHF
 XF

VTF UIF 3BZMFJHI TQFDUSPTDPQZ UP ஷ஫OE BOE DIPPTF UIF DBOEJEBUF $/5 BMPOH UIF TMJU JO UIF HSPXUI DIJQ

BG஽FS XIJDIXF QBSL UIF $/5 JO QMBDF� 5IF UBSHFU DIJQ JT CSPVHIU VQ DMPTFS UP UIF HSPXUI DIJQ CVU TUJMM

OPU UPVDIJOH� 8F GPDVT POUP UIF UBSHFU DIJQ BOE BMJHO UIF UBSHFU BSFB XJUI UIF QBSLFE BOE TUBUJPOBSZ

$/5�0ODF BMJHOFE
 XF CSJOH UIF UXP DIJQT UPHFUIFS BOE IFBU VQ UP BU MFBTU 140◦$ BOEXBJU GPS BU MFBTU

5NJOT� 5IF QPJOU IFSF JT UP BMMPX UIF 1.." UP ஸ஼PX BOE DPOGPSN BSPVOE UIF $/5� "G஽FS
 XF DPPM

UIF TUBHF UP BU MFBTU CFMPX 90◦$ BOE UIFO MPXFS UIF TUBHF�

5IF IZCSJE$/5ட(S EFWJDF JTNBEF CZ ஷ஫STU BTTFNCMJOH UIF #/�FODBQTVMBUFE(S TUBDL BT JOTQJSFE CZ

UIF PSJHJOBM QJDLVQ UFDIOJRVF��� 'PS UIF EFWJDFT JO UIJT UIFTJT
 CFDBVTF B UIJO I#/ JT UZQJDBMMZ VTFE UP

TFQBSBUF UIF(S GSPN UIF$/5
 BOE CFDBVTF UIJO I#/BSF IBSE UP CF QJDLFE VQ BMPOF CZ 1PMZQSPQZMFOF

DBSCPOBUF 	11$

 XF FNQMPZ UIF JOWFSUFE TUBDLJOH NFUIPE 	TFF BQQFOEJY '
� *O UIJT NFUIPE
 XF QJDL

VQ UIF MBZFST JO UIF JOWFSUFE PSEFS TP XF CFHJO CZ ஷ஫STU QJDLJOH VQ UIF UIJDL I#/ BOE BUUFNQU UP ஸ஼JQ

UIF FOUJSF TUBDL BU UIF FOE TVDI UIBU UIF UIJO I#/ JT GBDJOH VQXBSET� 'JHVSF ���� TIPXT UIF TUFQT UP UIF

TUBHF XIFSF UIF EFWJDF JT SFBEZ GPS B $/5 USBOTGFS� 'JSTU
 UIF TUBDL JT FUDIFE TP UIBU ஸ஼BLFT PS VOXBOUFE

QBSUT PO UIF TVCTUSBUF BSF SFNPWFE� 4FDPOE
 (S DPOUBDUT BSF NBEF 	TFF BQQFOEJY ' GPS NPSF EFUBJMT
�

"O JO�TJUV DPOUBDU FUDI BOENFUBM FWBQPSBUJPOXJUI B UJMUFE SPUBUJOH TUBHF BSF FNQMPZFE GPS CFTU DPOUBDU�

��



	B
 	C
 	D


'JHVSF ����� 5IF USBOTGFS QSPDFTT PG B DBSCPO OBOPUVCF� 5IF JNBHFT GSPN 	B
 UP 	D
 TIPX UIF USBOTGFS QSPDFTT JO
DISPOPMPHJDBM PSEFS� 5IF UPQ SPX BSF JNBHFT PG UIF USBOTGFS TUBHF QPTJUJPO
 UIF NJEEMF SPX BSF HSBQIJDT PG UIF
HSPXUI DIJQ 	XJUI B TVTQFOEFE $/5
 BOE UBSHFU TVCTUSBUF 	XJUI BO BSSBZ PG HPME FMFDUSPEFT BOE B SFE�QVSQMF
1.." XJOEPX

 BOE UIF CPUUPN SPX PG 	B
 BOE 	C
 BSF UIF PQUJDBM JNBHFT BT TFFO UISPVHI UIF NJDSPTDPQF
EVSJOH UIF USBOTGFS QSPDFTT XIJMF UIBU PG 	D
 JT BO 4&. JNBHF PG UIF UBSHFU TVCTUSBUF BG஽FS UIF USBOTGFS QSPDFTT�
#FHJOOJOH XJUI 	B

 XF QFSGPSN 3BZMFJHI TQFDUSPTDPQZ UP IVOU GPS B DBOEJEBUF $/5 BOE UIFO XF QBSL UIF
HSPXUI DIJQ JO QMBDF BOE NBSL UIF $/5 QPTJUJPO BT TFFO BU UIF CPUUPN JNBHF� 8F UIFO GPDVT POUP UIF UBSHFU
TVCTUSBUF BOE BMJHO UIF UBSHFU BSFB XJUI UIF NBSLFE QPTJUJPO PG UIF $/5� 0ODF UIF $/5 BOE UBSHFU BSFB BSF
BMJHOFE
 XF HFU UP 	C
 XIFSF XF TMPXMZ CSJOH UIF HSPXUI DIJQ BOE UBSHFU TVCTUSBUF JOUP DPOUBDU� 5IF CPUUPN
JNBHF TIPXT UIF NPNFOU XIFO UIF HSPXUI DIJQ BOE UBSHFU TVCTUSBUF BSF JO DPOUBDU� 6QPO DPOUBDU
 XF IFBU UIF
TUBHF VQ UP BU MFBTU 140◦$ TVDI UIBU UIF 1.." NFMUT BOE DPOGPSNT BSPVOE UIF $/5 UP HSBC JU� 8F XBJU BU
MFBTU 5NJOT BOE UIFO XF QSPDFFE UP 	D
 XIFSF XF DPPM BOE TMPXMZ EFUBDI UIF UBSHFU TVCTUSBUF GSPN UIF HSPXUI
DIJQ� 5IF CPUUPN JNBHF TIPXT BO 4&. JNBHF PG B $/5 USBOTGFSSFE POUP BO BSSBZ PG FMFDUSPEFT�

��



5IJSE
 QSF�NBEF FMFDUSPEFT GPS $/5 DPOUBDUT BSF EFQPTJUFE PO UPQ PG UIF EFWJDF� 5IFTF FMFDUSPEFT BSF

NBEF UIJO 	3/7/20 ON $S�1E�"V
 UP BWPJE UIF GPSNBUJPO PG CVOOZ FBST BMPOH UIF FWBQPSBUFE NFUBM�

#JMBZFS SFTJTU 	TFF BQQFOEJY ' GPS NPSF EFUBJMT
 JT VTFE UP GVSUIFS QSFWFOU CVOOZ FBST� #VOOZ FBST BSF

CBE GPS $/5 DPOUBDUT BT UIFZ DBO DVU JU PS DSFBUF B CJH LJOL PO UIF $/5 UIBU JODSFBTFT DPOUBDU SFTJT�

UBODF� 'JOBMMZ
 B 1.." XJOEPX JT PQFOFE PO UIF UBSHFU BSFB� 1.." "� PS "� TQVO BU 3000 SQN

BSF CPUI VTFE XJUI OP OPUJDFBCMF EJஶGFSFODF� 5IJT XJOEPX JT UZQJDBMMZ 40µN MPOH
 B MJUUMF TNBMMFS UIBO

UIF TMJU PG UIF HSPXUI DIJQ� 5IJT JT UP HVBSBOUFF UIBU UIF 1.." BOE UIF TVCTUSBUF DBO CPUI UPVDI UIF

TVTQFOEFE $/5 PO UIF HSPXUI DIJQ� 5IFZ BSF CPUI JNQPSUBOU JO HSBCCJOH BOE BODIPSJOH UIF $/5

EPXO POUP UIF TVCTUSBUF� 8JUI UIJT
 UIF EFWJDF JT SFBEZ GPS B $/5 USBOTGFS CZ GPMMPXJOH UIF TUFQT

EFUBJMFE BCPWF� 'JHVSF ���� TIPXT UIF HFOFSBM PVUMJOF PG UIF EFWJDF GBCSJDBUJPO� 5ZQJDBMMZ XJUIPVU SF�

NPWJOH UIF 1.."
 UIF EFWJDF JT XJSFCPOEFE BOE EJSFDUMZ MPBEFE JOUP UIF DSZPTUBU GPS NFBTVSFNFOUT�

����� 2১৛৕ঢ় 5৛ৢ ৡৠ $৓৤৔ৡৠ /৓ৠৡ০১৔ৗ $ৡৠ০৓৕০৥

" TJOHMF�XBMMFE $/5 JT PO UIF PSEFS PG B OBOPNFUFS JO EJBNFUFS XIJDI JT TNBMMFS UIBO UZQJDBM HSBJO

TJ[FT PG FWBQPSBUFENFUBMT 	HSBJO TJ[F PG FWBQPSBUFE HPME 	"V
 JT BCPVU UFOT UP IVOESFET PG OBOPNFUFST


XIFSFBT GPS DISPNJVN 	$S
 BOE QBMMBEJVN�HPME 	1E�"V

 XIJDI BSF SFHBSEFE BT IBWJOH TPNF PG UIF

TNBMMFTU HSBJO TJ[FT
 UIFZ BSF PO UIF PSEFS PG B GFX OBOPNFUFST
� "T B SFTVMU
 XFUUJOH UIF $/5 XJUI

NFUBM CFDPNFT WFSZ EJஶஷ஫DVMU BOE UIVT FTUBCMJTIJOH DPOTJTUFOU USBOTQBSFOU FMFDUSJDBM DPOUBDUT JT B CJH

DIBMMFOHF� 5P JNQSPWF UIF DPOUBDU ZJFME
 UIF DPOUBDU NFUIPE PG DIPJDF JT UP MBZ UIF $/5 PO UPQ PG QSF�

NBEF HPME FMFDUSPEFT� (PME JT VTFE CFDBVTF JU EPFT OPU PYJEJ[F 	BT PQQPTFE UP QBMMBEJVN PS DISPNJVN


B DPNNPO DPOUBDU NFUBM FYDFQU JU PYJEJ[FT
� 5IJT XBZ
 B QBSU PG UIF $/5 JT HVBSBOUFFE UP BMXBZT CF

NBLJOH QIZTJDBM DPOUBDU XJUI TPNF PG UIF NFUBM
 VOMJLF UPQ DPOUBDUT XIFSF UIF FWBQPSBUFE NFUBM DBO

��



'JHVSF ����� 5IF TUFQT UP NBLJOH B UBSHFU EFWJDF GPS DBSCPO OBOPUVCF USBOTGFS� 	B
 TIPXT UIF BTTFNCMFE I#/�
FODBQTVMBUFE (S TUBDL� 5IF PVUMJOF TIPXT UIF (S ஸ஼BLF� 	C
 TIPXT UIF TUFQ BG஽FS UIF FUDIJOH PG UIF ஸ஼BLF BOE
EFQPTJUJOH (S DPOUBDUT BG஽FS BO JO�TJUV DPOUBDU FUDI� 	D
 TIPXT UIF $/5 FMFDUSPEFT EFQPTJUFE PO UPQ PG UIF TUBDL�
5IF $/5 MFBET BOE (S BSF FMFDUSJDBMMZ JTPMBUFE� 	E
 TIPXT UIF 1.." USBOTGFS XJOEPX UIBU JT 40 µN MPOH
XSJUUFO PO UPQ PG UIF UBSHFU BSFB� 5IJT EFWJDF JT OPX SFBEZ GPS B $/5 USBOTGFS�

QPUFOUJBMMZ GPSN B IPMMPX UVOOFM TUSVDUVSF BSPVOE UIF $/5�"OPUIFS BEWBOUBHF PG MBZJOH EPXO$/5

POUP QSF�NBEF FMFDUSPEFT JT UIBU UIF $/5 DPOUBDU BSFB JT TUJMM FYQPTFE� 5IJT BMMPXT UIF DPOUBDU BSFB PG

UIF $/5 UP CF DMFBOFE GVSUIFS CZ DVSSFOU BOOFBM� $VSSFOU BOOFBMJOH JT QFSGPSNFE TJNQMZ CZ TFOEJOH

B MBSHF DVSSFOU UISPVHI UIF $/5 	DBO CF EPOF JO BNCJFOU DPOEJUJPOT
� 5IF UZQJDBM QSPDFEVSF JT UP

TMPXMZ SBNQ UIF CJBT WPMUBHF XIJMF EFUFDUJOH UIF DVSSFOU XJUI BO BNNFUFS� 5IF SBNQ SBUF GPMMPXFE JT

BCPVU 1 µ"�NJO BOE DVSSFOU JT VTVBMMZ SBNQFE UP 10 µ" 	UIF DBOPOJDBM DVSSFOU DBQBDJUZ PG B $/5

PO 4J02 JT BCPVU 25 µ" QFS TIFMM��
� 5IF IFBU HFOFSBUFE CZ UIF DVSSFOU JT UIPVHIU UP CF SFTQPOTJCMF

��



'JHVSF ����� 5IF HSBQIFOF�DBSCPO OBOPUVCF IZCSJE EFWJDF GBCSJDBUJPO TDIFNF� 8F ஷ஫STU BTTFNCMF B TUBOEBSE #/
FODBQTVMBUFE (S TUBDL� #FDBVTF UIJO #/ 	 4 − 10ON
 JT UZQJDBMMZ VTFE BU UIF UPQ
 UIF JOWFSUFE TUBDL NFUIPE JT
VTFE� 0ODF UIF TUBDL TJUT PO UIF TVCTUSBUF PG DIPJDF
 DPOUBDUT UP UIF (S BSF NBEF WJB FEHF DPOUBDU XJUI JO�TJUV
FUDIJOH� "G஽FS
 UIJO QSF�NBEF FMFDUSPEFT UPQQFE XJUI HPME JT GBCSJDBUFE PO UIF TUBDL PO XIJDI B $/5 PG DIPJDF
XJMM CF QMBDFE XJUI UIF $/5 USBOTGFS TFUVQ� 5IF FOE QSPEVDU JT B EFWJDF XIFSF UIF $/5 JT FMFDUSJDBMMZ JTPMBUFE
GSPN CVU TUJMM JO DMPTF QSPYJNJUZ UP UIF (S�

GPS SFNPWJOH UIF OFBSCZ JNQVSJUJFT TVDI BT QPMZNFS SFTJEVFT� 5IF PCTFSWBUJPO EVSJOH DVSSFOU BOOFBM

JT UIBU XIJMF IPMEJOH UIF WPMUBHF CJBT DPOTUBOU
 UIF DVSSFOU BMPOH UIF $/5 XJMM JODSFBTF PO JUT PXO�

$/5T XJUI JOJUJBM DPOUBDU SFTJTUBODFT PO UIF PSEFS PG B IVOESFE PG.0INT IBWF CFFO SFEVDFE UP MPX

IVOESFET PG L0INT�

��



&WFSZUIJOH XF IFBS ॼ BO PQJOJPO
 OPU B GBDU� &WFSZUIJOH

XF TFF ॼ B QFSTQFDUJWF
 OPU UIF USVUI�

.BSDVT "VSFMJVT

4
3FMBUJWJTUJD "OBMPHVF JO (SBQIFOF

/FBS UIF DIBSHF OFVUSBMJUZ QPJOU PG HSBQIFOF
 UIF FOFSHZ EJTQFSTJPO PG FMFDUSPOT JT MJOFBS BOE IFODF

MJHIU�MJLF� 5IJT JT B SFTVMU PG UIF FMFDUSPOTء FRVBUJPO PG NPUJPO CFJOH NBUIFNBUJDBMMZ BOBMPHPVT UP

UIF NBTTMFTT %JSBD FRVBUJPO XIJDI FஶGFDUJWFMZ SFOEFST UIF FMFDUSPOT BT SFMBUJWJTUJD BOE NBTTMFTT %JSBD

GFSNJPOT� 5IJT FMFDUSPOJD QSPQFSUZ BMMPXT UIF VOQSFDFEFOUFE TUVEZ PG SFMBUJWJTUJD QBSUJDMFT JO B DPO�

EFOTFE NBUUFS TZTUFN� *O UIJT DIBQUFS
 UIF CBDLHSPVOE BOE UIFPSFUJDBM DPNQPOFOUT PG UXP SFMBUJWJTUJD

QIFOPNFOB XJMM CF BEESFTTFE� 5IF ஷ஫STU JT UIF -PSFOU[ JOWBSJBODF PG UIF %JSBD FRVBUJPO
 XIJDI JT UIF

QSJODJQMF CFIJOE UIF PCTFSWBUJPO PG -BOEBV MFWFM DPMMBQTF EFUBJMFE JO DIBQUFS �� 5IF TFDPOE JT UIF

BUPNJD DPMMBQTF
 XIJDI JT B QIFOPNFOPO BOBMPHPVTMZ SFQSPEVDFE JO HSBQIFOF BOE B CSJFG DPOOFDUJPO

��



XJMM CF TIPXO JO DIBQUFS ��

��� 3ৗ৞৓০৛২৛৥০৛৕ &৞ৗ৕০৤ৡয়৓৙ৠৗ০৛৥য় ৛ৠ ৓ /১০৥৚ৗ৞৞

8F BSF BMM BDDVTUPNFE UP JNBHJOJOH UIJOHT JO UISFF TQBUJBM EJNFOTJPOT XIJDI JT EFTDSJCFE CZ 3�WFDUPST�

*O UIJT GPSNBMJTN UIF HPWFSOJOH FRVBUJPOT PG FMFDUSPEZOBNJDT؝ .BYXFMMءT FRVBUJPOT
 BSF XSJUUFO BT�

∇ ·E =
ρ

ϵ0
	(BVTTءT MBX

 	���


∇ ·B = 0 	(BVTTءT MBX GPS NBHOFUJTN

 	���


∇×E = −∂B
∂t

	'BSBEBZءT MBX

 	���


∇×B = µ0J+ µ0ϵ0
∂E

∂t
	.BYXFMM�"NQFSFءT MBX
� 	���


*O ����
 &JOTUFJO QVCMJTIFE UIF UIFPSZ PG TQFDJBM SFMBUJWJUZ UIBU FNCPEJFE BOE VOJஷ஫FE NBOZ PG UIF

UIFPSFUJDBM BOE FYQFSJNFOUBM SFTVMUT PO MJHIU PCUBJOFE CZ WBSJPVT OPUBCMF TDJFOUJTUT� *O IJT XPSL
 &JO�

TUFJO QPTUVMBUFT UIF GPMMPXJOH�

�� 5IF MBXT PG OBUVSF BSF JEFOUJDBM JO BMM JOFSUJBM GSBNFT PG SFGFSFODF�

�� 5IF TQFFE PG MJHIU c JT UIF TBNF UP BMM PCTFSWFST BU SFTU JO JOFSUJBM GSBNFT PG SFGFSFODF�

5IFTF UXP TUBUFNFOUT BSF UIF QPTUVMBUJPOT PG TQFDJBM SFMBUJWJUZ BOE B EJSFDU DPOTFRVFODF PG NBJOUBJO�

JOH UIF WBMJEJUZ PG UIF QPTUVMBUJPOT JO PVS QIZTJDBM MBXT JT UIBU UIF TQBUJBM BOE UFNQPSBM EJNFOTJPOT

NVTU CF JOUFSXPWFO� 5IJT GPVS EJNFOTJPOBM TQBDF XIFSF UJNF JT NFSFMZ BOPUIFS EJNFOTJPO KVTU MJLF

TQBDF JT DBMMFE TQBDFUJNF� *O UIF TQFDJBM DBTF XIFSF TQBDFUJNF JT ஸ஼BU JU JT DBMMFE .JOLPXTLJ TQBDFUJNF�

(FOFSJDBMMZ
 TQBDFUJNF DBO CF DVSWFE CVU POF DBO TBGFMZ BTTVNF UIBU MPDBMMZ 	FTQFDJBMMZ IFSF PO FBSUI


TQBDFUJNF JT ஸ஼BU BOE UIJT XJMM CF UIF BTTVNQUJPO UISPVHIPVU UIF UIFTJT�

��



5IF WBMJEJUZ PG TQFDJBM SFMBUJWJUZ IBT CFFO EFNPOTUSBUFE OVNFSPVT UJNFT BOE JU JT JOBSHVBCMF UIBU

UIF XPSME XF MJWF JO JT SFMBUJWJTUJD� 8JUI UIJT UIPVHIU JO NJOE
 .BYXFMMءT FRVBUJPOT DBO QPTTJCMZ CF

DBTU XJUI B EJஶGFSFOU BOE QFSIBQT B NPSF BDDVSBUF QFSTQFDUJWF� .BLF OP NJTUBLF
 .BYXFMMءT FRVBUJPOT

BSF DPSSFDU BT UIFZ TUBOE CVU DPODFBMFE JO UIFTF FRVBUJPOT JT B EFFQFS NBOJGFTUBUJPO PG UIF SFMBUJWJTUJD

SFBMJUZ XF MJWF JO� "T TIPXO CZ -PSFOU[ 	BOE B GFX PUIFST

 .BYXFMMءT FRVBUJPOT BSF JOWBSJBOU VOEFS

UIF -PSFOU[ USBOTGPSNBUJPO� 5IJT JT UP TBZ
 UIF FRVBUJPOT
 XIFO -PSFOU[ CPPTUFE UP BOPUIFS NPWJOH

JOFSUJBM GSBNF
 SFUBJO UIF FYBDU TBNFNBUIFNBUJDBM GPSN� -PPLJOH BU UIF FRVBUJPOT EJSFDUMZ
 JU JT IBSE UP

TFF UIJT -PSFOU[ JOWBSJBODF� 5IFSFGPSF
 UIFSF JT BO BEWBOUBHF JO CFJOH BCMF UP XSJUF PVU UIF FRVBUJPOT

UIBU JNNFEJBUFMZ TIPX -PSFOU[ JOWBSJBODF
 BOE UIJT JT TJNQMZ EPOF CZ XSJUJOH PVU UIF FRVBUJPOT JO B

-PSFOU[ DPWBSJBOU GPSN
 J�F� JO UFSNT PG GPVS�UFOTPST� *G UIJT JT QPTTJCMF
 XF TBZ UIBU UIF FRVBUJPOT BSF

-PSFOU[ JOWBSJBOU�

VBOUJUJFTߕ UIBU BSF FYQSFTTFE JO 4�WFDUPS GPSN BVUPNBUJDBMMZ TBUJTGZ &JOTUFJOءT QPTUVMBUFT PG SFMBUJW�

JUZ CFDBVTF CZ EFஷ஫OJUJPO B 4�WFDUPS JT B TFU PG GPVS OVNCFST UIBU USBOTGPSN BDDPSEJOH UP UIF -PSFOU[

USBOTGPSNBUJPO� 5IF JOUFSWBM EFஷ஫OFE CZ UIF 4�WFDUPS JT JOWBSJBOU
 J�F�
 UIFZ BSF UIF TBNF BDSPTT EJஶGFS�

FOU JOFSUJBM GSBNFT PG SFGFSFODF� 5IFNBHOJUVEF PG UIF 4�WFDUPS JT UIF JOUFSWBM BOE JT DBMMFE UIF -PSFOU[

JOWBSJBOU
 PS -PSFOU[ TDBMBS� 5IF 4�WFDUPST BSF GPSNVMBUFE CBTFE PO UIF GPVOEBUJPO PG UIF.JOLPXTLJ

TQBDFUJNF XIFSF TQBDF BOE UJNF BSF USFBUFE BU UIF TBNF MFWFM� #FMPX XF MJTU TFWFSBM SFMFWBOU POFT JO

��



UIFJS DPOUSBWBSJBOU GPSNT��

rα = (ct, r) 	GPVS�QPTJUJPO
, 	���


∂α =

(
1

c

∂

∂t
,−∇

)
	GPVS�HSBEJFOU
, 	���


pα =

(
ε

c
,p

)
	GPVS�NPNFOUVN
, 	���


Jα = (ρc,J) 	GPVS�DVSSFOU
, 	���


kα =

(
ω

c
,k

)
	GPVS�XBWFWFDUPS
, 	���


Aα =

(
φ

c
,A

)
	GPVS�QPUFOUJBM
, 	����


XIFSF UIF JOEJDFT DPSSFTQPOEFODF HPFT BT� {t, x, y, z} = {0, 1, 2, 3}
 XIJDI JT UP TBZ
 JOEFY 0 DPSSF�

TQPOET UP UIF UFNQPSBM EJNFOTJPO BOE JOEJDFT 1, 2, 3 BSF UIF TQBUJBM EJNFOTJPOT 	DPPSEJOBUFT PG UIF

3�WFDUPS
� 3FHBSEJOH EFTDSJCJOH FMFDUSPNBHOFUJTN JO .JOLPXTLJ TQBDFUJNF
 PS JO BOZ NPEFM GPS UIBU

NBUUFS
 UIFSF JT B OFFE UP FYQSFTT UIF GPVS�QPUFOUJBM JO UFSNT PG UIF FMFDUSPNBHOFUJD ஷ஫FMET CFDBVTF ஷ஫FMET

BSF UIF NPSF QIZTJDBMMZ FOMJHIUFOJOH RVBOUJUJFT� 6TJOH UIF GPMMPXJOH ஷ஫FMETء SFMBUJPOT XJUI UIF QPUFO�

�$POUSBWBSJBOU BOE DPWBSJBOU WFDUPST BSF QSPKFDUFE POUP CBTFT UIBU BSF PSUIOPSNBM UP POF BOPUIFS� "T B
SFTVMU
 B DPOUSBWBSJBOU WFDUPS IBT DPPSEJOBUFT 	EFOPUFE CZ TVQFSTDSJQUT
 UIBU TDBMF JOWFSTFMZ UP UIF CBTJTء MFOHUI
XIJMF B DPWBSJBOU WFDUPS IBT DPPSEJOBUFT 	EFOPUFE CZ TVCTDSJQUT
 UIBU TDBMF UPHFUIFS XJUI UIF CBTJTء MFOHUI� 5IFSF
JT B OFFE UP EJTUJOHVJTI DPOUSBWBSJBOU BOE DPWBSJBOU 4�UFOTPST CFDBVTF UPHFUIFS UIFZ DPOUBJO JOGPSNBUJPO BCPVU
UIF HFPNFUSZ PG TQBDFUJNF� *O UIF DBTF PG DVSWFE TQBDFUJNF
 XIFSF UIF NFUSJD JT OP MPOHFS BT TJNQMF BT FRVBUJPO
����
 UIF VTF PG DPOUSBWBSJBOU BOE DPWBSJBOU 4�UFOTPST CFDPNF DSJUJDBM� *O UIJT UIFTJT
 IPXFWFS
 XF XJMM POMZ EFBM
XJUI B ஸ஼BU TQBDFUJNF
 JO XIJDI DBTF UIFSF JT MJNJUFE SFBTPO UP VTF DPOUSBWBSJBOU BOE DPWBSJBOU WFDUPST FYDFQU BT
B CPPLLFFQJOH EFWJDF 	XIJDI DBO CF VTFGVM CFDBVTF UIFZ GPMMPX EJஶGFSFOU -PSFOU[ USBOTGPSNBUJPOT

 BT XFMM BT
UP GPMMPX DPOWFOUJPO JO UIF ஷ஫FME PG SFMBUJWJUZ� 6MUJNBUFMZ
 XIBU XF XBOU UP TIPX JT UIBU UIF %JSBD FRVBUJPO
JT -PSFOU[ JOWBSJBOU BOE GPMMPXJOH DPOWFOUJPO XJMM CF JNQPSUBOU BT POF XJMM TFF� 'PS UIF NZTUJஷ஫FE SFBEFS
 UIF
WFDUPST XF VTVBMMZ EFBM XJUI JT DPOUSBWBSJBOU� 5IF DPWBSJBOU WFDUPS JT UIF POF UIBU DBO DPOUBJO FYUSB JOGPSNBUJPO�
3FHBSEJOH UIF 4�WFDUPST
 JO ஸ஼BU TQBDFUJNF
 HPJOH GSPN DPOUSBWBSJBOU UP DPWBSJBOU UIF TQBUJBM JOEJDFT BDRVJSF B
OFHBUJWF TJHO SFMBUJWF UP UIF UFNQPSBM JOEFY� 'PS NPSF JOGPSNBUJPO PO UIF BQQMJDBUJPO PG UIJT NBUIFNBUJDBM UPPM
JO SFMBUJWJTUJD FMFDUSPEZOBNJDT
 UIF SFBEFS JT SFGFSSFE UP UIF DJUFE SFGFSFODF� ��

��



UJBMT�

E = −∂A
∂t

−∇φ, 	����


B = ∇×A, 	����


BOE XSJUJOH PVU UIF ஷ஫FMET FYQMJDJUMZ JO UFSNT PG UIF GPVS�QPUFOUJBM DPPSEJOBUFT
 POF DBO TFF B TZNNFUSZ

BSJTF JO UIF XBZ CPUI FMFDUSJD BOE NBHOFUJD ஷ஫FMET DBO CF XSJUUFO PVU� *U UVSOT PVU UIBU CPUI ஷ஫FMET DBO

CF FODPNQBTTFE JO POF FOUJUZ XIJDI JT B GPVS�UFOTPS DPOWFOUJPOBMMZ DBMMFE UIF FMFDUSPNBHOFUJD ஷ஫FME

UFOTPS�

Fαβ = ∂αAβ − ∂βAα =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −Ex
c −Ey

c −Ez
c

Ex
c 0 −Bz By

Ey

c Bz 0 −Bx

Ez
c −By Bx 0

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. 	����


"OPUIFS 4�UFOTPS DBO CF DPODPDUFE UP DPNQMJNFOU UIF FMFDUSPNBHOFUJD ஷ஫FME UFOTPS BOE UIJT PUIFS 4�

UFOTPS JT DBMMFE UIF EVBM FMFDUSPNBHOFUJD ஷ஫FME UFOTPS�

Gαβ =
1

2
εαβγδF

γδ =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 Bx By Bz

−Bx 0 Ez
c −Ey

c

−By −Ez
c 0 Ex

c

−Bz
Ey

c −Ex
c 0

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, 	����


��



XIJDI JT XSJUUFO JO DPWBSJBOU GPSN BOE XIFSF εαβγδ JT UIF -FWJ�$JWJUB TZNCPM HJWFO CZ�

εαβγδ =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

+1 JG {αβγδ} JT BO FWFO QFSNVUBUJPO PG {1, 2, 3, 4}

−1 JG {αβγδ} JT BO PEE QFSNVUBUJPO PG {1, 2, 3, 4}

0 PUIFSXJTF

, 	����


5P XSBQ VQ UIF EJTDVTTJPO PO 4�UFOTPST� 4�UFOTPST PG BOZ SBOL 	XIFSF B 4�WFDUPS JT B 4�UFOTPS PG

SBOL 1
 BMM USBOTGPSN GSPN BO JOFSUJBM GSBNF UP BOPUIFS BDDPSEJOH UP UIF -PSFOU[ USBOTGPSNBUJPO
 J�F�


UIFZ BSF BMM -PSFOU[ JOWBSJBOU� *O UIF DPOUSBWBSJBOU DBTF�

S′αβ... = Lα
κL

β
λ... S

κλ..., 	����


BOE JO UIF DPWBSJBOU DBTF�

S′
αβ... = (L−1)κα(L

−1)λβ ... Sκλ..., 	����


XIFSF S BOE S′ BSF BOZ GPVS�UFOTPS JO UIF MBC BOE NPWJOH JOFSUJBM GSBNFT SFTQFDUJWFMZ� 5IF -PSFOU[

USBOTGPSNBUJPO NBUSJDFT GPS B CPPTU JO UIF x EJSFDUJPO BSF HJWFO CZ�

Lα
β =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

γ −v
cγ 0 0

−v
cγ γ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (L−1)αβ =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

γ v
cγ 0 0

v
cγ γ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, 	����


��



XIFSF v JT UIF TQFFE PG UIF NPWJOH JOFSUJBM GSBNF BOE UIF -PSFOU[ GBDUPS JT HJWFO CZ�

γ =
1√(

1− v
2

c
2

) , 	����


XIJDI TIPVME OPU CF DPOGVTFE XJUI UIF HBNNB NBUSJDFT γi BOE γi 	DPOUSBWBSJBOU BOE DPOWBSJBOU

GPSNT
 XIJDI BSF JEFOUJஷ஫FE CZ UIF QSFTFODF PG TVQFSTDSJQUT PS TVCTDSJQUT� /PUF BMTP UIBU JU JT DPN�

NPO UP EFஷ஫OF β = v/c CVU XF XJMM SFGSBJO GSPN EPJOH UIJT IFSF UP BWPJE DPOGVTJPO XJUI UIF (SFFL

MFUUFS JOEJDFT� 5P HP GSPN DPOUSBWBSJBOU UP DPWBSJBOU
 UIF GPMMPXJOH PQFSBUJPO JT GPMMPXFE�

Sαβ... = gαγgβδ... S
γδ..., 	����


XIFSF JO UIF ஸ஼BU .JOLPXTLJ TQBDFUJNF 	BTTVNFE JO UIF FOUJSFUZ PG UIJT UIFTJT

 UIF NFUSJD JT HJWFO CZ�

gαβ = gαβ =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. 	����


5IF SFBTPO CFIJOE DPNJOH VQ XJUI UIF UXP FMFDUSPNBHOFUJD ஷ஫FME 4�UFOTPST JT UISFF�GPME� 'JSTU
 UIF

FMFDUSPNBHOFUJD ஷ஫FME UFOTPS UFMMT VT IPX FMFDUSJD BOE NBHOFUJD ஷ஫FMET USBOTGPSN GSPN POF GSBNF UP

BOPUIFS BOE IFSF XF TFF UIBU UIF UXP ஷ஫FMET BSF DPNQMFUFMZ JOUFSNJOHMFE� 8IFO XF NPWF GSPN GSBNF

UP GSBNF
 FWFO XIFO XF TUBSU PஶG XJUI BO FMFDUSJD ஷ஫FME BOE OPNBHOFUJD ஷ஫FME JO POF GSBNF
 XF NBZ FOE

VQ JOTUFBE XJUI POMZ B NBHOFUJD ஷ஫FME BOE OP FMFDUSJD ஷ஫FME JO UIF PUIFS� 5IF FMFDUSJD BOENBHOFUJD ஷ஫FME

SFBMMZ JT KVTU POF FOUJUZ XJUI EJஶGFSFOU NBOJGFTUBUJPOT� 5P TFF IPX UIF ஷ஫FMET USBOTGPSN
 XF QFSGPSN UIF

��



-PSFOU[ USBOTGPSNBUJPO PQFSBUJPO PO UIF FMFDUSPNBHOFUJD ஷ஫FME UFOTPS BT JO FRVBUJPO ����� 8JUI TPNF

UFEJPVTNBUI
 GPS B -PSFOU[ CPPTU GSPN UIF MBC GSBNF 	S
 UP UIFNPWJOH GSBNF 	S′
 USBWFMJOH BU WFMPDJUZ

v
 XF IBWF�

E′
|| = E||, E′

⊥ = γ(E⊥ + v ×B),

B′
|| = B||, B′

⊥ = γ

(
B⊥ − 1

c2
v ×E

)
.

	����


'PS UIF TFDPOE SFBTPO
 .BYXFMMءT FRVBUJPOT DBO OPX CF USBOTDSJCFE JO UFSNT PG UIF FMFDUSPNBHOFUJD

ஷ஫FME UFOTPST BT GPMMPXT�

∂αF
αβ = µ0J

β , 	����


∂αG
αβ = 0, 	����


5IJT TFU PG UXP FRVBUJPOT FODPNQBTTFT BMM GPVS PG.BYXFMMءT FRVBUJPOT BOE IFSF XF TFF IPX.BYXFMMءT

FRVBUJPOT CFMPOH JO UIF GPVS EJNFOTJPOBM TQBDFUJNF� 5IF TJHOJஷ஫DBODF PG UIJT JT
 TJODF .BYXFMMءT FRVB�

UJPOT DBO CF FYQSFTTFE JO B DPWBSJBOU GPSNVMBUJPO
.BYXFMMءT FRVBUJPOTNVTU CF -PSFOU[ JOWBSJBOU� 'PS

UIF UIJSE BOE ஷ஫OBM SFBTPO
 UIF FMFDUSPNBHOFUJD ஷ஫FME UFOTPST BSF VTFE UP EFUFSNJOF UIF ஷ஫FME�BTTPDJBUFE

-PSFOU[ JOWBSJBOUT� 6TJOH UIF UXP UFOTPST
 XF BSSJWF BU UIF GPMMPXJOH -PSFOU[ JOWBSJBOUT�

FαβF
αβ = JOWBSJBOU = 2

(
B2 − E2

c2

)
, 	����


FαβG
αβ = JOWBSJBOU = −4

c
E ·B. 	����


5IF ஷ஫STU JOWBSJBOU UFMMT VT UIBU JG UIFNBHOFUJD ஷ஫FME FOFSHZ JT HSFBUFS UIBO UIF FMFDUSJD ஷ஫FME FOFSHZ JO POF

GSBNF
 UIFO UIJT XJMM IPME USVF JO BMM PUIFS SFGFSFODF GSBNFT� 5IF TBNF BQQMJFT GPS UIF PQQPTJUF DBTF� *G

��



B < E/c JO POF GSBNF
 UIFOB < E/c GPS BMM GSBNFT� 'PS UIF DBTF PG MJHIU XIFSF UIF NBHOFUJD ஷ஫FME

FOFSHZ JT FRVBM UP UIF FMFDUSJD ஷ஫FME FOFSHZ
 UIF JOWBSJBOU JT [FSP XIJDI NFBOTB = E/c GPS BMM GSBNFT�

5IF TFDPOE JOWBSJBOU UFMMT VT UIBU JGE BOEB GPSN BO BDVUF 	PS PCUVTF BOHMF

 UIFO UIFZ XJMM NBLF BO

BDVUF 	PCUVTF
 BOHMF GPS BMM GSBNFT� *O UIF QBSUJDVMBS DBTF PG E · B = 0
 OPU POMZ XJMM UIF ஷ஫FMET CF

QFSQFQOEJDVMBS
 CVU POF DBO BMXBZT ஷ஫OE B SFGFSFODF GSBNF JO XIJDIE = 0 PSB = 0 EFQFOEJOH PO

B2 − E2/c2 < PS > 0
 J�F�
 UIF ஷ஫FME XJMM CFDPNF FJUIFS QVSFMZ NBHOFUJD PS QVSFMZ FMFDUSJD��� 5IF

JNQMJDBUJPOT PG UIFTF UXP -PSFOU[ JOWBSJBOUT XJMM TFSWF BT UIF CFODINBSL UFTUT GPS WFSJGZJOH XIFUIFS

(S FMFDUSPOT GBMM VOEFS UIF SFMBUJWJTUJD DBUFHPSZ� 5IJT UPQJD XJMM CF JOWFTUJHBUFE JO DIBQUFS ��

��� #৤৛ৗ৘ 5৛য়ৗ৞৛ৠৗ -ৗ৓৖৛ৠ৙ 6ৢ ০ৡ ০৚ৗ '১৞৞�'৞ৗ৖৙ৗ৖ 3ৗ৞৓০৛২৛৥০৛৕ 2১৓ৠ০১য়

5৚ৗৡ৤৫

5IF EBXO PG RVBOUVN UIFPSZ UPPL QMBDF UISPVHIPVU UIF Tء���� XIFO NBOZ PQQPTJOH QSPQPTJUJPOT

SFHBSEJOH UIF UIFPSZ XFSF NBEF� "MPOH XJUI UIF QSPQPTJUJPOT XFSF EJTDPWFSJFT UIBU POMZ HSBEVBMMZ

IJOUFE BU UIF FYJTUFODF PG UIF RVBOUVNXPSME 	PS NPSF DPSSFDUMZ
 UIF BUPNJD XPSME� 5IF JEFB PG RVBO�

UJ[BUJPO EJE OPU FYJTU UJMM MBUFS
� *U JT UIF UVSO PG UIF UXFOUJFUI DFOUVSZ UIBU UIF NBKPSJUZ PG TJHOJஷ஫DBOU

ஷ஫OEJOHT PDDVSSFE
 BMMPXJOH UIF RVBOUVN UIFPSZ UP USVMZ UBLF GPSN�

*O ����
 .BY 1MBODL QPTUVMBUFE UIBU FMFDUSPNBHOFUJD FOFSHZ DPVME POMZ CF FNJUUFE JO RVBOUJ[FE

GPSN 	MBUFS UFSNFE QIPUPO
 BOE JO NVMUJQMFT PG h؝ 1MBODLءT DPOTUBOU� 5IJT DPOTUBOU QVU UIF EFWFM�

PQNFOU PG RVBOUVN UIFPSZ POUP B SPBE�NBQ BOE TFSWFT BT UIF WFSZ GPVOEBUJPO UIBU BMM PG RVBOUVN

UIFPSZ SFTUT VQPO� *O UIF FOTVJOH TIPSU QFSJPE PG UJNF UIF XPSME XPVME TFF B ஸ஼VSSZ PG FYQFSJNFOUBM

BOE UIFPSFUJDBM EJTDPWFSJFT CVU JU XBT ���� XIFO -PVJT EF #SPHMJF QSPQPTFE UIF JEFB PG XBWF�QBSUJDMF

��



EVBMJUZ UISPVHI IJT NPTU GBNPVT FRVBUJPO�

λ =
h

p
, 	����


UIBU GVSUIFS DBUBQVMUFE UIF RVBOUVN UIFPSZ JOUP QSPNJOFODF� )FSF
 λ JT UIF EF #SPHMJF XBWFMFOHUI
 p

JT NPNFOUVN BOEh JT 1MBODLءT DPOTUBOU BTNFOUJPOFE� 5IJT FRVBUJPO
 XIJDI TUBUFT UIBU BOZUIJOH UIBU

IBT B NPNFOUVN XJMM BMTP IBWF B EFUFSNJOBCMF XBWFMFOHUI
 JT BSHVBCMZ POF PG UIF NPTU JOஸ஼VFOUJBM JO

QIZTJDT CFDBVTF JU JOTQJSFE &SXJO 4DIS¶EJOHFS UP DPNF VQ XJUI POF PG UIF NPTU JNQPSUBOU FRVBUJPO

JO UIF IJTUPSZ PG NBO�LJOE؝ 4DIS¶EJOHFSءT FRVBUJPO�

i! ∂
∂t

Ψ(r, t) =

[
− !2

2m
∇2 + V (r, t)

]
Ψ(r, t), 	����


XIFSF ! = h/2π JT UIF SFEVDFE 1MBODLءT DPOTUBOU
 m JT UIF NBTT PG UIF QBSUJDMF PG JOUFSFTU
 V (r, t)

JT UIF FOFSHZ QPUFOUJBM UIF QBSUJDMF FYQFSJFODFT BU B HJWFO QPTJUJPO BOE UJNF
 BOE ஷ஫OBMMZ
Ψ(r, t) JT UIF

XBWFGVODUJPO؝ B RVBOUJUZ XIPTF TRVBSFE BNQMJUVEF UFMMT VT EJSFDUMZ UIF QSPCBCJMJUZ PG ஷ஫OEJOH UIF

QBSUJDMF BU B DFSUBJO QPTJUJPO BOE UJNF� 5IJT FRVBUJPO DBO CF TJNQMZ WJFXFE BT B SFTUBUFNFOU PG FOFSHZ

DPOTFSWBUJPO CVU JO UIF MBOHVBHF PG RVBOUVN NFDIBOJDT� 5IF MFG஽�NPTU UFSN ZJFMET UIF UPUBM FOFSHZ


UIF ஷ஫STU UFSN PO UIF SJHIU IBOE TJEF ZJFMET UIF LJOFUJD FOFSHZ BOE UIF MBTU UFSN ZJFMET UIF QPUFOUJBM

FOFSHZ� 1VCMJTIFE JO ����
 UIJT FRVBUJPO IPMET USFNFOEPVT JNQPSUBODF BT JU DPNQMFUFMZ SFWPMVUJPOJ[FE

PVS VOEFSTUBOEJOH PG UIF VOJWFSTF� 0VS XPSME
 BT XF LOPX JU
 JT OPU EFUFSNJOJTUJD CVU QSPCBCJMJTUJD�

5IF FRVBUJPO
 IPXFWFS
 JT OPU DPNQMFUFMZ HFOFSBM BT JU POMZ EFTDSJCFT OPO�SFMBUJWJTUJD QBSUJDMFT�

%VSJOH UIF SJTF PG RVBOUVN UIFPSZ
 "MCFSU &JOTUFJO JOUSPEVDFE UIF UIFPSZ PG SFMBUJWJUZ JO XIJDI

POF PG UIF NBJO UBLFBXBZ QPJOUT JT UIBU UJNF JT NFSFMZ BOPUIFS QIZTJDBM EJNFOTJPO MJLF TQBDF BOE UIFZ

BMM CFMPOH UP B HSFBUFS DPNNPO FOUJUZ DBMMFE TQBDF�UJNF� 5IFSF JT OP SFBTPOXIZ POF EJNFOTJPO TIPVME

��



CF USFBUFE EJஶGFSFOUMZ UIFO BOZ PUIFS� #VU JG XF MPPL BU 4DIS¶EJOHFSءT FRVBUJPO XF DBO TFF UIBU TQBUJBM

EFSJWBUJWFT BSF TFDPOE PSEFS XIFSFBT UIF UJNF EFSJWBUJWF JT PG ஷ஫STU� 5IJT TVHHFTUFE UIBU TQBDF BOE UJNF

XFSF USFBUFE EJஶGFSFOUMZ JO UIF RVBOUVN UIFPSZ BOE UIBU TPNF TPSU PG SFDPODJMJBUJPO CFUXFFO TQBDF BOE

UJNF XBT SFRVJSFE�

*O ����
 1BVM %JSBD TVDDFTTGVMMZ DPNCJOFE UIF DPODFQUT GSPN UIF UIFPSZ PG SFMBUJWJUZ XJUI UIF POFT

GSPN RVBOUVN UIFPSZ BOE UIF SFTVMU XBT UIF %JSBD FRVBUJPO� 5IJT FRVBUJPO JT FTTFOUJBMMZ B NPEJஷ஫FE

4DIS¶EJOHFSءT FRVBUJPO BOE JT BCMF UP EFTDSJCF BDDVSBUFMZ UIF FஶGFDUT B QBSUJDMF FYQFSJFODFT EVF UP SFMBUJW�

JUZ XIJDI CFDPNFT NPSF QSPNJOFOU BT UIF QBSUJDMF USBWFMT DMPTFS UP UIF TQFFE PG MJHIU� *U JT JOUFSFTUJOH

UP OPUF UIBU JO IJT BUUFNQU UP ஷ஫OE UIF %JSBD FRVBUJPO
 1BVM %JSBD TJNQMZ USFBUFE UIF QSPCMFN BU IBOE

BT B NBUIFNBUJDBM POF BOE TPMWFE JU WJB NBUIFNBUJDBM NBOJQVMBUJPO
 NVDI MJLF IJT QSFEFDFTTPS &SXJO

4DIS¶EJOHFS XIP BMTP BSSJWFE BU IJT FRVBUJPO UISPVHI NBUIFNBUJDBM USJBM BOE FSSPS� 5IF QIZTJDBM JO�

UFSQSFUBUJPO POMZ DBNF BG஽FS�

5IF SPPU PG UIF%JSBD FRVBUJPO JT &JOTUFJOءT FOFSHZ�NPNFOUVN SFMBUJPO GPSNVMBXIJDIXBT EFSJWFE

JO &JOTUFJOءT TQFDJBM UIFPSZ PG SFMBUJWJUZ BOE JT HJWFO CZ�

ε2 = p2c2 +m2c4, 	����


XIFSF ε JT UIF FOFSHZ PG UIF QBSUJDMF
m JT UIF SFTU NBTT PG UIF QBSUJDMF
 c JT UIF TQFFE PG MJHIU BOE p JT UIF

NPNFOUVN PG UIF QBSUJDMF� #Z FNQMPZJOH UIF DPODFQU PG ஷ஫STU RVBOUJ[BUJPO
 XIJDI JOEJSFDUMZ NFBOT

USBOTGPSNJOH PCTFSWBCMFT JOUP PQFSBUPST UIBU DBO BDU PO B XBWFGVODUJPO
 XIFSF

ε = i! ∂
∂t

, p = −i!∇, 	����


��



XF BDRVJSF UIF GPMMPXJOH USBOTGPSNFE FOFSHZ�NPNFOUVN SFMBUJPO�

− !2∂
2Ψ(r, t)

∂t2
=
(
− !2c2∇2 +m2c4

)
Ψ(r, t). 	����


5IJT FRVBUJPO JT LOPXO BT UIF ,MFJO�(PSEPO FRVBUJPO BOE JT GVOEBNFOUBM UP UIF VOEFSTUBOEJOH PG

NPEFSO RVBOUVN UIFPSZ 	TVDI BT RVBOUVN ஷ஫FME UIFPSZ
 XIFSF UIF USFBUNFOU PG #PTPOT 	JOUFHFS TQJO


JT NPSF QSFWBMFOU BOEXIFSF UIJT FRVBUJPO JT NPSF BQQMJDBCMF� 5IF VTF PG UIJT FRVBUJPO
 XIFO JU DPNFT

UP DPOEFOTFE NBUUFS TZTUFNT XIJDI BSF EPNJOBUFE CZ GFSNJPOT 	IBMG TQJO

 JT SBUIFS MJNJUFE IPXFWFS�

"U UIF UJNF XIFO 1BVM %JSBD XBT GBDJOH UIJT FRVBUJPO
 IJT JOUFOUJPO XBT UP USBOTGPSN UIF TQBUJBM BOE

UJNF EFSJWBUJWFT UP ஷ஫STU PSEFS� 5IF SFBTPO CFIJOE UIJT XBT UIBU UIF ,MFJO�(PSEPO FRVBUJPO ZJFMEFE

TFFNJOHMZ VOQIZTJDBM TPMVUJPOT EVF UP JU CFJOH TFDPOE PSEFS
 J�F�
 JU BMMPXFE OFHBUJWF QSPCBCJMJUJFT 	BM�

UIPVHI UIF JOUFSQSFUBUJPO CFIJOE UIF TFFNJOHMZ VOQIZTJDBM TPMVUJPOTXBT MBUFS PO SFTPMWFE CZ3JDIBSE

'FZONBO��
� )JT TPMVUJPO UP USBOTGPSNJOH UIF FRVBUJPO JOUP B ஷ஫STU PSEFS FRVBUJPO 	CZ UBLJOH TRVBSF

SPPU PG CPUI TJEFT PG UIF FRVBUJPO QFSGFDUMZ
XBT UP DPOWFSU UIF FRVBUJPO JOUP B GPVS DPNQPOFOUNBUSJY

QSPCMFN� )F JOUSPEVDFE B GPVS�DPNQPOFOU XBWFGVODUJPO BOE 4 × 4NBUSJDFT UIBU XPVME BMMPX IJN

UP QSPQFSMZ UBLF UIF TRVBSF SPPU PG UIF PQFSBUPST� 5IF ஷ஫OBM GPSN IF BSSJWFE UP XBT�

i!∂Ψ(r, t)

∂t
=
(
− i!cα ·∇+ βmc2

)
Ψ(r, t). 	����


��



5IJT JT UIF %JSBD FRVBUJPO XSJUUFO PVU JO GVMM� 5IF NBUSJDFT IF JOUSPEVDFE XFSF�

β =

⎡

⎢⎣
I2 0

0 −I2

⎤

⎥⎦ , α1 =

⎡

⎢⎣
0 σx

σx 0

⎤

⎥⎦ ,

α2 =

⎡

⎢⎣
0 σy

σy 0

⎤

⎥⎦ , α3 =

⎡

⎢⎣
0 σz

σz 0

⎤

⎥⎦ ,

	����


XIFSF I2 JT UIF 2× 2 JEFOUJUZ NBUSJY BOEσ BSF UIF 1BVMJ NBUSJDFT HJWFO CZ�

σx =

⎡

⎢⎣
0 1

1 0

⎤

⎥⎦ , σy =

⎡

⎢⎣
0 −i

i 0

⎤

⎥⎦ , σz =

⎡

⎢⎣
1 0

0 −1

⎤

⎥⎦ . 	����


*U JT TPNFUJNFTNPSF VTFGVM UP DBTU UIF PSJHJOBM %JSBD FRVBUJPO JOUP UIF -PSFOU[ DPWBSJBOU GPSN 	XIJDI

JNQMJFT -PSFOU[ JOWBSJBODF
�

(ic!γµ∂µ −mc2)Ψ(r, t) = 0. 	����


5IJT JT UIF %JSBD FRVBUJPO JO DPWBSJBOU GPSN XSJUUFO JO &JOTUFJOءT OPUBUJPO
 NFBOJOH UIBU UIFSF JT BO

JNQMJFE TVNNBUJPO PWFS UIF UXJDF�SFQFBUFE JOEFYµXIJDI UBLFT PO UIF WBMVF PG 0, 1, 2, 3 BOE UIFZ DPS�

SFTQPOE UP UIF t, x, y, z EJNFOTJPOT SFTQFDUJWFMZ� ∂µ = (c−1∂/∂t,∇) JT UIF DPWBSJBOU GPVS�HSBEJFOU

BOE γµ BSF UIF 4 × 4 HBNNB 	PS %JSBD
 NBUSJDFT� 5IF NBUSJDFT 	JO DIJSBM SFQSFTFOUBUJPO BOE JO DPO�

��



USBWBSJBOU GPSN
 BSF BT GPMMPXT�

γ0 =

⎡

⎢⎣
0 I2

I2 0

⎤

⎥⎦ , γ1 =

⎡

⎢⎣
0 σx

−σx 0

⎤

⎥⎦ ,

γ2 =

⎡

⎢⎣
0 σy

−σy 0

⎤

⎥⎦ , γ3 =

⎡

⎢⎣
0 σz

−σz 0

⎤

⎥⎦ .

	����


/PUF UIBU UIFSF BSF NBOZ PUIFS HBNNB NBUSJDFT SFQSFTFOUBUJPOT� 5IF DIPJDFT XJMM XPSL BT MPOH UIFZ

PCFZ UIF GPMMPXJOH BOUJDPNNVUBUJPO SFMBUJPOT�

{γµ, γν} = γµγν + γνγµ = 2gµνI4 	����


XIFSF gµν JT UIF NFUSJD UFOTPS BOE I4 JT UIF 4 × 4 JEFOUJUZ NBUSJY� 5IJT BOUJDPNNVUBUJPO FOTVSFT

UIBU UIF TRVBSF SPPU PG UIF PQFSBUPST JT QPTTJCMF� 5IF FJHFOWFDUPS GPS UIF %JSBD FRVBUJPO JT UIF GPVS

DPNQPOFOU XBWFGVODUJPO�

Ψ(r, t) =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ψ+,↑(r, t)

Ψ+,↓(r, t)

Ψ−,↑(r, t)

Ψ−,↓(r, t)

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, 	����


XIFSF UIF FOUSJFT GSPN UPQ UP CPUUPN DPSSFTQPOE UP� QBSUJDMF XJUI VQ TQJO
 QBSUJDMF XJUI EPXO TQJO


BOUJ�QBSUJDMF XJUI VQ TQJO
 BOUJ�QBSUJDMF XJUI EPXO TQJO� BOE UIF FJHFOWBMVF JT TJNQMZ &JOTUFJOءT FOFSHZ�

NPNFOUVN SFMBUJPO HJWFO CZ FRVBUJPO ����� 5IF EJTDPWFSZ PG UIJT FRVBUJPO SFWFBMFE USFNFOEPVT

BNPVOU PG VOUBQQFE JOGPSNBUJPO BCPVU PVS XPSME BU UIF UJNF� *UT QSFEJDUJPO PG UIF FYJTUFODF PG QBS�

UJDMFT BOE BOUJ�QBSUJDMFT BT XFMM BT TQJO XFSF IZTUFSJDBM OPUJPOT UIBU POMZ QSPWFE UIBU XF LOFX CBTJDBMMZ

��



OPUIJOH� 5IF CJSUI
 SJTF
 DSZTUBMMJ[BUJPO PG UIF RVBOUVN UIFPSZ BOE MFBEJOH VQ UP OPX UIF VUJMJ[BUJPO

PG JU JO DPNNFSDJBM QSPEVDUT TVDI BT UIF RVBOUVN DPNQVUFS JT BO BNB[JOH OPO�ஷ஫DUJPO� "OE BMM UIJT JT

IBQQFOJOH JO KVTU B DFOUVSZ� 5P CF BCMF UP MFBSO BOE OPXXJUOFTT UIF EFWFMPQNFOU PG TVDI BO BCTUSBDU

ஷ஫FME IBT CFFO FYUSFNFMZ BXF�JOTQJSJOH�

4P GBS UIF XSJUUFO FRVBUJPOT BSF GPS 3 + 1 EJNFOTJPOT 	UISFF TQBUJBM BOE POF UFNQPSBM
� *O BOUJDJ�

QBUJPO PG EFBMJOH XJUI HSBQIFOF
 XF TIBMM NPWF PO UP JUT 2+ 1 EJNFOTJPOBM BOE NBTTMFTT DPVOUFSQBSU�

5IF FRVBUJPO CFDPNFT�

(ic!σµ∂µ)ψ(r) = 0, 	����


XJUI σµ = σµ GPS µ = {0, 1, 2} ⇔ {t, x, y} BOE σ0 = iσz � 5IF FJHFOGVODUJPO CFDPNFT B UXP�

DPNQPOFOU TQJOPS XJUI FBDI DPNQPOFOU DPSSFTQPOEJOH UP QBSUJDMF BOE BOUJ�QBSUJDMF 	TFF BQQFOEJY "

GPS EFUBJMT PO UIFXBWFGVODUJPO BOE IPX JU SFMBUFT UP(SءT MBUUJDF
� 5IF HBNNBNBUSJDFT IBWF FTTFOUJBMMZ

CFFO SFQMBDFE CZ UIF 1BVMJ NBUSJDFT XIJDI GPMMPX UIF TBNF BOUJDPNNVUBUJPO SFMBUJPOT�

{σµ,σν} = σµσν + σνσµ = 2I2. 	����


-JLF UIF 3% DBTF
 UIJT BOUJDPNNVUBUJPO BMMPXT UIF TRVBSF SPPU PG UIF PQFSBUPST UP CF UBLFO CVU JO

2% BOE MJLF UIF HBNNB NBUSJDFT
 UIFSF JT NPSF UIBO POF XBZ PG EFTJHOBUJOH UIF 1BVMJ NBUSJDFT� 5IF

JNQPSUBOU QPJOU IFSF JT UIBU UIF %JSBD FRVBUJPO SFUBJOT JUT -PSFOU[ DPWBSJBOU GPSN NFBOJOH UIBU UIF

FRVBUJPO JT TUJMM -PSFOU[ JOWBSJBOU JO 2%� *O UIF TUFBEZ�TUBUF DBTF XF BSF GPSDFE UP SFMJORVJTI UIF DPWBSJ�

BOU GPSNVMBUJPO BOE UIF UJNF JOEFQFOEFOU 2% NBTTMFTT %JSBD FRVBUJPO CFDPNFT�

cσ · pΨ(r) = εΨ(r), 	����


���



XIJDI XF DBO TFF IBT B )BNJMUPOJBO UIBU JT JEFOUJDBM UP (SءT FYDFQU vF JT SFQMBDFE CZ c 	TFF FRVBUJPO

���
� )FSF p = !q = !(qx, qy) = −i!(∂x, ∂y)��

5IF NBUIFNBUJDBM TJNJMBSJUZ IFSF NFBOT UIBU UIF FRVBUJPO PG NPUJPO PG (S FMFDUSPOT JT UIF TBNF

BT UIBU PG NBTTMFTT %JSBD 'FSNJPOT؝ BQBSU GSPN UIFJS TQFFET� #FBS JO NJOE UIBU (S FMFDUSPOT BSF TUJMM

USBWFMJOH BU POMZ ∼ c/300 XIJDI JT OPXIFSF OFBS SFMBUJWJTUJD TQFFET� 4P NPSF BDDVSBUFMZ TQFBLJOH


UIFTF FMFDUSPOT BSF QTFVEP�SFMBUJWJTUJD CVU UIJT EPFT OPU EFUSBDU UIF FRVJWBMFODF JO UIFJS PCTFSWBCMF

CFIBWJPST؝ BOE UIJT FRVJWBMFODF JT POF PG UIF NPTU PVUTUBOEJOH QSPQFSUZ PG (S BOE IBT CFFO QVU

UP UIF UFTU JO OVNFSPVT PDDBTJPOT� 0OF PG UIF NPTU TJHOJஷ஫DBOU FYQFSJNFOUT UIBU TVCTUBOUJBUFT UIF

QTFVEP�SFMBUJWJTUJD OBUVSF PG (S FMFDUSPOT JT ,MFJO UVOOFMJOH�

��� ,৞ৗ৛ৠ 5১ৠৠৗ৞৛ৠ৙

" CJH QBSU PG UIJT XPSL JT UP TUVEZ UIF FஶGFDUT PG B POF EJNFOTJPOBM QPUFOUJBM PO UIF NBTTMFTT %JSBD

GFSNJPOT
 XIJDI JT BOBMPHPVTMZ QSPWJEFE CZ HSBQIFOF JO UIF MPX FOFSHZ MJNJU� 5IJT QSPCMFN DBO CF

USBOTDSJCFE JOUP UIF GPMMPXJOH )BNJMUPOJBO�

H = !vF (σ · q) + V (x), 	����


XIFSF σ = (σx,σy) BSF UIF 1BVMJ TQJO NBUSJDFT BOE q = (qx, qy) BSF UIF NPNFOUB XJUI SFTQFDU

UP UIF %JSBD QPJOU JO UIF x, y EJSFDUJPOT POMZ 	TFF BQQFOEJY " GPS NPSF JOGPSNBUJPO SFHBSEJOH (SءT

)BNJMUPOJBO
� .PSF JNQPSUBOUMZ JT V (x)
 UIF FYUFSOBM POF EJNFOTJPOBM QPUFOUJBM� 5IF QSPஷ஫MF PG

UIJT QPUFOUJBM NVTU CF DPOTJEFSFE WFSZ DBSFGVMMZ� 5IF BCPWF )BNJMUPOJBO JT SFOEFSFE JOBQQMJDBCMF UP

UIF NBTTMFTT %JSBD GFSNJPOT PG (S XIFO V (x) JT BUPNJDBMMZ TIBSQ� 5IJT JT CFDBVTF PODF UIF QPUFOUJBM

�5IF NBTTMFTT %JSBD FRVBUJPO JT NPSF BDDVSBUFMZ LOPXO BT UIF 8FZM FRVBUJPO�

���



CFDPNFT BUPNJDBMMZ TIBSQ (S JT OP MPOHFS CMJOE UP UIF UXP TVCMBUUJDFT PG HSBQIFOF
 J�F� TVCMBUUJDF "

BOE # DBO CFIBWF EJஶGFSFOUMZ VOEFS UIF TBNF QPUFOUJBM� *O UIF QSFTFODF PG BUPNJDBMMZ TIBSQ QPUFOUJBMT


POF XPVME IBWF UP DPOTJEFS JOUFSWBMMFZ NJYJOH BOE JU XJMM CFDPNF OFDFTTBSZ UP DPOTJEFS UIF GVMM (S

)BNJMUPOJBO BT PQQPTFE UP UIF MPX FOFSHZ MJNJU BOE MJOFBS SFHJNF PG UIF )BNJMUPOJBO� 5IJT XJMM

DBVTF VT UP EFWJBUF GSPN UIF PSJHJOBM QSPCMFN XF XBOU UP QVSTVF�

5P SFUBJO UIF %JSBD FRVBUJPO PG (S XF IBWF UP PQFSBUF VOEFS UIJT DPOEJUJPO�

lE ≡

√
!vF

|∇V (r)| ≫ aDD. 	����


lE JT B MFOHUI UIBU EFஷ஫OFT UIF TIBSQOFTT PG UIF QPUFOUJBM CBSSJFS�� V (r)NVTU CF TNPPUI WBSZJOH DPN�

QBSFE UP UIF DBSCPO�DBSCPO CPOE MFOHUI 	aDD
�

*O UIF GPMMPXJOH
 XF XJMM CSJFஸ஼Z BEESFTT UIF NBUIFNBUJDBM EFTDSJQUJPO PG ,MFJO UVOOFMJOH� 8F XJMM

BMXBZT BTTVNF UIBU (S SFUBJOT JUT MJOFBS BOE MPX FOFSHZ MJNJU )BNJMUPOJBO
 IFODF JNQMJDJUMZ BTTVNJOH

UIF TNPPUIOFTT PG UIF QPUFOUJBMT XJUI SFTQFDU UP UIF BUPNJD MFOHUI TDBMF� 5IJT BTTVNQUJPO DBO BQUMZ

CF BQQMJFE UP PVS $/5ட(S IZCSJE EFWJDF� 0VS $/5 JT PO UIF PSEFS PG∼ 1 ONXJEF JO EJBNFUFS� 5IF

DMPTFTU TFQBSBUJPO CFUXFFO UIF $/5 BOE (S JT 4 ON� $POTJEFSJOH UIFTF UXP QBSBNFUFST
 BT POF TIBMM

TFF JO PVS FMFDUSPTUBUJD TJNVMBUJPO
 UIF TIPSUFTU TQBO PG UIF QPUFOUJBM CBSSJFS TJEF XBMM XJMM SPVHIMZ CF

lE ! 4 ON� 5IJT JT PWFS IVOESFET UJNFT MBSHFS UIBO UIF DBSCPO�DBSCPO CPOEJOH EJTUBODF 	acc ≈ 1.42

�
 BOE TP XF BSF TBGFMZ JO UIF TNPPUI QPUFOUJBM SFHJNF BMXBZT� 6OEFS UIJT TNPPUI QPUFOUJBM SFHJNF


UIFSF FYJTUT B TIBSQ BOE TNPPUI QPUFOUJBM SFMBUJWF UP UIF 'FSNJ XBWFMFOHUI� "T XF XJMM TFF
 UIF UXP

ZJFMET EJஶGFSFOU CFIBWJPST�

���



'JHVSF ���� *MMVTUSBUJPOT UP TIPX UIF EJTUJODUJPO CFUXFFO FMFDUSPO BOE IPMF� 5IF MFG஽ TIPXT B WBMFODF CBOE XJUI
BNJTTJOH FMFDUSPO� 5IF EZOBNJDT PG UIF XIPMF WBMFODF CBOE JO UIF FMFDUSPO QJDUVSF BSF HJWFO CZ BMM UIF PDDVQJFE
TUBUFT� 5IF SJHIU TIPXT B IPMF JO B IPMF CBOE� 5IJT IPMF EFTDSJCFT DPNQMFUFMZ UIF EZOBNJDT PG UIFXIPMF QBSUJBMMZ
ஷ஫MMFE WBMFODF CBOE�

����� $৞৓৤৛৘৛৕৓০৛ৡৠ� &৞ৗ৕০৤ৡৠ ২৥ )ৡ৞ৗ

8IFOFWFS UIFSF JT B OFFE UP BEESFTT CPUI WBMFODF BOE DPOEVDUJPO CBOET 	PS FYDJUBUJPOT PG FMFDUSPO�

IPMF QBJST BCPVU UIF 'FSNJ MFWFM

 UIFSF JT B OBUVSBM OFFE UP VTF UIF FMFDUSPO BOE IPMF DPODFQU� 0G஽FO

UJNFT XF ஷ஫OE PVSTFMWFT DPOGVTFE XIFO EFTDSJCJOH UIF TUBUF PG B NJTTJOH FMFDUSPO BOE B IPMF� 5IF UXP

BSF EJஶGFSFOU BOE CFMPX XF XJMM FMVDJEBUF UIF EJஶGFSFODF�

6Oஷ஫MMFE CBOET DPOUSJCVUF UP UIF PWFSBMM FMFDUSJDBM EZOBNJDT PG B TPMJE� 'PS B WBMFODF CBOE XJUI

NJTTJOH FMFDUSPOT
 B�L�B� QBSUJBMMZ ஷ஫MMFE WBMFODF CBOE
 UIF EZOBNJDT PG UIJT QBSUJDVMBS CBOE JT HJWFO

CZ BMM UIF FMFDUSPOT PDDVQZJOH UIF CBOE� 5P DBMDVMBUF UIF FMFDUSJDBM DVSSFOU GSPN UIJT CBOE XPVME CF

FYUSFNFMZ JODPOWFOJFOU� 5P GBDJMJUBUF EFTDSJCJOH UIF EZOBNJDT PG B QBSUJBMMZ ஷ஫MMFE WBMFODF CBOE
 XF DBO

JOUSPEVDF UIF DPODFQU PG B IPMF�

���



-PPLJOH BU ஷ஫HVSF ���
 XF IBWF JO UIJT DBTF B DIBSHF OFVUSBM HSBQIFOFXIFSF XF TIBMM DBMM UIF FOFSHZ BU

UIF DIFNJDBM QPUFOUJBM ε = 0� 5IF TUBUF UIBU UIFNJTTJOH FMFDUSPO JO UIF WBMFODF CBOEXPVME PUIFSXJTF

PDDVQZ IBT UIFTF EZOBNJD QSPQFSUJFT 	TUBUFE JO UFSNT PG QPMBSJUZ
� (−|ε|,−|q|,−|e|,−|m|,+|v|)�

5P TQFBL JO UFSNT PG IPMFT
 XF OFFE UP ஷ஫STU IBWF B DPOTUSVDUFE IPMF CBOE JO NJOE XIJDI JT DSFBUFE

UISPVHI UIFTF SFMBUJPOT 	POMZ WBMJE GPS TZNNFUSJD DPOEVDUJPO BOE WBMFODF CBOET
 XIJDI JT UIF DBTF GPS

HSBQIFOF
�

εh = −εe, 	����


kh = −ke, 	����


XIFSF UIF TVCTDSJQUh BOE e SFGFST UP UIF IPMF PG UIF IPMF CBOE BOE UIFNJTTJOH FMFDUSPO PG UIF QBSUJBMMZ

ஷ஫MMFE WBMFODF CBOE SFTQFDUJWFMZ� 5IJT TJNQMZ NFBOT UIBU UIF IPMF CBOE JT BO JOWFSTJPO PG UIF FMFDUSPO

WBMFODF CBOE JO CPUI FOFSHZ BOE NPNFOUVN TQBDF� )FSF
 k SFGFST UP UIF DSZTUBM NPNFOUVN XJUI

SFTQFDU UP UIF PSJHJO PG UIF #SJMMPVJO [POF BOE UIF BCPWF SFMBUJPO BQQMJFT UP UIF GVMM HSBQIFOF #;� *O

GPSNJOH UIF IPMF CBOE GPS HSBQIFOF
 POF XJMM TFF UIBU q = k − K 	UIF FMFDUSPO DSZTUBM NPNFOUVN

SFTQFDU UP UIF %JSBD QPJOU
 SJHIUGVMMZ CFDPNFT −q 	UIF IPMF NPNFOUVN JO UIF IPMF CBOE
� 5IF SF�

NBJOJOH QSPQFSUJFT TVDI BT FஶGFDUJWF NBTT BOE WFMPDJUZ JT HJWFO CZ UIF TBNF PSJHJOBM FRVBUJPOT FYDFQU

BQQMJFE POUP UIF IPMF CBOE� /PUF UIBU UIF OVNCFS PG IPMFT DPSSFTQPOET UP UIF OVNCFS PG NJTTJOH

FMFDUSPOT JO UIF QBSUJBMMZ ஷ஫MMFE CBOE� "T GPS UIF FMFDUSJD DIBSHF PG UIF IPMF
 JU JT QPTJUJWF BOE UIJT JT TP

UIBU UIF FRVBUJPO PGNPUJPO GPS UIF IPMF TUBZT DPOTJTUFOU XJUI UIF FRVBUJPO PGNPUJPO GPS UIF QBSUJBMMZ

ஷ஫MMFE CBOE UIBU UIF IPMF JT SFQMBDJOH��� 5P TVNNBSJ[F
 UIF EZOBNJDT PG UIF XIPMF WBMFODF CBOE XJUI

UIFNJTTJOH FMFDUSPO CFIBWFT FYBDUMZ BT UIPVHI JU XFSF B TJOHMF IPMF QBSUJDMF JO UIF IPMF CBOE PDDVQZJOH

UIF TUBUF� (+|ε|,+|q|,+|e|,+|m|,+|v|)� $BSF NVTU CF UBLFO UP EJTUJOHVJTI FMFDUSPOT JO UIF WBMFODF

���



CBOE BOE IPMFT SFQSFTFOUJOH B WBMFODF CBOE XJUI NJTTJOH FMFDUSPOT�� 'JOBMMZ
 LFFQ JO NJOE UIBU UIFSF

JT OP SFBM QBSUJDMF BTTPDJBUFE XJUI B IPMF� *U JT B RVBTJ�QBSUJDMF NBOJGFTUFE CZ UIF DPNCJOFE CFIBWJPS PG

BMM UIF FMFDUSPOT JO B QBSUJBMMZ ஷ஫MMFE CBOE�

����� 1% ,৞ৗ৛ৠ 5১ৠৠৗ৞৛ৠ৙ ০৚৤ৡ১৙৚ %৛৘৘ৗ৤ৗৠ০ 5৫ৢৗ৥ ৡ৘ 1ৡ০ৗৠ০৛৓৞৥

6TJOH UIF FRVBUJPO PG NPUJPO JO )FJTFOCFSHءT QJDUVSF
 UIF WFMPDJUZ PQFSBUPS GPS HSBQIFOF JO UIF MPX

FOFSHZ MJNJU BSPVOE UIFK WBMMFZ JT HJWFO CZ�

v ≡ dr

dt
=

i

! [H, r]

=
i

! [!vFσ · q, r]

= vFσ,

	����


XIFSFσ JT UIF VTVBM 1BVMJ TQJONBUSJY PQFSBUPS XIJDI DPNNVUFT XJUI r BOEq JT UIFNPNFOUVNXJUI

SFTQFDU UP UIF %JSBD QPJOU BOE IBT UIF VTVBM DPNNVUBUJPO SFMBUJPO XJUI SFBM TQBDF QPTJUJPO� 'SPN UIJT

XF DBO TFF UIBU UIF EJSFDUJPO PG WFMPDJUZ JT HJWFO CZ HSBQIFOFءT QTFVEP�TQJO BOE UIF NBHOJUVEF JT JUT

'FSNJ WFMPDJUZ 	BT GPS UIFK′ WBMMFZ
 UIF WFMPDJUZ PQFSBUPS JT HJWFO CZσ∗ JOTUFBE
� 5IF BWFSBHF WFMPDJUZ

PG B QBSUJDMF XJUI NPNFOUVN q JT UIFO�

v = ⟨Ψ(q)| vFσ |Ψ(q)⟩

= ±vF
q

|q| ,
	����


�*O HFOFSBM
 POF JT CFUUFS PஶG OPUNJYJOH QJDUVSFT GPS B HJWFO CBOE� IPXFWFS
 JO TPNF DBTFT TVDI BT "OESFFW SF�
ஸ஼FDUJPO
 UIFSF JT B OBUVSBM OFFE UP JODPSQPSBUF UIF JEFB PG CPUI FMFDUSPOT BOE IPMFT XJUIJO UIF TBNF CBOE� *O UIJT
QBSUJDVMBS DBTF
 FMFDUSPOT BOE IPMFT BSF TJNJMBSMZ EFஷ஫OFE CVUXJUI SFTQFDU UP UIF 'FSNJ MFWFM UIBU MJFT JOTJEF B CBOE�
5IJT TFSWFT UP EJTUJOHVJTI QBSUJDMFT BCPWF BOE CFMPX UIF 'FSNJ MFWFM� IPXFWFS
 JO UIJT UIFTJT
 UIJT QIFOPNFOPO JT
OPU SFMFWBOU BOE UIFSF JT OP OFFE UP XPSSZ BCPVU NJYJOH FMFDUSPOT BOE IPMFT JO UIF TBNF CBOE�

���



XIFSF QPTJUJWF BOE OFHBUJWF BSF GPS DPOEVDUJPO BOE WBMFODF CBOE FMFDUSPOT SFTQFDUJWFMZ� /PUF UIBU UIJT

JT UIF TBNF GPS UIF PQQPTJUF WBMMFZ� &YQFDUFEMZ
 UIF TFNJDMBTTJDBM BQQSPBDI GPS DBMDVMBUJOH HSPVQ WFMPDJUZ

	v = (1/!)∂ε/∂k
 ZJFMET UIF TBNF JOGPSNBUJPO UIPVHIPOFOFFET UPOPUF UIBU UIF TFNJDMBTTJDBM HSPVQ

WFMPDJUZ JT JOUFOEFE GPS B XBWFQBDLFU XIFSFBT UIF)FJTFOCFSH QJDUVSF EFTDSJCFT B RVBOUVNNFDIBOJDBM

TJOHMF QBSUJDMF�

/FYU VQ JT UP TFF XIFUIFS UIF WFMPDJUZ
 PS FRVJWBMFOUMZ UIF QTVFEPTQJO
 PG UIF FMFDUSPO JT DPOTFSWFE

PWFS UJNF BT JU USBWFSTFT UIF QPUFOUJBM CBSSJFS� *O UIF QSFTFODF PG B 1% QPUFOUJBM V (x)
 UIF UJNF FWPMV�

UJPO PG UIF x DPNQPOFOU WFMPDJUZ PQFSBUPS JO )FJTFOCFHءT QJDUVSF JT�

dvx
dt

=
i

! [H, vx]

=
i

! [!vFσ · q+ V (x), vFσx]

= 2v2Fσzqy.

	����


5P ஷ஫OE UIF WBMVF PG qy 
 XF OPUF UIBU CFDBVTF PG USBOTMBUJPOBM TZNNFUSZ JO UIF y EJSFDUJPO
 XF IBWF�

dqy
dt

=
i

! [H, qy] = 0, 	����


TP qy JT B DPOTUBOU
 J�F�
 qy(t) = qy(0)� "OE TP JG XF UBLF qy = 0
 XIJDI NFBOT UIF JODJEFOU FMFDUSPO

JT IFBEJOH QFSQFOEJDVMBS UP UIF QPUFOUJBM CBSSJFS
 UIF WFMPDJUZ PG UIF FMFDUSPO XJMM OPU DIBOHF؝ JU XJMM

QFOFUSBUF UISPVHI UIF CBSSJFS XJUIPVU GBJM� 5IJT JT BMTP SFGFSSFE UP BT DPOTFSWBUJPO PG QTFVEP�TQJO�

5IF QFSGFDU USBOTNJTTJPO BU BOHMFT QFSQFOEJDVMBS UP UIF QPUFOUJBM CBSSJFS JT B SPCVTU GFBUVSF SFHBSE�

MFTT PG UIF QPUFOUJBM UZQF BOE JT B USVF UFTUBNFOU UP (S FMFDUSPOءT BOBMPHPVT CFIBWJPS XJUI SFMBUJWJTUJD

QBSUJDMFT� *UT HFOFSBM USBOTNJTTJPO DIBSBDUFSJTUJDT TVDI BT UIF USBOTNJTTJPO BOHMF EFQFOEFODF
 IPXFWFS


XJMM IBWF UP CF DBMDVMBUFE EJஶGFSFOUMZ EFQFOEJOH PO UIF QPUFOUJBM CBSSJFS QSPஷ஫MF� 'PS B TIBSQ QPUFOUJBM

���



XIFSF lE ≪ λF 
 UIF USBOTNJTTJPO CFIBWJPS JT TPMWFE GPMMPXJOH UIF RVBOUVN UVOOFMJOH USFBUNFOU���

#Z JNQPTJOH UIF DPOUJOVJUZ DPOEJUJPOT PO(SXBWFGVODUJPOT TQBUJBMMZ BDSPTT UIF KVODUJPO
 GPS B CJQPMBS

TIBSQ QPUFOUJBM TUFQ XF IBWF�

|T (θ)|2 = − DPTθDPTθt
TJO2
(
θ+θt
2

) , 	����


XIFSF θ JT UIF JODJEFODF BOHMF BXBZ GSPN UIF OPSNBM BOHMF BOE UIF USBOTNJTTJPO BOHMF JT�

θt = TJO−1
(

ε

V0 − ε
TJOθ

)
+ π. 	����


5IF EFUBJMT PG UIF TIBSQ QPUFOUJBM JT JODPOTFRVFOUJBM UP UIF SFTVMU� 5IF UVOOFMJOH NFDIBOJTN JT TPMFMZ

SFMJBOU PO UIF DPOTFSWBUJPO PG (SءT QTFVEP TQJO BOE UIF FYJTUFODF PG NBUDIJOH FOFSHZ TUBUFT BG஽FS BOE

CFGPSF UIF QPUFOUJBM TUFQ� 4USJDUMZ TQFBLJOH
 UIJT JT OPU B UVOOFMJOH FஶGFDU CFDBVTF UIFSF JT OP DMBTTJDBMMZ

GPSCJEEFO SFHJPO BOE UIFSF JT OP QSPQBHBUJPO PG FWBOFTDFOU XBWFT���

'PS B CJQPMBS TNPPUI QPUFOUJBM TUFQ XIFSF lE ! λF 
 UIF TDFOBSJP XBT USFBUFE WJB NFUIPE PG MFBTU

BDUJPO��� 5IF USBOTNJTTJPO QSPCBCJMJUZ GPS UIF TNPPUI QPUFOUJBM JT�

|T (θ)|2 = e−π!vF q
2
y/eE = e−πqFwTJO2θ, 	����


XIFSF JO UIF MBTU TUFQ XF IBWF BTTVNFE UIF QPUFOUJBM ESPQ BU UIF CBSSJFS UP CF MJOFBS BOE HPFT BT

ε = eEw
 w CFJOH UIF QPUFOUJBM ESPQ EJTUBODF� 'PS UIF UVOOFMJOH BDSPTT B TNPPUI QPUFOUJBM
 JU JT

TIPXO UIBU BU OPO�IFBE�PO BOHMFT UIF UVOOFMJOH SFMJFT PO FWBOFTDFOU XBWFT QSPQBHBUJPO BOE IFODF JT

NPSF JO MJOF XJUI BDUVBM RVBOUVN UVOOFMJOH� 5IF USBOTNJTTJPO QSPCBCJMJUJFT PG UIF TIBSQ BOE TNPPUI

QPUFOUJBMT BSF DPNQBSFE BOE DPOUSBTUFE JO ஷ஫HVSF ���� 'PS CPUI TIBSQ BOE TNPPUI QPUFOUJBMT
 UIF USBOT�

NJTTJPO JT QFSGFDU JG UIF BOHMF PG JODJEFODF JT [FSP BT FYQFDUFE� " LFZ EJஶGFSFODF CFUXFFO UIFN JT UIBU

���



GPS UIF TIBSQ QPUFOUJBM DBTF
 USBOTNJTTJPO JT BMXBZT RVJUF MBSHF XIFSFBT GPS UIF TNPPUI QPUFOUJBM DBTF


UIF USBOTNJTTJPO QSPCBCJMJUZ EJFT PஶG TIBSQMZ BXBZ GSPN OPSNBM JODJEFODF� " LFZ UBLFBXBZ QPJOU IFSF

JT TNPPUI QPUFOUJBMT IBWF B USVF DPMMJNBUJPO FஶGFDU�

'PS UIF USBOTNJTTJPO DPFஶஷ஫DJFOU GPS B TRVBSF QPUFOUJBM CBSSJFS 	TIBSQ npn PS pnp QPUFOUJBM

 XF

GPMMPX UIF TBNF USFBUNFOU BT UIF TIBSQ CJQPMBS QPUFOUJBM� *NQPTJOH UIF DPOUJOVJUZ DPOEJUJPOT PO (S

XBWFGVODUJPOT TQBUJBMMZ BDSPTT BMM KVODUJPOT
 XF HFU JO UIF MPX FOFSHZ MJNJU�

|T (θ)|2 = DPT2θ
1− DPT2(q′xd)TJO

2θ
, 	����


XIFSF q′xd = −2πl
√
1− 2(ε/V0) + (ε/V0)

2DPT2θ BOE l = V0d/
√
2π!vF = V0d/2π�

�� 'JHVSF

��� TIPXT B DBTF GPSnpn UVOOFMJOH� "T BO FMFDUSPO HPFT GSPN UIF DPOEVDUJPO CBOE UP UIF WBMFODF CBOE

JO UIF CBSSJFS
 NPNFOUVN JT ஸ஼JQQFE CVU WFMPDJUZ TUBZT QPJOUFE JO UIF TBNF EJSFDUJPO BMPOH x� 5IJT JT B

SFTVMU PG QTFVEP�TQJO DPOTFSWBUJPO� 1TFVEP�TQJO JT ஸ஼JQQFE HPJOH GSPN DPOEVDUJPO UP UIF WBMFODF CBOE�

5IF SFBTPO WFMPDJUZ EPFT OPU ஸ஼JQ CVU NPNFOUVN EPFT JT UIBU FMFDUSJD DVSSFOU OFFET UP CF DPOTFSWFE

CVUNPNFOUVN JO UIF x EJSFDUJPO EPFT OPU� ,FFQ JONJOE UIBU UIJT XIPMF ,MFJO UVOOFMJOH QSPDFTT XF

BSF VTJOH TPMFMZ UIF FMFDUSPO QJDUVSF�5IBU JT
 BO FMFDUSPO JO UIF DPOEVDUJPO CBOE FOUFST B WBMFODF CBOE

BT BO FMFDUSPO
 PDDVQZJOH BO PSJHJOBMMZ FNQUZ TUBUF��� *U JT IFMQGVM UP UIJOL PG UIF WBMFODF CBOE BT CFJOH

FNQUZ 	UIPVHI PG DPVSTF JU JT OPU
 JO XIJDI DBTF UIF DPODFQU PG IPMF XJMM CFDPNF PVU PG QMBDF� 5IJT

FMFDUSPO TUBUF JO UIF WBMFODF CBOE JT UIFO USBOTQPSUFE BDSPTT UIF CBSSJFS XJUI BO PQQPTJUF NPNFOUVN

VOUJM JU IJUT UIF PUIFS KVODUJPO BOE SFWFSUT UP BO FMFDUSPO JO UIF DPOEVDUJPO CBOE�

'JHVSF ���C BOE ���D TIPX UIF USBOTNJTTJPO QSPCBCJMJUJFT BT GVODUJPOT PG UIF QPUFOUJBM XJEUI BOE

EFOTJUZ� *O CPUI DBTFT
 XF TFF B QFUBM TIBQF GPSN� 5IJT JT EVF UP 'BCSZ�1FSPU SFTPOBODF DBVTFE CZ UIF

DPOTUSVDUJWF JOUFSGFSFODFT PG UIF XBWFT JOTJEF UIF QPUFOUJBM� 5IF DPOEJUJPO GPS B QFBL JO USBOTNJTTJPO

���



	B
 	C


	D
 	E


'JHVSF ���� ,MFJO 5VOOFMJOH UISPVHI B CJQPMBS TUFQ QPUFOUJBM� 	B
 *MMVTUSBUJPO PG B TIBSQ TUFQ QPUFOUJBM 	DPSSF�
TQPOEJOH UP w = 0
� 	C
 *MMVTUSBUJPO PG B TNPPUI TUFQ QPUFOUJBM� 	D
 5IF USBOTNJTTJPO QSPCBCJMJUZ 	T2
 PG BO
FMFDUSPO GSPN UIF DPOEVDUJPO CBOE UP UIF WBMFODF CBOE BDSPTT B TUFQ QPUFOUJBM PG WBSZJOH XJEUIT 	w
� 5IF TUFQ
IFJHIU JT TFU UP CF V0 = 1 F7 BOE UIF DBSSJFS EFOTJUZ PG UIF JODJEFOU FMFDUSPOT JT TFU UP CF 1 × 1012 DN−2� 	E

5IF USBOTNJTTJPO QSPCBCJMJUZ 	T2
 PG BO FMFDUSPO GSPN UIF DPOEVDUJPO CBOE UP UIF WBMFODF CBOE BDSPTT B TIBSQ
	EPUUFE MJOFT
 BOE TNPPUI 	TPMJE MJOFT
 TUFQ QPUFOUJBM UIBU JT 100 ONXJEF XJUI WBSZJOH JODJEFOU FMFDUSPO DBSSJFS
EFOTJUJFT�

���



	B


	C
 	D


'JHVSF ���� ,MFJO 5VOOFMJOH UISPVHI B npn QPUFOUJBM CBSSJFS� 	B
 *MMVTUSBUJPO PG B TIBSQ npn QPUFOUJBM 	JO UIF
FMFDUSPO QJDUVSF
� 	C
 5IF USBOTNJTTJPO QSPCBCJMJUZ BT B GVODUJPO PG QPUFOUJBM XJEUI XJUI n = 8× 1012 DN−12�
	D
5IF USBOTNJTTJPOQSPCBCJMJUZ BT B GVODUJPOPG DBSSJFS EFOTJUZXJUId = 100ON� 5IF TUFQIFJHIU JTV0 = 1 F7�

���



QSPCBCJMJUZ JT XIFO UIF QPUFOUJBM DBO ஷ஫U UIF IBMG QFSJPE PG UIF XBWF
 TP UIF QFBLT PDDVS XIFO�

q′xd = πN, 	����


GPS N CFJOH BOZ JOUFHFS� q′ JT UIF XBWFWFDUPS JOTJEF UIF CBSSJFS BOE d JT UIF CBSSJFS XJEUI 	TFF ஷ஫HVSF

���B
� 8IBU SFNBJOT UP CF BEESFTTFE JT UIF TNPPUI CJQPMBS QPUFOUJBM CBSSJFS� *U UVSOT PVU UIF USFBU�

NFOU GPS UIJT TDFOBSJP JT OPU TUSBJHIUGPSXBSE BOE UIF USBOTNJTTJPO QSPCBCJMJUJFT EP OPU IBWF B DMFBO

QSFTFOUBCMF GPSN� 5IF HFOFSBM CFIBWJPS
 IPXFWFS
 DBO CF EFEVDFE CZ QVUUJOH UXP TNPPUI pn KVOD�

UJPOT JO TFRVFODF BOE ஷ஫OEJOH UIF USBOTNJTTJPO QSPCBCJMJUZ BDSPTT UIF UXP KVODUJPOT� %VF UP UIF QIBTF

BDDVNVMBUJPO XJUIJO UIF CBSSJFS BOE UIF OPO�[FSP SFஸ஼FDUJPO QSPCBCJMJUZ BU PCMJRVF BOHMFT
 UIJT SFTVMUT

JO B 'BCSZ�1FSPU CFIBWJPS BT TIPXO UIFPSFUJDBMMZ BOE FYQFSJNFOUBMMZ���
��

5IF UIFPSZ PG ,MFJO UVOOFMJOH XJMM CF B DPSF QBSU PG QIZTJDT JO UIF FYQFSJNFOU SFHBSEJOH FMFDUSPO

DPOஷ஫OFNFOU XIJDI XJMM CF TIPXO JO DIBQUFS �� *U BMTP IBT B EJSFDU DPOOFDUJPO UP POF PG UIF NPTU

XFMM�LOPXO QSPCMFNT JO IJHI FOFSHZ SFMBUJWJTUJD QIZTJDT� BUPNJD DPMMBQTF�

��� "০ৡয়৛৕ $ৡ৞৞৓ৢ৥ৗ

5IF JEFB PG BO BUPN XBT ஷ஫STU QPTUVMBUFE JO UIF FBSMZ Tء���� CZ +PIO %BMUPO� 'BTU GPSXBSE B DFOUVSZ


DPOTUJUVFOUT PG UIF BUPN MJLF UIF FMFDUSPO BOEOVDMFVT PG BO BUPNXFSF EJTDPWFSFE BOE UIFTF EJTDPWFSJFT

JMMVNJOBUFE TDJFOUJTUT UPXBSET B NPSF NJDSPTDPQJD EFTDSJQUJPO PG UIF BUPN� 5IF ஷ஫STU EFDBEF PG UIF

��UI DFOUVSZ TBX B ஸ஼VSSZ PG BUPNJD UIFPSJFT UIBU SFQMBDFE POF BG஽FS BOPUIFS� 5IF HFOFSBM QJDUVSF ஷ஫OBMMZ

UPPL B NPSF TFUUMFE GPSN JO #PISءT NPEFM XIJDI XBT CVJMU VQPO UIF JOJUJBM GPVOEBUJPO PG RVBOUVN

NFDIBOJDT BOE EFTDSJCFE FMFDUSPOT BT IBWJOH TUBUJPOBSZ PSCJUT BSPVOE B QPTJUJWFMZ DIBSHFE OVDMFVT�

0WFS UJNF
 XJUI GVSUIFS EFWFMPQNFOU PG RVBOUVN UIFPSZ UBLJOH QMBDF
 #PISءT NPEFM CFDBNF NPSF

���



SFஷ஫OFE BOE NBUVSF� 4IPSUMZ BG஽FS UIF SJTF PG %JSBDءT FRVBUJPO BOE JUT BQQMJDBUJPO UP UIF BUPNJD UIFPSZ


UIF BUPNJDCFIBWJPS CFDBNFVOQSFDFEFOUFEMZ DPOTJTUFOUXJUI FYQFSJNFOUBM SFTVMUT� )PXFWFS
 B HMBSJOH

QSPCMFN BMTP BSPTF XIJDI JOJUJBMMZ XBT UFSNFE B ���ؤDBUBTUSPQIFأ *U CFHJOT CZ TJNQMZ TPMWJOH %JSBDءT

FRVBUJPO XJUI B $PVMPNC 	PS DFOUSBM
 QPUFOUJBM�

[
(cα · p+ βmc2)− Ze

r

]
ψ(r) = εHψ(r). 	����


5IF FRVBUJPO EFTDSJCFT UIF IZESPHFO�MJLF BUPN XJUI BUPNJD OVNCFSZ BOE UIF TPMVUJPO JT�

εH = mc2
[
1 +

(Zα)2

(
n− |j|− 1

2 +

√(
j + 1

2

)2
− (Zα)2

)2

]− 1
2

. 	����


&YBNJOJOH UIF 1s2 TUBUF DBTF XIFSF n = 1 BOE j = 1/2 	TJOHMF TQJO

 UIF DBUBTUSPQIF XBT JG ;
 UIF

BUPNJD OVNCFS
 CFDBNF MBSHFS UIBO 1/α ≈ 137
 XIFSF α JT UIF ஷ஫OF TUSVDUVSF DPOTUBOU
 UIF FOFSHZ

CFDPNFT JNBHJOBSZ� 5IJT CFIBWJPS XBT OPU XFMM VOEFSTUPPE BOE GPS EFDBEFT UIFPSJTU TPVHIU GPS XBZT

BSPVOE UIF QSPCMFN� #Z UBLJOH JOUP BDDPVOU UIF ஷ஫OJUF TJ[F PG UIF OVDMFVT
 UIFZ XFSF BCMF UP QVTI UIF

DPOEJUJPO BU XIJDI UIF DBUBTUSPQIF PDDVST UP Z = 172 CVU UIFZ XFSF VOBCMF UP HFU SJE PG JU DPN�

QMFUFMZ� &WFOUVBMMZ
 BG஽FS UIF EJTDPWFSZ BOE BDDFQUBODF PG UIF FYJTUFODF PG QPTJUSPOT XIJDI DPOTUJUVUFE

UIF %JSBD DPOUJOVVN
 B QIZTJDBM JOUFSQSFUBUJPO DBNF GPS UIJT DBUBTUSPQIF BOE UIF QIFOPNFOPO XBT

UFSNFE BUPNJDأ DPMMBQTFؤ���
��

����� 4ৗয়৛৕৞৓৥৥৛৕৓৞ 1৛৕০১৤ৗ ৡ৘ "০ৡয়৛৕ $ৡ৞৞৓ৢ৥ৗ

"UPNJD DPMMBQTF DBO CF CFTU TFFO UISPVHI UIF TFNJDMBTTJDBM QFSTQFDUJWF BT TIPXO JO ஷ஫HVSF ���� *O UIF

OPO�SFMBUJWJTUJD DBTF
 UIF UPUBM FOFSHZ PG UIF PSCJUJOH FMFDUSPO JT UIF TVN PG UIF LJOFUJD FOFSHZ 	CMVF

���



'JHVSF ���� $PNQBSJTPO PG UIF IZESPHFO BUPN FOFSHZ JO UIF OPO�SFMBUJWJTUJD BOE SFMBUJWJTUJD DBTF� 	B
 TIPXT
UIF OPO�SFMBUJWJTUJD DBTF� 4VNNJOH UIF LJOFUJD BOE QPUFOUJBM FOFSHZ SFTVMUT JO B FOFSHZ QSPஷ஫MF UIBU IBT B FOFSHZ
NJOJNVN BU r0
 UIF #PIS SBEJVT� 	C
 TIPXT UIF SFMBUJWJTUJD SFHJNF� 5IF LJOFUJD FOFSHZ JT SFQMBDFE CZ &JOTUFJOءT
SFMBUJPO BOE EFQFOEJOH PO UIF WBMVF PGZ 
 UIFSF DBO FJUIFS CF B TUBCMF TPMVUJPO ZJFMEJOH UIF DPSSFDUFE #PIS SBEJVT
PS POF UIBU UFMMT VT UIBU UIF FMFDUSPO JT NPSF FOFSHFUJDBMMZ TUBCMF BU UIF OVDMFVT� 5IF MBUUFS CFIBWJPS JT UIF BUPNJD
DPMMBQTF�

DVSWF
 XIJDI IBT B 1/r2 EFQFOEFODF EVF UP UIF [FSP QPJOU FOFSHZ 	SFTUBUFNFOU PG 1BVMJءT FYDMVTJPO

QSJODJQMF
 BOE UIF QPUFOUJBM FOFSHZ DPNJOH GSPN UIF FMFDUSPTUBUJD BUUSBDUJPO UP UIF OVDMFVT XIJDI IBT

B−1/r EFQFOEFODF	PSBOHF DVSWF
� 5IF UPUBM FOFSHZ DPNFT UP UIF GPMMPXJOH�

ε =
!2

2mr2
− Ze2

4πϵ0r
. 	����


5IJT UPUBM FOFSHZ IBT B NJOJNVN BU B EJTUBODF DBMMFE UIF #PIS SBEJVT XIJDI EJDUBUFT UIF TJ[F PG UIF

BUPN BOE JT HJWFO CZ�

r0 =
4πϵ0!

2

me2
. 	����


���



5VSOJOH UP UIF SFMBUJWJTUJD DBTF XIJDI JT NVDI NPSF SFMFWBOU XIFO BUPNT CFDPNF IFBWJFS
 UIF LJOFUJD

UFSN JT SFQMBDFE CZ &JOTUFJOءT SFMBUJPO BOE UIF FOFSHZ FRVBUJPO CFDPNFT�

ε =

√
!c
r

2

+ (mc2)2 − Ze2

4πϵ0r
. 	����


5IJT FOFSHZ FRVBUJPO OFUT ZPV UXP CFIBWJPST� *G UIF BUPNJD OVNCFS Z JT CFMPX 1/α
 XIFSF α JT UIF

ஷ஫OF TUSVDUVSF DPOTUBOU
 BO FOFSHZ NJOJNVN FYJTUT BU B ஷ஫OJUF EJTUBODF BXBZ BOE UIJT JT UIF DPSSFDUFE

#PIS SBEJVT 	TFF HSBZ DVSWF JO ஷ஫HVSF ���

 CVU JGZ JT HSFBUFS UIBO PS FRVBM UP 1/α
 UIF NJOJNVN FYJTUT

BU OPXIFSF CVU BU UIF DFOUFS PG UIF OVDMFVT 	ZFMMPX DVSWF
� 5IJT TFDPOE CFIBWJPS JOEJDBUFT UIBU JG UIF

BUPNJD OVNCFS CFDPNFT IJHIFS UIBO∼ 137
 UIF FMFDUSPOT XPVME TQJSBM JOUP UIF OVDMFVT BOE UIF BUPN

XPVME DPMMBQTF� #Z UBLJOH JOUP BDDPVOU UIF ஷ஫OJUF TJ[F PG UIF OVDMFVT
 UIF UISFTIPME BU XIJDI BUPNJD

DPMMBQTF XPVME IBQQFO JT QSFEJDUFE UP CF XIFOZ = 172 BOE UIJT DPOEJUJPO JT UFSNFE TVQFSDSJUJDBMJUZ

ZDS�
��
��

����� 4৛৙ৠ৓০১৤ৗ৥ ৡ৘ "০ৡয়৛৕ $ৡ৞৞৓ৢ৥ৗ

'PDVTJOH PO UIF CFIBWJPS PG UIF 1s2 TUBUF
 	XIPTF CFIBWJPS DBO CF FYUFOEFE UP PUIFS IJHIFS FOFSHZ

TUBUFT
 BT Z JODSFBTFT UIF PSCJU PG UIF FMFDUSPOT XPVME CFHJO UP TISJOL 	ஷ஫HVSF �����C BOE D
� 0ODF

UIF BUPN SFBDIFT TVQFSDSJUJDBMJUZ
 UIF PSCJU TJ[F CFDPNFT PO UIF TBNF PSEFS BT UIF OVDMFVT TJ[F 	∼ 1.6

GN
� 5IF 1s2 CPVOE TUBUF DFBTFT UP FYJTU BOE UIJT JT NFBOU CZ UIF TUBUF OP MPOHFS CFJOH BT MPDBMJ[FE BT

CFGPSF� 5IF PSJHJOBMMZ CPVOE TUBUF NJYFT XJUI UIF OFHBUJWF FOFSHZ DPOUJOVVN TUBUFT BOE TQSFBET PVU

FOFSHFUJDBMMZ JO XJEUI UP UIF PSEFS PG Γ 	TFF ஷ஫HVSF �����B
� *O RVBOUVN FMFDUSPEZOBNJDT
 UIF WBDVVN

DBO CF JOUFSQSFUFE BT UIF OFHBUJWF FOFSHZ DPOUJOVVN DBMMFE UIF %JSBD TFB� *O UIJT OPNFODMBUVSF
 UIF

WBDVVN OPX DPOUBJOT−2e DIBSHFT IFODF UIF OPUJPO PG B DIBSHFE WBDVVN� 5IF DIBSHFE WBDVVN POMZ

���



'JHVSF ���� "UPNJD $PMMBQTF UIFPSZ (SBQIT BOE JMMVTUSBUJPOT� 	B
 UIF TJOHMF %JSBD 'FSNJPO FOFSHZ BT B GVODUJPO
PG UIF OVDMFVT DIBSHF 	Z
 JU JT PSCJUJOH� "T Z JODSFBTFT BCPWF UIF DSJUJDBM UISFTIPME NBSLFE CZ ZDS
 UIF FOFSHZ
TUBUFT CFHJO UP EJWF JOUP UIF OFHBUJWF FOFSHZ DPOUJOVVN POF CZ POF� 	C
 UIF XBWFGVODUJPO PG UIF FMFDUSPO PSCJU
QMPUUFE GPS EJஶGFSFOU Z � "T Z HPFT VQ
 UIF BUPNJD TJ[F
 EFOPUFE CZ UIF NBYJNVN PG UIF XBWFGVODUJPO
 UFOET
UPXBSET UIF TJ[F PG UIF OVDMFVT ∼ 1.6GN� 	D
 QMPU PG UIF NBYJNVN PG UIF XBWFGVODUJPO BT B GVODUJPO PG Z 

XIJDI JMMVTUSBUFT UIF SBQJE TISJOLJOH PG BUPNJD TJ[F� 	E
 UIF WBDVVN BSPVOE UIF OVDMFVT HFUT DIBSHFE MJOFBSMZ
BT Z HPFT BCPWF ZDS� 	F
 BOE 	଍
 BSF QJDUVSFT TIPXJOH UIF VOEFSDSJUJDBM BOE PWFSDSJUJDBM DBTFT SFTQFDUJWFMZ� *O UIF
PWFSDSJUJDBM DBTF
 UIF WBDVVN JNNFEJBUFMZ PVUTJEF UIF OVDMFVT JT DIBSHFE BOE IFODF TDSFFOT UIF ஷ஫FMET GSPN JU� "MM
QJDUVSFT BSF BEBQUFE GSPN UIF XPSL CZ (SFJOFS FU� BM� ��
��

���



JODSFBTFT JO VOJUT PG−2e BOE UIJT JT CFDBVTF FBDI TUBUF JT TQJO EFHFOFSBUF BOE DBO IPME UXP DIBSHFT� "

TQJO EFHFOFSBUF FNQUZ TUBUF UIBU EJWFT EPXO JOUP UIF OFHBUJWF FOFSHZ DPOUJOVVN XJMM BMTP DIBSHF UIF

WBDVVN XJUI−2e� 5IF JOUFSQSFUBUJPO JT BT GPMMPXT� BT TPPO BT BO FNQUZ CPVOE TUBUF NJYFT XJUI UIF

OFHBUJWF FOFSHZ DPOUJOVVN
 FMFDUSPOT GSPN UIF PDDVQJFE DPOUJOVVN MFWFMT XJMM TQPOUBOFPVTMZ ஷ஫MM UIF

FNQUZ CPVOE TUBUF BOE MFBWF IPMFT JO UIF DPOUJOVVN� 5IFTF IPMFT BSF QPTJUJWFMZ DIBSHFE QPTJUSPOT UIBU

HFU SFQFMMFE CZ UIF QPTJUJWFMZ DIBSHFE OVDMFVT BOE FTDBQF JOUP JOஷ஫OJUZ� 5IF PSJHJOBMMZ DIBSHF OFVUSBM

WBDVVN JT OPX UXP OFHBUJWF DIBSHFT NPSF UIBO OFVUSBM� 8JUI UIJT
 UIF WBDVVN DIBSHF POMZ JODSFBTFT

JO VOJUT PG−2e� 5IF QSFDJTF JODSFBTF PG WBDVVN DIBSHF EFQFOET POXIJDI TUBUF EJWFT JOUP UIF OFHBUJWF

DPOUJOVVN� 5IJT JT CFUUFS TIPXO JO ஷ஫HVSF �����E� 5IF GPSNBUJPO PG DIBSHFE WBDVVN UIFO TFSWFT UP

TDSFFO UIF OVDMFVT BOE TP MPPLJOH GSPN BXBZ UIF OVDMFVT
 XFXPVME POMZ CF BCMF UP EFUFDU BNBYJNVN

OVDMFVT DIBSHF ZDS� 5IJT FஶGFDUJWFMZ NFBOT UIBU JO UIF UIFPSZ PG RVBOUVN FMFDUSPEZOBNJDT UIF QPJOU

DIBSHF DBOOPU CF MBSHFS UIBOZcr = 172� ��

5IF TJHOBUVSF CFIBWJPST PG BUPNJD DPMMBQTF DBO BMM CF EFEVDFE GSPN UIF BUPNJD TPMVUJPO 	FRVBUJPO

����
 BOE UIFTF BSF TVNNBSJ[FE JO ஷ஫HVSF �����B� 'SPN UIF IZESPHFO BUPN TPMVUJPO
 JO UIF DBTF XIFO

Zα > j
 J�F� QBTU UIF TVQFSDSJUJDBMJUZ UISFTIPME
 UIF FOFSHZ DBO CF SFDBTU HFOFSJDBMMZ JOUP UXP UFSNT�

εH = −ε0 + iΓ. 	����


ε0 JT UIF QPTJUJPO PG UIF FOFSHZ MFWFMT PG UIF CPVOE TUBUF BOE Γ JT UIF JNBHJOBSZ DPNQPOFOU PG UIF

TPMVUJPO BOE SFGFST UP UIF MJGFUJNF PG UIF DPMMBQTFE TUBUF� 8IFO UIF CPVOE TUBUF EJWFT JOUP UIF OFHB�

UJWF DPOUJOVVN
 UIF TUBUF EPFT OPU EFDBZ BXBZ DPNQMFUFMZ CVU NBJOUBJOT B SFTPOBOU CFIBWJPS XJUI UIF

OFHBUJWF DPOUJOVVN TUBUFT� 5IJT JT SFQSFTFOUFE CZ UIF TQSFBEJOH PG UIF FOFSHZ MFWFM BDSPTT UIF DPOUJO�

VVN� 5IJT TQSFBEJOH DBO CF EFUFDUFE QIZTJDBMMZ CZ PQUJDBM BCTPSQUJPO TQFDUSPTDPQZ��� 5IF JOWFSTF PG

���



UIJT FOFSHZ XJEUI HJWFT UIF UJNFTDBMF GPS UIF VOTUBCMF OFVUSBM WBDVVN UP EFDBZ JOUP UIF TUBCMF DIBSHFE

WBDVVN� 5IJT UJNF TDBMF JT PO UIF PSEFS PG 10−19 T� ��

5IF FOFSHZ CFIBWJPS PG UIF DPMMBQTFE TUBUF JT�

δε0 ∼ (Z − ZDS). 	����


5IJT JT LOPXO BT UIF MJOFBS EJWJOH PG TUBUFT
 J�F� TUBUFT PODF DPMMBQTFE XJMM DPOUJOVPVTMZ EJWF EPXO JO B

MJOFBS GBTIJPO UPXBSET OFHBUJWF JOஷ஫OJUZ� 5IF MJGFUJNF CFIBWJPS JT�

Γ ∼ (Z − ZDS)
2, 	����


XIJDI JT LOPXO BT UIF RVBESBUJD TDBMJOH PG MJGFUJNF���

*O BUUFNQU UP PCTFSWF BUPNJD DPMMBQTF
 TDJFOUJTUT IBWF HPOF UP QBSUJDMF BDDFMFSBUPST UP CPNCBSE

BUPNT UP BSUJஷ஫DJBMMZ FOHJOFFS IFBWJFS BUPNT� 5P EBUF
 UIF IFBWJFTU BUPN FWFS DSFBUFE JT 0HBOFTTPO XJUI

Z = 118� �� 5IJT JT GBS GSPN TVQFSDSJUJDBMJUZ BOE UIF QPTTJCJMJUZ PG FWFS PCTFSWJOH JU TFFNFE HSJN� (S


IPXFWFS
 DBO QPTTJCMZ CSJOH MJHIU UP UIF TFFNJOHMZ GVUJMF QSPTQFDU PG PCTFSWJOH BUPNJD DPMMBQTF�

��� "০ৡয়৛৕ $ৡ৞৞৓ৢ৥ৗ�-৛ঢ়ৗ 3ৗ৥ৡৠ৓ৠ৕ৗ৥ ৛ৠ (৤৓ৢ৚ৗৠৗ

(SBQIFOF QSPWJEFT QBSUJDMFT UIBU CFIBWF BOBMPHPVTMZ XJUI SFMBUJWJTUJD QBSUJDMFT� 5IJT GVMஷ஫MMT UIF POF

NBJO SFRVJSFNFOU GPS PCTFSWJOH BUPNJD DPMMBQTF� *O BUPNJD DPMMBQTF B MJNJUJOH GBDUPS JT UIF ஷ஫OF TUSVD�

UVSF DPOTUBOU CFDBVTF JU EJDUBUFT UIF UISFTIPME PG TVQFSDSJUJDBMJUZ� *O WBDVVN α ∼ 1/137� *O (S
 UIF

FஶGFDUJWF ஷ஫OF TUSVDUVSF DPOTUBOU JTα(S ∼ 1� 5IJT NFBOT UIBU UIF DPOEJUJPO PGZα > 1 UP SFBDI TVQFS�

DSJUJDBMJUZ CFDPNFT SPVHIMZ 137 UJNFT FBTJFS UP BUUBJO JG BUPNJD DPMMBQTFXFSF UP IBQQFO JO(S� 5IFPSFU�

���



JDBMMZ
 JU NFBOT UIBU JG (S DBSSJFST BSF TVCKFDU UP B $PVMPNC UZQF QPUFOUJBM XJUI B DIBSHF Z = 1e
 UIF

DBSSJFST XPVME DPMMBQTF JOUP UIF DFOUFS PG UIJT QPUFOUJBM� 5IF EJஶஷ஫DVMUZ IFSF JT
 IPX EP XF PCTFSWF UIJT

QIFOPNFOPO JO B DPOEFOTFE NBUUFS TZTUFN 5IF POF TJHOBUVSF UIBU DBO CF QSPCFE JT UIF SFTPOBODF

JO UIF OFHBUJWF FOFSHZ DPOUJOVVN� 5IJT SFTPOBODF USBOTMBUFT UP B QFBL JO EFOTJUZ PG TUBUFT JO UIF IPMF

CBOE PG (S JG FMFDUSPOT XFSF DPMMBQTJOH� "O FYQFSJNFOU BMPOH UIJT MJOF PG UIPVHIU XBT QFSGPSNFE CZ

8BOH FU� BM� �� *O UIFJS FYQFSJNFOU
 UIFZ QMBDFE $B JPOT PO UPQ PG (S� 5IFTF JPOT BDUFE BT JNQVSJUJFT

UIBU UIFZ DBO NPWF BSPVOE XJUI UIFJS TDBOOJOH UVOOFMJOH NJDSPTDPQF 	45.
 UJQ� "G஽FS NPWJOH UISFF

$B UPHFUIFS
 UIFZ TBX UIBU UIF MPDBM EFOTJUZ PG TUBUFT 	-%04
 BSPVOE UIF DMVTUFS PG $B EFWFMPQFE B

QFBL JO UIF IPMF CBOE� 5IJT QSPWJEFE UIF ஷ஫STU FWJEFODF GPS BUPNJD DPMMBQTF�MJLF SFTPOBODFT JO (S�

��� 1%$ৡৠ৘৛ৠৗয়ৗৠ০ ৛ৠ(৤৓ৢ৚ৗৠৗ৓ৠ৖ ৛০৥$ৡৠৠৗ৕০৛ৡৠ৩৛০৚"০ৡয়৛৕$ৡ৞৞৓ৢ৥ৗ

" TJNJMBS FYQFSJNFOU DBO CF QFSGPSNFE JO PVS IZCSJE $/5ட(S EFWJDF CVU UIF JOJUJBM QSFNJTF JT DPN�

QMFUFMZ EJஶGFSFOU� *O PVS IZCSJE EFWJDFT
 UIF $/5 DBO TFSWF BT B 1% HBUF BOE UIF (S BT B IJHI NPCJMJUZ

2%&(XIFSFCZ UIJT IZCSJE TZTUFNBT BXIPMF DBOCFVTFE UP TUVEZ(S BT B RVBOUVNFMFDUSPOPQUJDT QMBU�

GPSN� 5IF $/5 DBO DSFBUF B QPUFOUJBM UIBU DPOஷ஫OFT FMFDUSPOJD XBWFT JO (S BOE QPTTJCMZ HVJEF UIFN

UISPVHIPVU UIF 2%QMBOF MJLF B OBOP�QIPUPOJDT XBWFHVJEF� 5IJT JT UP GVSUIFS UIF QSPHSFTT JO UIF ஷ஫FME

PG (S QMBTNPOJDT BOEXJMM CF UIF DFOUSBM UPQJD JO DIBQUFS �� )PXFWFS
 JO UIF WFJO PG (S FMFDUSPOT CFJOH

BOBMPHPVT UP SFMBUJWJTUJD BOENBTTMFTT%JSBD 'FSNJPOT
 XF DBO DPOTJEFS UIF TZTUFN BT BNFBOT UP BEESFTT

UIF 1% BUPNJD DPMMBQTF QSPCMFN� 5IF HPWFSOJOH FRVBUJPO PG UIJT IZCSJE TZTUFN JT�

(
!vFσ · p+ V$/5

)
ψ(x) = εψ(x). 	����


���



	B
 	C


	D
 	E


'JHVSF ���� &MFDUSJD QPUFOUJBM TJNVMBUJPO PG 1% XJSF PWFS 2% NFUBM� 	B
 XJSF JT BU 1.57 BOE 5 ON BCPWF NFUBM
QMBOF� 	C
 XJSF JT BU 1.757 BOE 7 ON BCPWFNFUBM QMBOF� 	D
 XJSF JT BU 27 BOE 10 ON BCPWFNFUBM QMBOF� $PNQBS�
JOH UIF QPUFOUJBM DPOUPVS JO 	B
 UP 	D
 XF TFF UIF QPUFOUJBM BU UIF 2% QMBOF CFDPNFT XJEFS BT UIF XJSF JT GBSUIFS
BXBZ GSPN UIF 2%QMBOF� 	E
 TIPXT EJSFDU DPNQBSJTPO PG QPUFOUJBM QSPஷ஫MFT GPS EJஶGFSFOU QIZTJDBM DPOஷ஫HVSBUJPOT�

)FSF XF DBO DIPPTF UIF FMFDUSPTUBUJD QPUFOUJBM HFOFSBUFE CZ UIF $/5 UP CF UIF TBNF BT POF HJWFO CZ

UIF QPUFOUJBM DSFBUFE CZ B DIBSHFE XJSF�

V$/5 =
Ne2

2πLϵ0ϵr
MO L√

x2 + d2
, 	����


XIFSF L JT UIF MFOHUI PG UIF $/5
N JT UIF OVNCFS PG DIBSHFT JO UIF $/5
 d JT UIF EJTUBODF CFUXFFO

UIF $/5 BOE (S BOE εr JT UIF EJFMFDUSJD DPOTUBOU PG I#/؝ UIF TQBDFS CFUXFFO $/5 BOE (S� /PUF

GPS UIF MJOF QPUFOUJBM XF DIPTF BSCJUSBSJMZ GPSx = L UP CF UIF SFGFSFODF QPUFOUJBM 	J�F� V (x = L) = 0


���



'JHVSF ���� 1PUFOUJBM EFQUI EVF UP DBSCPO OBOPUVCF DIBSHJOH� 5IF DBSCPO OBOPUVCF DBO CF DIBSHFE XJUI B
LOPXO OVNCFS PG DIBSHFT� 5IF QMPU TIPXT B DPOEVDUBODF PG B DBSCPO OBOPUVCF BT B GVODUJPO PG HBUF WPMUBHF�
*ODSFBTJOH UIF HBUF WPMUBHF XJMM DBVTF DIBSHFT UP QJMF VQ JO UIF DBSCPO OBOPUVCF POF CZ POF� 6TJOH UIJT LOPC
 XF
DBO DPOUSPMMBCMZ UVOF UIF QPUFOUJBM JNQPTFE PO HSBQIFOF� 5IF FYQFDUBUJPO JT PODF UIF $/5 CFDPNFT DIBSHFE
TVஶஷ஫DJFOUMZ
 HSBQIFOF DBSSJFST XJMM CFDPNF DPOஷ஫OFE XJUIJO UIF QPUFOUJBM DSFBUFE CZ UIF $/5�

BOE UIJT JT B TVJUBCMF SFGFSFODF QPJOU CFDBVTF L JT UZQJDBMMZ∼ 500 ON XIJDI JT NVDI HSFBUFS UIBO UIF

SFHJPO UIF $/5 JT TFOTJUJWF UP BT XFMM BT UIF SFHJPO PG JOUFSFTU� 8F FTUJNBUF UIJT SFHJPO PG TFOTJUJWJUZ

UP CF PO UIF PSEFS PG UIF GVMM XJEUI IBMG NBYJNVN 	'8).
 PG UIF QPUFOUJBM DPNJOH GSPN UIF 1%

XJSF� 0VS FMFDUSPTUBUJD TJNVMBUJPOT TIPX UIBU UIF QPUFOUJBM EVF UP B 1% XJSF PWFS 2% QMBOF HFPNFUSZ

EJFT PஶG RVJDLMZ CFZPOE UIF TQBDFS EJTUBODF 	TFF ஷ஫HVSF ���
� 5IJT TQBDFS EJTUBODF JT HJWFO CZ UIF I#/

UIJDLOFTT BOE JO PVS EFWJDFT JU UZQJDBMMZ SBOHFT GSPN 4 UP 10 ON
 XIJDI JT NVDI TNBMMFS UIBO L� 5IJT

KVTUJஷ஫FT UIF DIPTFO GPSN GPS UIF 1% QPUFOUJBM�

5IF JEFB JT UP UIFO VTF UIF $/5 BT B UVOBCMF DIBSHF TUSJOH BOE BT B MPDBM QSPCF BU UIF TBNF UJNF� #Z

HSBEVBMMZ JODSFBTJOH UIF OVNCFS PG DIBSHFT JO UIF $/5
 UIF QPUFOUJBM JO (S DSFBUFE CZ UIF $/5 DBO

CFDPNF EFFQ FOPVHI UP USBQ FMFDUSPOT 	BT EFQJDUFE JO ஷ஫HVSF���
� 5IJT NBZ SFTVMU JO QFBLT JO EFOTJUZ

���



PG TUBUFT UIBU UIF $/5 DBO EFUFDU UISPVHI UIF MPDBM DPNQSFTTJCJMJUZ NFBTVSFNFOU� 5IF OBUVSF PG UIJT

QFBLT DBO CF JOUFSQSFUFE BT BUPNJD�DPMMBQTF MJLF SFTPOBODFT BOE CFMPX XF TIPX IPX UIJT NBZ CF UIF

DBTF�

����� 4৛য়১৞৓০৛ৡৠ ৡ৘ (৤৓ৢ৚ৗৠৗ %ৗৠ৥৛০৫ ৡ৘ 4০৓০ৗ৥ ৩৛০৚ 1% 1ৡ০ৗৠ০৛৓৞

'JHVSF ��� TIPX UIF TJNVMBUJPO PG UIF (S %04 EVF UP UIF 1% QPUFOUJBM HJWFO CZ FRVBUJPO ����� 5IF

DBMDVMBUJPO JT EPOF CZ OVNFSJDBMMZ TPMWJOH FRVBUJPO ����� *O UIF DBMDVMBUJPO
 UIF y EJSFDUJPO JT BTTVNFE

UP CF USBOTMBUJPOBMMZ JOWBSJBOU BOE UIF QSPCMFN JT SFEVDFE JOUP B 1%QSPCMFN UIBU FYUFOET BMPOH UIF x

BYJT� 8JUI UIJT JO NJOE
 UIF XBWFGVODUJPO UBLFT UIF GPSN�

ψ(x) = Ceiqyy

⎡

⎢⎣
uA(x)

uB(x)

⎤

⎥⎦ , 	����


XIFSF qy JT UIF NPNFOUVN BMPOH UIF y EJSFDUJPO
 uA(B) JT UIF XFJHIU PG UIF XBWFGVODUJPO PO TVC�

MBUUJDF A(B)
 BOE C JT UIF OPSNBMJ[BUJPO DPOTUBOU� 1MVHHJOH UIF XBWFGVODUJPO JOUP ���� XF HFU UXP

DPVQMFE FRVBUJPOT�

∂xuA =

(
− ε

!vF
+ V$/5

)
uB + qyuA,

∂xuB =

(
ε

!vF
− V$/5

)
uA − qyuA.

	����


5IF x WBSJBCMF JO UIF FRVBUJPOT BSF ஷ஫STU EJTDSFUJ[FE JOUP VOJUT PG d/10� 5IF DPVQMFE FRVBUJPOT BSF

TPMWFE OVNFSJDBMMZ XJUI B CPVOEBSZ DPOEJUJPO PG uA(x = 200 · d) = uB(x = 200 · d) = 1�

5IF XBWFGVODUJPO JT UIFO OPSNBMJ[FE XJUIJO UIF TBNF CPVOEBSJFT� 5IF %04 JT HJWFO CZ |ψ(x)|2� 5P

SFஸ஼FDU UIF GBDU UIBU UIF $/5 JT POMZ TFOTJUJWF UP UIF%04 KVTU CFMPX JU
 XF EFஷ஫OF BO FஶGFDUJWF%04 UIBU

���



JT UIF DPOWPMVUJPO PG |ψ(x)|2 XJUI B (BVTTJBO GVODUJPO
 TJNJMBSMZ EPOF CZ 1FSFT FU� BM� �� 5IF 2%QMPUT

TIPXO JO ஷ஫HVSF ��� BSF BDRVJSFE CZ TPMWJOH GPS BMM ε BOE qy XIFSF UIF UXP BSF EJTDSFUJ[FE JOUP VOJUT PG

!vFπ/L BOE π/L SFTQFDUJWFMZ�

5IF TJNVMBUJPO TIPXT TJHOBUVSFT UIBU BSF SFNJOJTDFOU PG BUPNJD DPMMBQTF� 'JSTU
 BT UIF DIBSHF JO

UIF $/5 JT JODSFBTFE
 B TQJLF�MJLF GFBUVSF CFHJOT UP GPSN PO UIF TVSGBDF PG UIF %JSBD DPOF� 5IF TQJLF

DPSSFTQPOET UP B QFBL JO %04� 'PS UIF DBTF XIFO UIF $/5 JT DIBSHFE QPTJUJWFMZ 	QPTJUJWF N 

 UIF

TQJLF GPSNT BU UIF UPQ PG UIF WBMFODF 	IPMF
 CBOE� "T UIF $/5 DIBSHF JODSFBTFT GVSUIFS
 UIF TQJLF

CFHJOT UP EJWF EPXO UPXBSET OFHBUJWF FOFSHJFT XIJMF CFDPNJOH XJEFS� "U UIF TBNF UJNF OFX TQJLFT

CFHJO UP GPSN BCPWF BOE EJWF BT XFMM� 5IJT JT SFNJOJTDFOU PG BO FMFDUSPO DPMMBQTJOH JOUP B QPTJUJWFMZ

DIBSHFE OVDMFVT
 BG஽FS XIJDI
 UIF FMFDUSPOJD TUBUFT GPSN B SFTPOBODF JO UIF IPMF CBOE UIBU HFUT XJEFS

BOE CFHJOT UP EJWF EPXO UPXBXSET OFHBUJWF JOஷ஫OJUZ XJUI BEEJUJPOBM SFTPOBODFT UP GPMMPX� *O DIBQUFS

�
 XF XJMM DPOUJOVF UP ESBX DPOOFDUJPOT CFUXFFO UIF TJHOBUVSFT PG BUPNJD DPMMBQTF BOE UIF CFIBWJPS

PG HVJEFE NPEFT EVF UP 1% DPOஷ஫OFNFOU� "T B DPODMVEJOH SFNBSL
 EFTQJUF UIF TJNJMBSJUJFT UIBU POF

TIBMM TFF
 UIF IZCSJE $/5஝(S EFWJDF POMZ TFSWFT BT B SFMBUJWJTUJD BOBMPHVF UIBU BEESFTTFT UIF 1% BUPND

DPMMBQTF QSPCMFN� "UPNJD DPMMBQTF JT OPU BDUVBMMZ IBQQFOJOH BOE UIF 1% BUPNJD DPMMBQTF BOBMPHZ XF

BSF ESBXJOH JT IJHIMZ OPOQIZTJDBM� *U SFNBJOT UP CF TFFO IPX DMPTFMZ SFMBUFE UIF CFIBWJPS PCTFSWFE JO

(S JT UP UIF BDUVBM BUPNJD DPMMBQTF�

���
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ɹʡʖʘʣʤʛ
 ʚʛʡʖʟʨʛ ʘʧʷ ʧ ʩʘʡʛʭʛʣʞʛʢ
 ʳʨʤ ʧʨʦʖʮʣʤ

ʩʠʦʖʮʖʛʨ ʜʞʝʣʲ <*U ॼ JNQPSUBOU UP EP FWFSZUIJOH XJUI

QBTTJPO
 JU FNCFMMJTIॻ MJGF FOPSNPVTMZ>�

-FW -BOEBV

5
-BOEBV -FWFM $PMMBQTF

5IF FYQFSJNFOUBM SFBMJ[BUJPO PG HSBQIFOF 	(S
 BOE JUT SFDFOU JNQSPWFNFOUT JO FMFDUSPOJDNPCJMJUZ QFS�

GPSNBODF IBWF QSPWJEFE OFX PQQPSUVOJUJFT UP FYQMPSF FஶGFDUT UIBU XFSF QSFWJPVTMZ JOBDDFTTJCMF� 0OF

TVDI FஶGFDU JT -BOEBV MFWFM DPMMBQTF� 5IF MPX FOFSHZ QSPQFSUJFT PG (S BSF HPWFSOFE CZ UIF UXP EJNFO�

TJPOBM 	2%
 NBTTMFTT %JSBD FRVBUJPO� 6OEFS UIF JOஸ஼VFODF PG B TVஶஷ஫DJFOUMZ TUSPOH QFSQFOEJDVMBS NBH�

OFUJD ஷ஫FME
 FMFDUSPOT JO B 2% QMBOF XJMM QFSGPSN DPNQMFUF DZDMPUSPO PSCJUT UIBU BSF MPDBMJ[FE BOE IBWF

EJTDSFUF FOFSHJFT DBMMFE -BOEBV MFWFMT 	--T
� 5IFTF MPDBMJ[FE PSCJUT HJWF SJTF UP UIF TJHOBUVSF USBOTQPSU

CFIBWJPST PG UIF RVBOUVN )BMM FஶGFDU TVDI BT UIF JOTVMBUJOH CVML BOE DIJSBM FEHF TUBUFT�

4VCKFDU UP B TVஶஷ஫DJFOUMZ TUSPOH JO�QMBOF FMFDUSJD ஷ஫FME
 IPXFWFS
 UIF RVBOUVN IBMM FஶGFDU DBO CFDPNF

���



'JHVSF ���� 4FNJDMBTTJDBM BOE RVBOUVN NFDIBOJDBM EFTDSJQUJPO PG -BOEBV MFWFM DPMMBQTF� *O 	B

 UIF SFE EPUUFE
BOE CMVF MJOF PSCJUT BSF UIF DZDMPUSPO PSCJUT� "U UIF DPOEJUJPO XIFO E = vFB
 UIF FMFDUSPOT GPMMPXJOH UIF
SFE EPUUFE PSCJUT XJMM CFDPNF EFDPOஷ஫OFE BOE NBLF FYUFOEFE USBKFDUPSJFT GPMMPXJOH UIF CMBDL MJOF� 	C
 TIPXT
UIF FOFSHJFT PG UIF -BOEBV MFWFMT� 8IFO B > E/vF 
 UIF -BOEBV MFWFMT CFIBWF OPSNBMMZ 	SFE MJOFT
 CVU PODF
B < E/vF 
 UIF -BOEBV MFWFMT XJMM CSPBEFO BOE CFHJO UP NFSHF BOE CFDPNF BO FOFSHZ DPOUJOVVN 	HSBZ MJOFT
�

RVFODIFE� 'SPN UIF TFNJDMBTTJDBM QFSTQFDUJWF
 CFDBVTF UIF EFDPOஷ஫OFNFOU FஶGFDUT PG BO JO�QMBOF FMFD�

USJD ஷ஫FME JT JO EJSFDU DPNQFUJUJPO XJUI UIF DPOஷ஫OJOH NBHOFUJD ஷ஫FME
 PODF UIF FMFDUSJD ஷ஫FME PWFSQPXFST

UIF NBHOFUJD ஷ஫FME
 UIF PSJHJOBMMZ DMPTFE PSCJU XJMM PQFO VQ BOE UIF FMFDUSPO USBKFDUPSZ XJMM CFDPNF FY�

UFOEFE� VBOUVNߕ NFDIBOJDBMMZ
 UIF FMFDUSJD ஷ஫FME DBVTFT UIF CSPBEFOJOH PG --T VOUJM UIF JOEJWJEVBM

MFWFMT CFHJO UP DPNQMFUFMZ NFSHF BOE GPSN BO FOFSHZ DPOUJOVVN� 5IF PSJHJOBMMZ RVBOUJ[FE --T XJMM

CFDPNF JOEJTDFSOJCMF BOE UIJT NBSLT UIF POTFU PG -BOEBV MFWFM DPMMBQTF�

1SFWJPVT BUUFNQUT JOWPMWFE UIF VTF PG UIF UXP EJNFOTJPOBM FMFDUSPO HBT 	2%&(
 JO (BMMJVN "S�

TFOJEF 	(B"T
 IFUFSPTUSVDUVSFT BT UIF UFTUJOH QMBUGPSN� 5IJT 2%&( JT UZQJDBMMZ CVSJFE BCPVU 100ON

CFMPX UIF TVSGBDF IPXFWFS� 5P DSFBUF JO�QMBOF FMFDUSJD ஷ஫FME FஶGFDUT
 MPDBM HBUFT DBO CF EFQPTJUFE PO UPQ

PG UIF IFUFSPTUSVDUVSF CVU UIJT NFBOU UIF HBUFT XJMM IBWF UP CF GBS GSPN UIF 2%&(
 UIFSFGPSF MJNJU�

JOH UIF TUSFOHUI BOE TIBSQOFTT PG UIF JOEVDFE QPUFOUJBM CBSSJFS� 5IJT TFWFSFMZ EJNJOJTIFT UIF BCJMJUZ

���



UP DSFBUF UIF OFDFTTBSZ FMFDUSJD ஷ஫FME TUSFOHUI UP PCTFSWF -BOEBV MFWFM DPMMBQTF� (S PO UIF PUIFS IBOE

JT B OBUVSBMMZ FYQPTFE 2% FMFDUSPOJD QMBUGPSN� 8JUI UIF BWBJMBCJMJUZ PG UIJO IFYBHPOBM�CPSPO OJUSJEF

	I#/
 BT B EJFMFDUSJD TFQBSBUJOH UIF MPDBM HBUF
 POF DBO DSFBUF QPUFOUJBM CBSSJFST UIBU BSF NVDI OBSSPXFS

BOE EFFQFS UIBO CFGPSF�

*O UIJT XPSL
 XF FNQMPZ UIF DBSCPO OBOPUVCF 	$/5
 BT B MPDBM HBUF BOE UIJT FWFO GVSUIFS FOIBODFT

UIF GVODUJPOBMJUZ PG UIF (S UFTU EFWJDF� 5IF $/5 JT B 1% XJSF XJUI B EJBNFUFS PO UIF PSEFS PG ∼

1 ON� $PVQMFE XJUI UIF VTF PG B 4 ON UIJDL I#/ 	UIF UIJOOFTU I#/ VTFE JO UIJT XPSL

 XF DBO

DSFBUF B QPUFOUJBM CBSSJFS UIBU JT VOQSFDFEFOUFEMZ TIBSQ BOE EFFQ� $PNQBSFE UP UZQJDBM FMFDUSPO CFBN

QBUUFSOFE HBUFT XIJDI BU CFTU JT BCPVU 10 ONXJEF
 UIF $/5 JT BO PSEFS PGNBHOJUVEF OBSSPXFS� .PSF

JNQPSUBOUMZ
 UIF FEHFT PG UIF $/5 JT HVBSBOUFFE UP CF TNPPUI BT PQQPTFE UP HBUFT GBCSJDBUFE UISPVHI

NFUBM EFQPTJUJPO� 5IF FMFDUSJD ஷ஫FME FNBOBUJOH GSPN HBUFT XJUI SPVHI FEHFT NBZ OPU CF IPNPHFOFPVT

BU UIF OBOPTDBMF BOE UIJT DBO DPNQMJDBUF UIF QIFOPNFOPO�

5IF NBJO BEWBOUBHF PG VTJOH UIF $/5 JT JU DBO TJNVMUBOFPVTMZ CF VTFE BT B MPDBM QSPCF UP EFUFDU

UIF GPSNBUJPO BOE EJTBQQFBSBODF PG --T� 5IJT JT BO FYUSFNFMZ VTFGVM GVODUJPOBMJUZ CFDBVTF XJUI JU XF

DBO QSPCF EJSFDUMZ BU UIF TJUF XIFSF UIF FMFDUSJD ஷ஫FME JT TUSPOHFTU� *O DPOUSBTU
 JO DPOWFOUJPOBM USBOTQPSU

NFBTVSFNFOUT XIFSF DVSSFOU EFUFDUJPO IBQQFOT GBS GSPN UIF MPDBMMZ HBUFE SFHJPO
 UIF TJHOBUVSF PG --

DPMMBQTFNBZ CFDPNF PCTDVSFE EVF UP UIF TQBUJBM SFNPUFOFTT PG UIF QIFOPNFOPO BOE UIF BOBMZTJT NBZ

OPU CF BT QSFDJTF�

��� $ৡৠৠৗ৕০৛ৡৠ ৩৛০৚ 3ৗ৞৓০৛২৛০৫

5IF FMFDUSJD ஷ஫FME DBVTFT UIF CSPBEFOJOH PG UIF EJTDSFUF -BOEBV MFWFMT BOE UIF QFBL�MJLF MFWFMT CFHJO UP

PWFSMBQ VOUJM UIF TQFDUSVN PG %04 MPTFT JUT GBTU PTDJMMBUJOH TUSVDUVSF� 5IF SBUF BU XIJDI UIJT IBQQFOT

BT UIF ஷ஫FME BQQSPBDIFT UIF DSJUJDBM ஷ஫FME JT BMBSNJOHMZ GBTU 	BT XF TIBMM TIPSUMZ TFF
� &ஶGFDUJWFMZ
 JU JT BT

���



UIPVHI UIF NBHOFUJD PS FMFDUSJD ஷ஫FME IBT TVEEFOMZ WBOJTIFE BOE USBOTGPSNFE JOUP UIF PUIFS� 5IJT JT

SFNJOJTDFOU PG UIF WBOJTIJOH ஷ஫FME FஶGFDU EVF UP UIF -PSFOU[ JOWBSJBODF PG UIF FRVBUJPO PG NPUJPOT PG

SFMBUJWJTUJD QBSUJDMFT 	TFF FRVBUJPO ����
� *U JT XPSUI JU UP OPUF UIBU JO OPO�SFMBUJWJTUJD TZTUFNT XIFSF

(BMJMFBO USBOTGPSNBUJPOT UBLF QMBDF
 UIF CFIBWJPS JT DPNQMFUFMZ EJஶGFSFOU� *O UIF QSFTFODF PG QFSQFO�

EJDVMBS FMFDUSJD BOENBHOFUJD ஷ஫FMET
 B(BMJMFBO USBOTGPSNBUJPO DBO CF VTFE UP FMJNJOBUF UIF FMFDUSJD ஷ஫FME

CZ QFSGPSNJOH B CPPTU UP B GSBNF XJUI WFMPDJUZ v = E/B JO UIF EJSFDUJPO QFSQFOEJDVMBS UP CPUI E

BOE B� *U JT OPU QPTTJCMF
 IPXFWFS
 UP FMJNJOBUF NBHOFUJD ஷ஫FME CZ BOZ (BMJMFBO USBOTGPSNBUJPO� 5IF

WBOJTIJOH PG NBHOFUJD ஷ஫FME JT TQFDJஷ஫DBMMZ B SFMBUJWJTUJD FஶGFDU�

*O UIJT FYQFSJNFOU
 XF XJMM TIPX -BOEBV MFWFM DPMMBQTF BOE ESBX B DPOOFDUJPO CFUXFFO UIJT QIF�

OPNFOPO XJUI TQFDJBM SFMBUJWJUZ� 8F XJMM TFF UIBU JO UIF GSBNFXPSL XIFSF XF SFQMBDF UIF SPMF PG UIF

TQFFE PG MJHIU cXJUI(SءT 'FSNJ WFMPDJUZ vF 
 UIFSF FYJTUT B DSJUJDBM ஷ஫FMEBc = E/vF � "CPWF UIJT DSJUJDBM

ஷ஫FME
 FMFDUSPOT JO(S GFFM QSFEPNJOBOUMZ BNBHOFUJD ஷ஫FME
 FYIJCJUJOH CFIBWJPST EVF UP UIF GPSNBUJPO PG

EJTDSFUF -BOEBV MFWFMT� CFMPX UIJT DSJUJDBM ஷ஫FME
 UIF FஶGFDU GSPNNBHOFUJD ஷ஫FME WBOJTIFT BOE UIF FMFDUSPOT

CFDPNF JOTFOTJUJWF UP UIF NBHOFUJD ஷ஫FME�

"MUIPVHI -BOEBV MFWFM DPMMBQTF JT OPU B DPOTFRVFODF PG -PSFOU[ JOWBSJBODF
 TJNQMZ CBTFE PO UIF

GBTU DPMMBQTF PG UIF MFWFMT BT XFMM BT UIF DPOEJUJPO BU XIJDI JU PDDVST
 UIF SFTFNCMBODF UP UIF WBOJTIJOH

PG NBHOFUJD ஷ஫FME EVF UP UIF -PSFOU[ JOWBSJBODF PG SFMBUJWJTUJD TZTUFNT JT VODBOOZ BOE IFSF B TUSJLJOHMZ

ஷ஫U DPOOFDUJPO DBO CF NBEF� 5IJT BEET UP UIF OPWFM TFU PG FYJTUJOH SFMBUJWJTUJD TJNVMBUJPOT QFSGPSNFE

PO (S
 TIPXJOH UIBU (S DBO JOEFFE CF B SFMBUJWJTUJD UFTU�CFE�

��� -৓ৠ৖৓১ -ৗ২ৗ৞৥ ৩৛০৚ ৓ -৛ৠৗ৓৤ &৞ৗ৕০৤ৡ৥০৓০৛৕ 1ৡ০ৗৠ০৛৓৞

8F ஷ஫STU CFHJO CZ FYBNJOJOH UIFPSFUJDBMMZ UIF CFIBWJPS PG FMFDUSPOT JO DSPTTFE FMFDUSJD BOE NBHOFUJD

ஷ஫FMET� 8F XJMM BTTVNF UIBU UIF FMFDUSPTUBUJD QPUFOUJBM JNQPTFE PO (S JT MJOFBS
 IFODF QSPEVDJOH B IP�

���



NPHFOFPVT JO�QMBOF FMFDUSJD ஷ஫FME�

5IF (S )BNJMUPOJBO JO UIF QSFTFODF PG BO FYUFSOBM NBHOFUJD ஷ஫FME JT�

H = vFσ ·Π, 	���


XIFSF Π ≡ !q + eA BOE A = (Ax, Ay, Az) GPS B = ∇ × A� $IPPTJOH UIF NBHOFUJD ஷ஫FME UP

CF QFSQFOEJDVMBS UP UIF (S QMBOF 	TP QPJOUJOH JO UIF z EJSFDUJPO

 UIF FJHFOFOFSHJFT BSF -BOEBV MFWFMT

	--T
 BOE UIFZ BSF�

ε--(N) = THO(N)
!vF
lB

√
2N, 	���


XIFSF lB =
√
!/eB JT UIFNBHOFUJD MFOHUI BOEN JT UIF-BOEBV MFWFM JOEFY 	TFF BQQFOEJY% GPSEFUBJMT

PO UIFߕVBOUVN)BMM FஶGFDU
� $POTJEFS OPX UIF(S UP CF VOEFS UIF JOஸ஼VFODF PG DSPTTFENBHOFUJD BOE

FMFDUSJD ஷ஫FMET� 5IF )BNJMUPOJBO JT HJWFO CZ�

H = vFσ ·Π+ eEx, 	���


)FSF XF DIPPTF UIF FMFDUSJD ஷ஫FME
E
 UP CF QPJOUJOH JO UIF x EJSFDUJPO
 QFSQFOEJDVMBS UP UIF NBHOFUJD

ஷ஫FME� 5P TPMWF UIJT
 CFDBVTF XF LOPX UIBU UIF )BNJMUPOJBO DBO CF XSJUUFO JO B -PSFOU[ DPWBSJBOU

GPSN XJUI vF QMBZJOH UIF SPMF PG MJHIU
 XF DBO DPQZ UIF USFBUNFOU VTFE JO SFMBUJWJTUJD LJOFNBUJDT 	TFF

DIBQUFS � SFHBSEJOH CBDLHSPVOE JOGPSNBUJPO PO UIJT UPQJD
� *O -PSFOU[ DPWBSJBOU GPSN BOE JO UFSNT

PG &JOTUFJOءT OPUBUJPO
 (SءT UJNF EFQFOEFOU %JSBD FRVBUJPO JT�

− ivF!σ
µ
(
∂µ + i

e

!Aµ

)
ψ(xµ′) = 0, 	���


���



XIFSF µ = {0, 1, 2} ⇔ {t, x, y}
 σµ BSF UIF 1BVMJ NBUSJDFT XJUI σ0 = iσz � A
µ = (φ/vF , A

1, A2)


XIFSF φ JT UIF TDBMBS QPUFOUJBM EFஷ஫OFE CZ FRVBUJPO �����

"DDPSEJOH UP UIF DPOTFRVFODF PG E · B = 0
 XIJDI BQQMJFT JO PVS DBTF PG DSPTTFE ஷ஫FMET
 JG B >

E/vF UIFO XF DBO BMXBZT CPPTU UIF GSBNF UP POF XIFSFE = 0� 5P BDIJFWF UIJT JO PVS TDFOBSJP
 GSPN

UIF TUBUJPOBSZ GSBNF 	S
 XF CPPTU JO UIF y EJSFDUJPO 	QFSQFOEJDVMBS UPE
 UP BNPWJOH GSBNF 	S′
 XJUI

WFMPDJUZ v = E/B� 'PMMPXJOH UIF USBOTGPSNBUJPO SVMFT PG ஷ஫FMET TIPXO JO FRVBUJPO ����
 POF XJMM

ஷ஫OE E′ = 0 BOE B′ = B
√

1− β2 XIFSF β = v/vF � 5IF %JSBD FRVBUJPO JO UIF NPWJOH GSBNF

DPPSEJOBUF TZTUFN JT UIFO�

− ivF!σ
µ
(
∂′µ + i

e

!A
′
µ

)
ψ(xµ′) = 0. 	���


*O UIF -BOEBV HBVHF
 XIFSF XF DIPPTFA1 = −Bx2 	JO &JOTUFJOءT OPUBUJPO
 x2 = y

 JU CFDPNFT�

− ivF!
(
σµ∂′µ + iσ1

e

!B
′x2

′
)
ψ(xµ′) = 0. 	���


5IJT JT TJNQMZ UIF UJNFEFQFOEFOU%JSBD FRVBUJPOVOEFS BQFSQFOEJDVMBSNBHOFUJD ஷ஫FME BOE UIF FJHFOFO�

FSHZ JO UIF NPWJOH GSBNF JT�

ε′--(N) = THO(N)
!vF
lB

√
2N(1− β2)

1
4 , 	���


XIJDI JT TJNQMZ UIF -BOEBV MFWFM FOFSHJFT JO UIF TUBUJPOBSZ GSBNF CVU XJUI B SFEVDFE NBHOFUJD ஷ஫FME


B′ = B
√

1− β2� /PUF IFSF lB JT UIF VODIBOHFENBHOFUJD MFOHUI� 8PSLJOH OPX JO 2+1%
 JO UIF 3�

WFDUPS GPSNBMJTN XJUI vF SFQMBDJOH UIF SPMF PG c
 FOFSHZ JT UIF UJNF DPNQPOFOU PG UIF 3�NPNFOUVN

XIJDI JT� pµ = (ε/vF , p
1, p2)� #FBS JO NJOE UIBU BMM UIF 3�WFDUPST JO UIF CPPTUFE GSBNFT BSF OPU

���



	B
 	C


'JHVSF ���� -BOEBV MFWFM FOFSHJFT XJUI EJஶGFSFOU DSPTTFE FMFDUSJD ஷ஫FME TUSFOHUIT� $PMVNO 	B
 TIPXT UIF -BOEBV
MFWFM %04 BT B GVODUJPO PG B 'JFME BOE FOFSHZ� 5IF --T HFU TRVFF[FE NPSF DMPTFMZ UPHFUIFS BT XFMM BT NFSHF
UPHFUIFS BU B IJHIFS NBHOFUJD ஷ஫FME GPS MBSHFS FMFDUSJD ஷ஫FME TUSFOHUI� 5PQ UP CPUUPN SPXT DPSSFTQPOE UP β =
0, 0.6, 0.8 SFTQFDUJWFMZ� $PMVNO 	C
 TIPXT UIF MJOF DVUT PG DPMVNO 	B
 BU EJஶGFSFOU NBHOFUJD ஷ஫FMET� #MVF MJOFT BSF
DVUT BU 0, 0.2, 0.4...15
 BOE PSBOHF MJOFT BSF DVUT BU 3, 6, 95�

���



QIZTJDBM PCKFDUT BOE UIJT JT EVF UP vF IBWJOH SFQMBDFE c� $POTFRVFOUMZ
 FRVBUJPO ��� BSF OPU UIF SFBM

-- FOFSHJFT� 5IF SFBM QIZTJDBM FOFSHJFT BSF PCUBJOFE CZ USBOTGPSNJOH UIF CPPTUFE GSBNF SFTVMUT CBDL UP

UIF TUBUJPOBSZ GSBNF��� )FODF
 QFSGPSNJOH UIF -PSFOU[ USBOTGPSNBUJPO PO UIF QTVFEP�3�NPNFOUVN


XF BDRVJSF�

ε--(N) = THO(N)
!vF
lB

√
2N(1− β2)

3
4 − !vFβqy, 	���


XIFSF (p1, p2) = !(q1, q2) = !(qx, qy)
 q CFJOH UIF (S XBWFWFDUPS� &RVBUJPO ��� TIPXT UIF SFBM

-- FOFSHJFT JO UIF QSFTFODF PG DSPTTFE FMFDUSJD BOE NBHOFUJD ஷ஫FMET� 8IFO UIF FMFDUSJD ஷ஫FME WBOJTIFT


XF SFDPWFS UIF TUBOEBSE -- FOFSHJFT� "O JNQPSUBOU DPOUSBTU UP QPJOU PVU JT
 UIF -- FOFSHJFT PG B OPO�

SFMBUJWJTUJD
 QBSBCPMJD CBOE TZTUFN JO DSPTTFE NBHOFUJD BOE FMFDUSJD ஷ஫FMET JT HJWFO CZ�

ε/PO�3FM
-- = (N + 1/2)!ωc − !ky
E

B
− m

2

(
E

B

)2

. 	���


5IF NBJO EJஶGFSFODF CFUXFFO UIF UXP JT UIBU UIF -BOEBV MFWFM TQBDJOH GPS (S TDBMFT BT (1 − β2)(3/4)


XIFSFBT
 UIF -BOEBV MFWFM TQBDJOH GPS QBSBCPMJD CBOE 2%&(4 JT JOEFQFOEFOU PG UIF FMFDUSJD ஷ஫FME 	TFF

ஷ஫HVSF ���C BOE TJNVMBUJPOT XJMM TIPX UIJT GBO EJBHSBN UP CF VODIBOHJOH XJUI SFTQFDU UP BO FYUFSOBM

IPNPHFOFPVT FMFDUSJD ஷ஫FME
� 5IJT EJஶGFSFODF JT POF PG UIF LFZ TJHOBUVSFT UIBU TFQBSBUFT SFMBUJWJTUJD WT

OPO�SFMBUJWJTUJD TZTUFNT� *O (S
 BT EJDUBUFE CZ FRVBUJPO ���
 BO FYUFSOBM FMFDUSJD ஷ஫FME DBVTFT -BOEBV

MFWFMT UP NJY BOE FWFOUVBMMZ NFSHF JOUP B DPOUJOVVN 	TFF ஷ஫HVSF ���
� 8JUI B MBSHF FOPVHI FMFDUSJD

ஷ஫FME
 UIF -BOEBV MFWFMT XJMM CFDPNF JOEJTDFSOJCMF BOE UIJT JT SFGFSSFE UP BT -BOEBV MFWFM DPMMBQTF� &WFO

UIPVHI UIF DBVTF PG -BOEBV MFWFM DPMMBQTF JT TUSJDUMZ TQFBLJOH OPU EVF UP UIF WBOJTIJOH PGNBHOFUJD ஷ஫FME

BT B SFTVMU PG -PSFOU[ JOWBSJBODF
 UIF PWFSBMM DPBSTF�HSBJOFE CFIBWJPS JT TUSJLJOHMZ TJNJMBS�

*U JT JNQPSUBOU UP LFFQ JONJOE UIBU UIF SFTVMUT POMZ IPME GPS IPNPHFOFPVT ஷ஫FMET� 5IF RVBOUJUBUJWF

SFTVMUT EFSJWFE UIVT GBS CFDPNF JOWBMJE BT TPPO BT FJUIFS ஷ஫FMECFDPNFT JOIPNPHFOFPVTCVURVBMJUBUJWFMZ

���



'JHVSF ���� -BOEBV MFWFM DPMMBQTFNFBTVSFNFOU TDIFNF� 	B
 TIPXT UIFNFBTVSFNFOU TDIFNFXIJDI JT UIF TBNF BT
UIF MPDBM DPNQSFTTJCJMJUZNFBTVSFNFOU DPWFSFE JO DIBQUFS �� 5IF SPMF PGV(S TFSWFT UP DIBSHF UIF $/5�$IBSHJOH
UIF $/5 JO UVSO NPEVMBUFT UIF FMFDUSPTUBUJD MBOETDBQF JO (S� 	C
 BOE 	D
 BSF JMMVTUSBUJPOT TIPXJOH UIF FஶGFDU
PG V(S� 	C
 JT BU B MPXFS V(S DPNQBSFE UP 	D
 BOE IFODF DSFBUFT B HFOUMFS FMFDUSPTUBUJD NPEVMBUJPO 	φ
 JO (S�
$POTFRVFOUMZ
 UIF FMFDUSJD ஷ஫FME JT TNBMMFS JO 	C
� 5IF CMVF EPUUFE MJOF TIPXT UIF MJOFBS QBSU PG UIF QPUFOUJBM UIBU
JT VTFE UP DBMDVMBUF UIF IPNPHFOFPVT JO�QMBOF FMFDUSJD ஷ஫FME�

XF FYQFDU UIF CFIBWJPS UP IPME�

��� %ৗ২৛৕ৗ $ৡৠ৘৛৙১৤৓০৛ৡৠ
 .ৗ৓৥১৤ৗয়ৗৠ০ 4৕৚ৗয়ৗ ৓ৠ৖ "ৢৢ৤ৡ৪৛য়৓০৛ৡৠ৥

'JHVSF ��� TIPXT B DBSUPPO PG UIF EFWJDF BOE UIF NFBTVSFNFOU TDIFNF GPS EFUFDUJOH -- DPMMBQTF� 5IF

EFWJDF VTFE JT BO FMFDUSJDBMMZ DPOUBDUFE $/5 QMBDFE PO UPQ PG B I#/ FODBQTVMBUFE (S� 5IF I#/ UIBU

TFQBSBUFT UIF $/5 BOE (S VTFE SBOHFT GSPN 4 UP 20 ON� 8F TFF UIF TUSPOHFTU FஶGFDU JO PVS 4 ON I#/

EFWJDF BOE SFTVMUT QSFTFOUFE JO UIJT DIBQUFS BSF CBTFE PO UIJT EFWJDF VOMFTT OPUFE PUIFSXJTF� "EEJUJPOBM

EBUB GSPN PUIFS EFWJDFT BSF JODMVEFE JO UIF BQQFOEJY (� 5IF GBCSJDBUJPO PG UIF EFWJDF BOE RVBOUVN

DBQBDJUBODF FYUSBDUJPONFUIPE JT DPWFSFE JO EFUBJM JO DIBQUFS � BOE �� *O UIJT FYQFSJNFOU
 UIF(S QPUFO�

UJBM 	V(S
 XJUI SFTQFDU UP UIF HSPVOEFE $/5 JT UIF LOPC UIBU UVOFT UIF JO�QMBOF FMFDUSJD ஷ஫FME� 8IBU

IBQQFOT JT V(S TFSWFT UP DIBSHF UIF $/5 XIJDI JO UVSO NPEVMBUFT UIF FMFDUSPOJD MBOETDBQF JO UIF (S

QMBOF� *O BDUVBMJUZ
 UIF FMFDUSJD ஷ஫FME FNBOBUJOH GSPN UIF $/5 JT OPU VOJGPSN JO UIF JO�QMBOF EJSFDUJPO�

5IJT JT SFஸ஼FDUFE CZ UIF OPO�MJOFBS QPUFOUJBM DSFBUFE JO(S� 5IJT JT TIPXO UISPVHI UIFPSZ 	TFF FRVBUJPO

���� BOE ஷ஫HVSF ����C
 BT XFMM BT TJNVMBUJPO 	TFF ஷ஫HVSF ���
� )PXFWFS
 UIF QPUFOUJBM JO UIF (S DBO CF BQ�

���



QSPYJNBUFE UP CF MJOFBS XJUI B IJHI EFHSFF PG BDDVSBDZ� $PNQBSJTPO CFUXFFO UIF MJOFBSJ[FE QPUFOUJBM

BOE UIF UIFPSFUJDBM OPO�MJOFBS QPUFOUJBM TIPX UP POMZ EJஶGFS CZ MFTT UIBO 1N7 GSPN 0 UP! 10 ON BXBZ

GSPN UIF DFOUFS PG UIF QPUFOUJBM� 5IJT JT B OFHMJHJCMF WBSJBUJPO HJWFO PVS FYQFSJNFOUBM QBSBNFUFST� "OE

CFDBVTF XF BSF FஶGFDUJWFMZ QSPCJOH B WFSZ MPDBM QBSU PG UIF(S 	VQ UP∼ 4 ON BXBZ GSPN UIF $/5 JO UIF

(S QMBOF GPS UIF 4 ON IC/ EFWJDF

 UIF MJOFBSJ[FE QPUFOUJBM JT B DPNQMFUFMZ KVTUJஷ஫BCMF BQQSPYJNBUJPO�

/POFUIFMFTT
 UIF MJOFBSJ[BUJPO JT POMZ UP TJNQMJGZ UIF DPMMBQTF BOBMZTJT� 8JUI UIF BTTVNQUJPO PG B MJO�

FBS QPUFOUJBM
 UIF JO�QMBOF FMFDUSJD ஷ஫FME DBO CF USFBUFE UP CF IPNPHFOFPVT JO UIF BSFB PG JOUFSFTU� 5IF

PDDVSSFODF PG UIF QIFOPNFOPO EPFT OPU IJOHF PO UIF MJOFBSJUZ PG UIF QPUFOUJBM� 3FMBYJOH UIF MJOFBSJUZ

PG UIF QPUFOUJBM NBZ JOUSPEVDF TNBMM DPSSFDUJPOT UP UIF RVBOUJUBUJWF SFTVMUT CVU UIF PWFSBMM RVBMJUBUJWF

CFIBWJPS TIPVME SFNBJO TJNJMBS�

��� &৞ৗ৕০৤৛৕ '৛ৗ৞৖ 4৕৤ৗৗৠ৛ৠ৙ ৔৫ -৓ৠ৖৓১ -ৗ২ৗ৞৥

"NFBTVSFNFOU UIBU DBO TIPXDBTF -BOEBV MFWFM DPMMBQTF JT UP VTF UIF $/5 UP QSPCF XIFO -BOEBV MFW�

FMT GPSN BOE EJTBQQFBS� 5IJT JT EPOF TJNJMBSMZ UP UIF MPDBM DPNQSFTTJCJMJUZ NFBTVSFNFOU� XIJMF TXFFQ�

JOH UIF NBHOFUJD ஷ஫FME B BOE HMPCBM CBDLHBUF VCH
 NPOJUPS UIF DPOEVDUBODF PG UIF $/5 	dI/dV 
�

%PJOH TP
 BU TPNFNBHOFUJD ஷ஫FME UIF(SXJMM CF ESJWFO JOUP UIF RVBOUVN)BMM SFHJNF� *O UIF RVBOUVN

)BMM SFHJNF
 VCH XJMM TFSWF UP EPQF UIF (S BOE DBVTF DIBSHFT UP PDDVQZ EJஶGFSFOU --T� 5IJT QBSBNFUFS

XJMM BMMPX VT UP TFF UIF TDSFFOJOH FஶGFDU GPS EJஶGFSFOU --T� 5IF DPOEVDUBODF PG UIF $/5 XJMM CF B SF�

ஸ஼FDUJPO PG IPX IFBWJMZ TDSFFOFE UIF FMFDUSJD ஷ஫FME GSPN UIF CBDLHBUF JT� 'PMMPXJOH UIF DJSDVJU TDIFNBUJD

TIPXO JO ஷ஫HVSF ���B
 XIJMF LFFQJOH(S HSPVOEFE JOJUJBMMZ 	V(S = 0

 XF PCUBJO UIF SFTVMU TIPXO JO ஷ஫H�

VSF ���B� 5IF MJOFT GPSNFE CZ UIF DPOEVDUBODF QFBLT BSF UIF $PVMPNC CMPDLBEF QFBLT PG UIF $/5� 5P

DPODFQUVBMMZ VOEFSTUBOE UIFCFIBWJPS PG UIFTF [JH�[BH MJOFT
 XF GPMMPX UIF MPDBM DPNQSFTTJCJMJUZ BOBMZTJT

NFUIPE EFTDSJCFE JO TFDUJPO ���� MJOFT UIBU HP SFMBUJWFMZNPSF IPSJ[POUBMMZ NFBO UIBU UIF $/5 JTNPSF

���



JOTFOTJUJWF UP UIF CBDLHBUF JO UIPTF DPOEJUJPOT
 XIJMF MJOFT UIBU HP SFMBUJWFMZ NPSF WFSUJDBMMZ JOEJDBUF B

HSFBUFS EFQFOEFODF PO UIF CBDLHBUF� *O UIF RVBOUVN )BMM SFHJNF
 UIF [JH�[BH CFIBWJPS DPNFT GSPN

UIF DIFNJDBM QPUFOUJBM HPJOH JO BOE PVU PG UIF IJHIMZ EFHFOFSBUF --T� 8IFO UIF DIFNJDBM QPUFOUJBM

JT JOTJEF B --
 UIF (S JT QPQVMBUFE XJUI B IJHI DPODFOUSBUJPO PG NPCJMF DBSSJFST XIJDI XJMM TDSFFO WFSZ

FஶGFDUJWFMZ UIF FMFDUSJD ஷ஫FME GSPN UIF CBDLHBUF 	ECH

 DBVTJOH UIF $/5 UP CF JOTFOTJUJWF UP UIF CBDL�

HBUF DIBOHFT� 8IFO UIF DIFNJDBM QPUFOUJBM JT PVUTJEF B --
 UIF (S CVML JT JOTVMBUJOH XIJDI MFBWFTECH

VOTDSFFOFE� 5IF [JH�[BH MJOFT BSF IFODF B HPPE JOEJDBUPS PG XIFO -BOEBV MFWFMT BSF QSFTFOU� -PPLJOH

NPSF DMPTFMZ BU UIFTF MJOFT
 POF XJMM TFF UIBU CFMPX B DFSUBJO QPJOU
 UIF MJOFT XJMM MPTF JUT PTDJMMBUJPO BOE

KVTU GPSN B TUSBJHIU MJOF EPXO UP [FSP NBHOFUJD ஷ஫FME� 5IF QPJOU BU XIJDI UIJT USBOTJUJPO PDDVST JT UIF

DSJUJDBM NBHOFUJD ஷ஫FME Bc EFOPUFE CZ UIF EPUUFE CMBDL MJOF� *O UIF GPMMPXJOH TFDUJPO
 XF XJMM EJTDVTT

UIF OBUVSF PG UIJT DSJUJDBM ஷ஫FME�

����� &৞ৗ৕০৤৛৕ '৛ৗ৞৖ 4৕৤ৗৗৠ৛ৠ৙ ৓০ %৛৘৘ৗ৤ৗৠ০ (৤৓ৢ৚ৗৠৗ %ৡৢ৛ৠ৙ -ৗ২ৗ৞৥

5IF BQQMJDBUJPO PG BO FYUFSOBM FMFDUSJD ஷ஫FME BDSPTT B TZTUFN XJUI NPCJMF DBSSJFST XJMM CF TDSFFOFE� 5IF

TUSFOHUI PG UIF TDSFFOJOH MBSHFMZ EFQFOET PO UIF DPODFOUSBUJPO PGNPCJMF DBSSJFSTXIJDI JT B GVODUJPO PG

UIF NBUFSJBMءT %04� 'PS B QFSGFDU NFUBM
 EVF UP UIF IJHI %04
 FYUFSOBM FMFDUSJD ஷ஫FMET XJMM HFU TDSFFOFE

OFBSMZ QFSGFDUMZ� 'PS RVBOUVN NBUFSJBMT XIJDI IBWF B SFEVDFE BOE WBSJBCMF %04
 FMFDUSJD ஷ஫FMET XJMM

CFDPNF SFMBUJWFMZ MFTT TDSFFOFE BOE XJMM BMTP TFF B WBSJBUJPO JO IPX JU HFUT TDSFFOFE EFQFOEJOH PO UIF

NBUFSJBMءT EPQJOH MFWFM� *O DIBQUFS � UIJT UPQJD XBT DPWFSFE JO EFUBJM XIFSF XF TIPXFE UIBU BT (S JT

EPQFE XJUI B HMPCBM CBDLHBUF WPMUBHF
 UIF $/5 TFFT B WBSZJOH FMFDUSJD ஷ஫FME GSPN UIJT CBDLHBUF� 5IJT

SFTQPOTF DBO CF RVBOUJஷ஫FE UISPVHI UIF JODMVTJPO PG B RVBOUVN DBQBDJUBODF BEEFE JO TFSJFT UP UIF

HFPNFUSJD DBQBDJUBODF PG UIF TZTUFN 	TFF FRVBUJPO ���
�

*O UIJT FYQFSJNFOU
 UIF $/5 JT SFTQPOTJCMF GPS UIF HFOFSBUJPO PG FMFDUSJD ஷ஫FME JO UIF TZTUFN� 5IF

���



'JHVSF ���� *MMVTUSBUJPOT UP FYQMBJO UIF FஶGFDU PG TDSFFOJOH CZ -BOEBV MFWFMT� 	B
 TIPXT UIF $/5 DPOEVDUBODF BT
B GVODUJPO PG CBDLHBUF 	VCH
 BOE NBHOFUJD ஷ஫FME 	B
� 5IF MJOFT GPSNFE CZ UIF DPOEVDUBODF QFBLT DPSSFTQPOE
UP $PVMPNC CMPDLBEF QFBLT� 5IF NPEVMBUJPO PG UIFTF MJOFT JT EVF UP UIF TDSFFOJOH PG UIF (S� 5P TFF UIJT
 XF
MPPL BU B TQFDJஷ஫D TFDUJPO EFNBSDBUFE CZ SFE EPUUFE MJOFT BOE UIJT JT TIPXO JO 	C
� 5IF CMBDL EPUUFE MJOF JT UIF
DSJUJDBM ஷ஫FME MJOF QMPUUFE VTJOH FRVBUJPO ����� *O 	C
 JT POF HSFFO EPUUFE MJOF BOE POF PSBOHF EPUUFE MJOF� 5IF
UXP JOEJDBUF TDSFFOJOH XIFO (S --T BSF QBSUJBMMZ ஷ஫MMFE BOE DPNQMFUFMZ ஷ஫MMFE SFTQFDUJWFMZ� 	D
 JMMVTUSBUFT XIFO
--T BSF QBSUJBMMZ ஷ஫MMFE
 JO XIJDI DBTF
 UIF(S CVML IPTUT DPOEVDUJOH DBSSJFST UIBU TDSFFO UIF FMFDUSJD ஷ஫FME GSPN UIF
CBDLHBUF
 UIVT DBVTJOH UIF $/5 DPOEVDUBODF UP CF JOTFOTJUJWF UP VCH� 	E
 JMMVTUSBUFT XIFO --T BSF DPNQMFUFMZ
ஷ஫MMFE
 JO XIJDI DBTF
 UIF (S CVML JT JOTVMBUJOH BOE JT VOBCMF UP TDSFFO UIF FMFDUSJD ஷ஫FME GSPN UIF CBDLHBUF CFDBVTF
UIFSF BSF MJNJUFE NPCJMF DBSSJFST� 5IJT DBVTFT UIF $/5 UP Fஶஷ஫DJFOUMZ GFFM UIF FMFDUSJD ஷ஫FME EVF UP VCH�

���



SFTVMUJOH JO�QMBOF FMFDUSJD ஷ஫FME XJMM CFDPNF TDSFFOFE BDDPSEJOH UP UIF EPQJOH MFWFM PG (S� 8F DBO BD�

DPVOU GPS UIJT UISPVHI UIF NPEFM PG 5IPNBT�'FSNJ TDSFFOJOH� 6TJOH FRVBUJPO ��� GPS 5IPNBT�'FSNJ

TDSFFOJOH XBWFWFDUPS BOE QMVHHJOH JO (SءT QSPQFSUJFT XF IBWF�

q5' = 4α(SqF = 4α(S
√
πn, 	����


XIFSF α(S JT (SءT FஶGFDUJWF ஷ஫OF TUSVDUVSF DPOTUBOU HJWFO CZ FRVBUJPO ����
 qF JT (SءT XBWFWFDUPS XJUI

SFTQFDU UP UIF %JSBD DPOF BOE n JT UIF DBSSJFS EFOTJUZ PG (S� 5IJT RVBOUJUZ JT UIF JOWFSTF PG UIF TDSFFO�

JOH MFOHUI PG BO FMFDUSJD ஷ஫FME EVF UP UIF EJFMFDUSJD SFTQPOTF PG (S� *O UIF MJOFBS SFTQPOTF SFHJNF
 UIJT

TDSFFOJOH MFOHUI DBO CF JODPSQPSBUFE JOUP UIF PWFSBMM FMFDUSPTUBUJDT PG UIF TZTUFN CZ IBWJOH B WBSJBCMF

FஶGFDUJWF EJTUBODF JO JUT HFPNFUSJD DBQBDJUBODF� 5IJT FஶGFDUJWF EJTUBODF JO UIF MJOFBS SFTQPOTF SFHJNF JT

HJWFO CZ���
��

dFஶG = d+
1

2
q−1
5' , 	����


5IFEJFMFDUSJD SFTQPOTF JT BDDPVOUFE GPS UISPVHI UIF5IPNBT�'FSNJ TDSFFOJOHXBWFWFDUPS� 6TJOH FRVB�

UJPO ���� BT UIF HFPNFUSJD DBQBDJUBODF CFUXFFO UIF $/5 BOE (S
 BOE VTJOH (BVTTءT MBX UP DBMDVMBUF

UIF BQQSPYJNBUF FMFDUSJD ஷ஫FME
 UIF DSJUJDBM NBHOFUJD ஷ஫FME CFDPNFT�

Bc =
E

vF
=

n$/5e

C ′dvF
= n$/5e

DPTI−1(dFஶG/r)

2πlϵdvF
, 	����


XIFSF UIF MFOHUI PG UIF $/5 JT l ≈ 500 ON
 UIF TFQBSBUJPO EJTUBODF CFUXFFO UIF $/5 BOE (S JT

d ≈ 6 ON
 UIF SBEJVT PG UIF $/5 JT r ≈ 1 ON
 α(S ≈ 0.5 BOE ϵ = ϵ0ϵr XJUI ϵr ≈ 4 GPS PVS I#/

FODBQTVMBUFE(SEFWJDF� n$/5 JT UIF DIBSHFOVNCFS JO UIF$/5
XIJDI DBOCF DPOUSPMMFECZ UIF WPMUBHF

BQQMJFE UP UIF$/5�5IJT TFSWFT BT B ஷ஫UUJOH QBSBNFUFS JO PVS BOBMZTJT� 5IF WBMVF VTFE IFSF JTn$/5 = 2�

���



C ′ = C ′(dFஶG) JT UIF UPUBM FஶGFDUJWF DBQBDJUBODF UIBU JODMVEFT DPOUSJCVUJPOT GSPN CPUI HFPNFUSJD BOE

RVBOUVN DBQBDJUBODF� 5IJT JT EPOF CZ TJNQMZ SFQMBDJOH UIF EJTUBODF EFQFOEFODF 	d
 XJUI UIF FஶGFDUJWF

POF 	dFஶG
 JO UIF FRVBUJPO GPS HFPNFUSJD DBQBDJUBODF� *U JT JNQPSUBOU UP OPUF UIBU POMZ UIF DBQBDJUBODF

EJTUBODF EFQFOEFODF HFUT NPEJஷ஫FE� 5IF d UIBU SFMBUFT UIF FMFDUSJD ஷ஫FME XJUI UIF DBQBDJUBODF 	E =

n$/5e/C
′d
 JT UIF BDUVBM QIZTJDBM EJTUBODF UIBU EPFT OPU DIBOHF� "MM UIF OFDFTTBSZ BEKVTUNFOUT UP

BDDPVOU GPS UIF EJFMFDUSJD SFTQPOTF BSF UBLFO XJUIJO UIF DBQBDJUBODF UFSN� 5IF SFTVMUJOH FMFDUSJD ஷ஫FME

EVF UP UIJT FஶGFDUJWF DBQBDJUBODF 	C ′(dFஶG

 JT UIF TDSFFOFE FMFDUSJD ஷ஫FME� 8JUI UIF QBSBNFUFST BCPWF
Bc

JT UIF EPUUFE MJOF QMPUUFE JO ஷ஫HVSF ���B� 8F TFF UIBU Bc QFBLT OFBS UIF DIBSHF OFVUSBMJUZ QPJOU PG (S

BOE UIJT JT FYQFDUFE CFDBVTF UIFSF BSF MJNJUFE OVNCFS PG NPCJMF DBSSJFST BOE TP TDSFFOJOH XJMM CF UIF

XFBLFTU UIFSF� 5IJT DBVTFT UIF SFRVJSFE NBHOFUJD ஷ஫FME UP PWFSQPXFS UIF FMFDUSJD ஷ஫FME UP JODSFBTF BOE

IFODF UIF QFBL�

#FDBVTF ஷ஫HVSF ���B JT QFSGPSNFE BU V(S = 0
 UIFPSFUJDBMMZ XF TIPVME FYQFDU Bc = 0 BT TIPXO JO

ஷ஫HVSF ���C� 5IJT TVHHFTUT UIBU UIFSF BSF JOUSJOTJD SFTJEVBM DIBSHFT JO UIF $/5 UIBU JT BMSFBEZ HFOFSBUJOH

BO JO�QMBOF FMFDUSJD ஷ஫FME� 'JHVSF ���C UP ���E TIPX TJNVMBUJPOT PG UIF GBO EJBHSBNT XJUI EJஶGFSFOU JO�

QMBOF FMFDUSJD ஷ஫FME TUSFOHUIT� 8F DBO TFF UIBU BT UIF FMFDUSJD ஷ஫FME TUSFOHUI JODSFBTFT
 UIF -- MFWFMT MPTF

UIFJS GBTU PTDJMMBUJOH TUSVDUVSFT BU MBSHFS NBHOFUJD ஷ஫FMET� 5IJT SFTVMU JT XFMM DBQUVSFE CZ UIF FYJTUFODF PG

Bc� 'JHVSF ���B UISPVHI ���D BSF UIF FYQFSJNFOUBM NFBTVSFNFOUT PG UIF GBO EJBHSBNT BU WBSZJOH V(S�

8F DBO TFF UIBU UIF CFIBWJPS TJNJMBS UP UIF TJNVMBUJPOT BSF XFMM SFQSPEVDFE� 'JHVSF ���E TVNNBSJ[FT

UIF FWPMVUJPO PG UIF DSJUJDBM NBHOFUJD ஷ஫FME OFBS UIF DIBSHF OFVUSBMJUZ QPJOU 	$/1
 PG (S� *O UIF ஷ஫HVSF


XF TFF UIBU BT UIF FஶGFDUJWF V(S JODSFBTFT
Bc BMTP JODSFBTFT BT FYQFDUFE�

���



	B


	C


	D


	E


'JHVSF ���� $PNQBSJOH UIF TJNVMBUFE GBO EJBHSBNT BU EJஶGFSFOU FMFDUSJD ஷ஫FME TUSFOHUIXJUI UIF FYQFSJNFOUBM SFTVMU�
	B
 JT UIF FYQFSJNFOUBM SFTVMU QFSGPSNFE BU V(S = 0 7� 	C
 UP 	E
 TIPX UIF TJNVMBUFE GBO EJBHSBNT GPS EJஶGFSFOU
FMFDUSJD ஷ஫FME TUSFOHUI HPJOH GSPN OPOF UP MBSHF TUSFOHUIT� 1MPUUFE BSF WBMVFT PG $/5 DPOEVDUBODF BT B GVODUJPO
PG CBDLHBUF 	VCH
 BOE NBHOFUJD ஷ஫FME 	B
� 	C
 XJUI E = 0 7�N UIF : TIBQF TUSVDUVSF JT BCTFOU� 	D
 XJUI E =

1.25 × 106 7�N UIF : TIBQF TUSVDUVSF BQQFBST TJHOJGZJOH B EFMBZFE POTFU PG -BOEBV MFWFM GPSNBUJPO� 	E
 XJUI
E = 3× 106 7�N UIF : TIBQF JT QSPNJOFOU BOE --T BSF NVDI TNPPUIFS PWFSBMM�

���



'JHVSF ���� &YQFSJNFOUBM DPNQBSJTPOT PG UIF GBO EJBHSBNT BU EJஶGFSFOU V(S XJUI B 10 ON I#/ EFWJDF� 	B
 JT BU
V(S = 0 7
 	C
 JT BU V(S = 3 7 BOE 	D
 JT BU V(S = 6 7� /PUF UIBU UIF V(S IFSF DPOTUJUVUFT BO FஶGFDUJWF V(S
CFDBVTF UIF WBMVFT UBLFO BSF XJUI SFTQFDU UP VGr = 2 7 XIJDI XF TBX ZJFMEFE UIF TNBMMFTU DSJUJDBM ஷ஫FME WBMVFT�
	E
 TIPXT UIF OPSNBMJ[FE %04 BCPVU UIF $/1 GPS EJஶGFSFOU V(S 	TFF NBJO UFYU GPS %04 FYUSBDUJPO NFUIPE
�
"U UIF UPQ UIF FஶGFDUJWF V(S = 0 7 BT NFBTVSFE JO SFGFSFODF UP V(S = 2 7 UIBU ZJFMEFE UIF MPXFTU Bc� "T UIF
FஶGFDUJWF V(S JODSFBTFT
 TP EPFT UIF Bc NBSLFE CZ UIF JOஸ஼FDUJPO QPJOU BG஽FS UIF QMBUFBV� 5IF QMBUFBV TJHOJஷ஫FT
UIF JOTFOTJUJWJUZ PG (S UP BO JODSFBTJOHB ஷ஫FME
 TVHHFTUJOH B OPO�FYJTUFOUB ஷ஫FME� 5IF EPUUFE CMBDL MJOF JT IBOE
ESBXO UP NBSL UIF BQQSPYJNBUF QPTJUJPO PGBc�

���



����� 4৛য়১৞৓০৛ৡৠ ৡ৘ $৓৤৔ৡৠ /৓ৠৡ০১৔ৗ $ৡৠ৖১৕০৓ৠ৕ৗ

'JHVSF ��� TIPXT TJNVMBUJPOT PG UIF DPOEVDUBODF PG B $/5 PO UPQ PG (S BT B GVODUJPO PG NBHOFUJD

ஷ஫FME 	B
 BOE CBDLHBUF WPMUBHF 	VCH
� 5IF HFOFSBM GPSN PG UIF $/5 DPOEVDUBODF VTFE JT HJWFO CZ UIF

#SFJU�8JHOFS GPSNVMB GPS $/5 JO UIF TUSPOH DPVQMJOH SFHJNF 	TFF BQQFOEJY $
�

G =
∑

i

4e2

h

Γi
LΓ

i
R

(Γi
L + Γi

R)
2 + (µ/5 − εi)

2 , 	����


XIFSF i SFQSFTFOUT UIF DPVOUFS GPS UIF OBOPUVCF MFWFMT TFFO JO UIFNFBTVSFNFOU
 εi JT UIF OBOPUVCF FO�

FSHZ MFWFM
 Γi
L(R) JT UIF FOFSHZ DPVQMJOH CFUXFFO UIF iUI OBOPUVCF MFWFM XJUI UIF MFG஽ 	SJHIU
 FMFDUSPEF


BOE µ/5 JT UIF FMFDUSPDIFNJDBM QPUFOUJBM PG UIF OBOPUVCF� 5P PCUBJO UIF TJNVMBUJPO
 XF VTF UIF DPO�

DFQU ESBXO GSPN FRVBUJPO ����� FBDI OBOPUVCF MFWFM USBDLT UIF 'FSNJ FOFSHZ PG (S
 TP µ/5 → µ(S�

8F USFBU Γi BOE εi BT ஷ஫UUJOH QBSBNFUFST UP BEKVTU UIF QSPஷ஫MF PG UIF OBOPUVCF DPOEVDUBODF UP NBUDI

UIF POFT TFFO GSPN FYQFSJNFOU�

5P BDRVJSF UIF 'FSNJ FOFSHZ PG(S VOEFS UIF JOஸ஼VFODF PG BNBHOFUJD BOE FMFDUSJD ஷ஫FME
 XF EPOPU VTF

UIF BOBMZUJDBM SFTVMUT GSPN TFDUJPO ��� CFDBVTF UIF SFTVMU JT QBSUJDVMBS UP B TJOHMF FMFDUSPO BOE EPFT OPU

UBLF JOUP BDDPVOU TDSFFOJOH� *OTUFBE
 XF QFSGPSN B NPSF QIFOPNFOPMPHJDBM TJNVMBUJPO� 8F GPMMPX

UIF PSEJOBSZ (S -BOEBV MFWFMT UIFPSZ� 8F BTTVNF UIBU UIF %04 PG (S 	g(S(ε)
 DBO CF EFDPNQPTFE

JOUP -BOEBV MFWFMT XIFSF FBDI MFWFM JT HJWFO CZ B -PSFOU[JBO�

g(S(ε) =
∑

N

g

π

γN
γ2N + (ε− ε--(N))2

	����


���



XIFSF UIF EFHFOFSBDZ PG FBDI -BOEBV MFWFM JT�

g =
4eB

!2π , 	����


UIF -BOEBV MFWFM FOFSHZ JT�

ε-- = vF
√
2e!BN, 	����


BOE γN JT UIF EJTPSEFS CSPBEFOJOH PG UIF N UI -BOEBV MFWFM� 5IF %04 DBO CF VTFE UP DBMDVMBUF UIF

DBSSJFS EFOTJUZ UISPVHI�

n(S =

∫ µ(S

0
dεg(S(ε). 	����


5IF DBSSJFS EFOTJUZ NBQT EJSFDUMZ UP B DFSUBJO CBDLHBUF WPMUBHF 	VCH
� 5ISPVHI UIFTF SFMBUJPOT
 UIF

'FSNJ FOFSHZ PG (S DBO CF DBMDVMBUFE BT B GVODUJPO PGB BOE VCH�

5P BDDPVOU GPS UIF FஶGFDUT PG UIF JO�QMBOF FMFUSJD ஷ஫FME
 XF SFQMBDF UIF PSEJOBSZ NBHOFUJD ஷ஫FME 	B


XJUI BO FஶGFDUJWF ஷ஫FME BFஶG = α(B − Bc)� α =
√
1− (Bc/B)2 BOE Bc = E/vF JT UIF TDSFFOFE

DSJUJDBM ஷ஫FME HJWFO CZ FRVBUJPO ����� 5IFTF QIFOPNFOPMPHJDBM UFSNT UPHFUIFS XJUI UIF 'FSNJ FOFSHZ PG

(S BMMPXT VT UP TJNVMBUF UIF DPOEVDUBODF PG UIF OBOPUVCF BT TIPXO JO ஷ஫HVSF ����

����� %ৗৠ৥৛০৫ ৡ৘ 4০৓০ৗ৥ &৪০৤৓৕০৛ৡৠ

5IF EFOTJUZ PG TUBUFT 	%04
 TIPXO JO ஷ஫HVSF ���E JT BDRVJSFE CZ ஷ஫STU USBDLJOH UIF FWPMWJOH $/5 DPO�

EVDUBODF QFBLT� $POTJEFSJOH POMZ UIF %04 BCPVU UIF $/1
 XF USBDL UIF UXP MJOFT UIBU EFஷ஫OF UIF :

TIBQF 	EFOPUFE CZ UIF EPUUFE CMBDL MJOF
� #FDBVTF FBDI DPOEVDUBODF QFBL MJOF USBDLT B DPOTUBOU DBS�

SJFS DPODFOUSBUJPO MFWFM JO (S 	TFF FRVBUJPO ����

 UIF EJஶGFSFODF CFUXFFO UIF UXP MJOFT BMPOH VCH UFMMT

VT UIF DBSSJFS EFOTJUZ JODSFBTF JO (S 	∆n(S
 OFFEFE UP JODSFBTF UIF FMFDUSPDIFNJDBM QPUFOUJBM PG UIF

���



$/5 CZ POF MFWFM 	GPS $/5 UP HBJO POF FYUSB DIBSHF
� 5IJT ∆n(S IBT BO BTTPDJBUFE FOFSHZ UP JU BOE

UIJT DBO CF FYUSBDUFE CZ MPPLJOH BU UIF $/5 DIBSHJOH FOFSHZ 	εC 
 PG UIF $PVMPNC EJBNPOET BTTPDJ�

BUFE XJUI UIF DPOEVDUBODF QFBL MJOFT JO UIF QBSBNFUFS TQBDF VTE WT VCH� 5IF %04 JT UIFO HJWFO CZ

∆n(S/εC � 'JHVSF ��� TIPXT FYBNQMFT PG UIFTF $PVMPNC EJBNPOET BU EJஶGFSFOU NBHOFUJD ஷ஫FMET� 8F

DBO TFF UIBU εC JT JOWBSJBOU XJUI SFTQFDU UP NBHOFUJD ஷ஫FMET� .BOZ $PVMPNC EJBNPOET XFSF DPMMFDUFE

PWFS UIF DPVSTF PG UIF NFBTVSFNFOUT BOE UIFZ BMM TIPX UIBU εC JT VODIBOHFE XJUI SFTQFDU UP EJஶGFSFOU

NBHOFUJD ஷ஫FMET� 'JHVSF (�� TIPXT NBOZ NPSF PG UIFTF $PVMPNC EJBNPOET� *U JT XPSUIXIJMF UP QPJOU

PVU UIBU UIF $PVMPNC EJBNPOET BSF WJSUVBMMZ JEFOUJDBM BU 0 5 BOE 1 5� "U 3 5 UIF EJBNPOET BSF POMZ

TMJHIUMZ NPEJஷ஫FE� 5IJT JT BOPUIFS DMVF TIPXJOH UIF BCTFODF PG B NBHOFUJD ஷ஫FME FஶGFDU CFMPXBc�

��� -ৡ৕৓৞ $ৡয়ৢ৤ৗ৥৥৛৔৛৞৛০৫ .ৗ৓৥১৤ৗয়ৗৠ০৥ ৓০ %৛৘৘ৗ৤ৗৠ০ .৓৙ৠৗ০৛৕ '৛ৗ৞৖৥

5IF QSFWJPVT UZQF PG NFBTVSFNFOUT XIFSF XF TXFQU VCH BOE B XIJMF ஷ஫YJOH V(S BMMPXFE VT UP TFF B

DPOUJOVJUZ JO UIF NBHOFUJD ஷ஫FME DPNJOH JO BOE PVU PG FYJTUFODF CZ MPPLJOH BU XIFO --T GPSNFE PS

EJTBQQFBSFE� )PXFWFS
 FYUSBDUJOH B DPODSFUFBc XBT EJஶஷ஫DVMU CFDBVTF UIF CPVOEBSZ UIBU EJWJEFT XIFO

--T EJTBQQFBS JT CMVSSZ� 5IF MPDBM DPNQSFTTJCJMJUZ NFBTVSFNFOU QFSGPSNFE BU ஷ஫YFE NBHOFUJD ஷ஫FMET

XJMM HJWF VT CFUUFS DMBSJUZ JO TFFJOH UIF POTFU PG -BOEBV MFWFM DPMMBQTF� 5IF MPDBM DPNQSFTTJCJMJUZ NFB�

TVSFNFOU TDIFNF 	USBDLJOH $/5 DPOEVDUBODF XIJMF TXFFQJOH V(S BOE VCH
 BT XFMM BT UIF RVBOUVN

DBQBDJUBODF FYUSBDUJPONFUIPE JT DPWFSFE JO EFUBJM JO DIBQUFS �� 'JHVSF ��� UP ��� TIPX UIF SFTVMUT BU EJG�

GFSFOU NBHOFUJD ஷ஫FMET� 'PDVTJOH PO UIF FYUSBDUFE RVBOUVN DBQBDJUBODF 	CQ
 QMPU BU 9 5 	IPSJ[POUBM

MJOFT JO UIF DPNQSFTTJCJMJUZ QMPUT ZJFME QFBLT JO RVBOUVN DBQBDJUBODF

 XF TFF UIBU UIFCQ 	PS%04
 PG

--T EFDSFBTF HFOFSBMMZ 	GSPNCMVF UP SFE
 BTV(S JODSFBTFT JONBHOJUVEF� )JHIFS --T EFDSFBTF BU IJHIFS

WBMVFT PGV(S BOE UIFZ BMM FWFOUVBMMZ NFSHF UPHFUIFS JOUP B SPVHIMZ IPNPHFOFPVT SFHJPO 	JOEJDBUFE CZ

SFE
� 5IJT CFIBWJPS DBO CF HFOFSBMJ[FE UP UIF --T BU PUIFS NBHOFUJD ஷ஫FMET� 5IF POMZ EJஶGFSFODFT BSF

���



	B
 	C


	D
 	E


'JHVSF ���� .BHOFUJD ஷ஫FME EFQFOEFODF PG UIF DBSCPO OBOPUVCF RVBOUVN EPU PO HSBQIFOF� 1MPUUFE BSF UIF
EFSJWBUJWFT PG EJஶGFSFOUJBM DPOEVDUBODFT XJUI SFTQFDU UP UIF HMPCBM 4J CBDLHBUF 	V(S
 WT UIF $/5 TPVSDF�ESBJO
CJBT 	VTE
� 	B
 JT UBLFO BU 0 5
 	C
 BU 1 5
 	D
 BU 3 5
 	E
 BU 9 5� 'PS NPSF NBHOFUJD ஷ஫FME EFQFOEFODFT
 QMFBTF SFGFS
UP BQQFOEJY (�

UIBU UIF --T BSF EFOTFS UPHFUIFS BT NBHOFUJD ஷ஫FME JT MPXFSFE BOE UIF V(S SFRVJSFE UP PCTFSWF UIF TVC�

TUBOUJBM EJNJOJTIJOH PG --TءCQ JT BMTP MPXFS� "U 3 5
 UIF --T BSF OPUJDFBCMZ OPU BT XFMM SFTPMWFE BOE

BU 15 UIFZ BSF DPNQMFUFMZ XBTIFE BXBZ 	TFF ஷ஫HVSF ���� GPS 15
�

'JHVSF ���� TIPXT MJOF DVUT PG UIF CQ TQBDFE BDSPTT UIF GVMM V(S SBOHF BOE BU EJஶGFSFOU NBHOFUJD

ஷ஫FMET� 8F DBO TFF GSPN UIJT ஷ஫HVSF DMFBSMZ UIBU UIF --T DPMMBQTFT BT V(S JODSFBTFT JO NBHOJUVEF� .PSF

QFDVMJBSMZ UIPVHI JT UIBU BT TFFO UISPVHIPVU UIF EBUB
 --T TFFNT UP QSFGFSFOUJBMMZ IBQQFO BU UPQ SJHIU

���



	B


	C


'JHVSF ���� -PDBM DPNQSFTTJCJMJUZ NFBTVSFNFOU BOE RVBOUVN DBQBDJUBODF FYUSBDUJPO BU 95� 	B
 JT UIF MPDBM DPN�
QSFTTJCJMJUZ NFBTVSFNFOU BOE 	C
 JT UIF RVBOUVN DBQBDJUBODF FYUSBDUJPO CPUI BT GVODUJPOT PG UIF CBDLHBUF 	VCH

BOE (S QPUFOUJBM 	V(S
� 5IF EPUUFE MJOF EFOPUFT UIFN = 0 -BOEBV MFWFM� 8F TFF UIF -BOEBV MFWFMT DPMMBQTF BT
V(S JODSFBTFT� VBOUVNߕ DBQBDJUBODF EBUB JT DVU BU 150 G'�µN2 GPS CFUUFS GFBUVSF DMBSJUZ�

���



	B
 	C


	D
 	E


	F
 	଍


'JHVSF ���� -PDBM DPNQSFTTJCJMJUZ NFBTVSFNFOU BOE RVBOUVN DBQBDJUBODF FYUSBDUJPO BU PUIFS NBHOFUJD ஷ஫FMET
ஷ஫FMET� 	B

	C
 BSF BU 7 5� 	D

	E
 BSF BU 5 5� 	F

	଍
 BSF BU 3 5� 5IF MFG஽ DPMVNO JT UIF MPDBM DPNQSFTTJCJMJUZ NFB�
TVSFNFOU BOE UIF SJHIU DPMVNO JT UIF RVBOUVN DBQBDJUBODF FYUSBDUJPO� -BOEBV MFWFMT DPMMBQTF BU TNBMMFS V(S GPS
TNBMMFS NBHOFUJD ஷ஫FMET� VBOUVNߕ DBQBDJUBODF EBUB JT DVU BU 150 G'�µN2 GPS CFUUFS GFBUVSF DMBSJUZ�

���



	B
 	C


	D
 	E


'JHVSF ����� VBOUVNߕ DBQBDJUBODF FYUSBDUJPO MJOF DVUT BU EJஶGFSFOU HSBQIFOF QPUFOUJBMT GPS EJஶGFSFOU NBHOFUJD
ஷ஫FMET� 'SPN UPQ UP CPUUPNNPTU MJOFT BSF DVUT UBLFO BU V(S = 1.5, 1, 0.5, 0...− 1.57 SFTQFDUJWFMZ� 	B
 JT BU 95

	C
 JT BU 75
 	D
 JT BU 55
 	E
 JT BU 35� &BDI DVSWF JT EJTQMBDFE WFSUJDBMMZ GPS DMBSJUZ�

���



BOE CPUUPN MFG஽ PG UIF NFBTVSFNFOU QMPUT� 5IJT JT CFTU TFFO JO MPXFS NBHOFUJD ஷ஫FMET QSFTFOUFE JO ஷ஫H�

VSF ���� 5IF DPOUJOVPVT SFE SFHJPO JO UIF RVBOUVN DBQBDJUBODF HSBQIT 	ஷ஫HVSF ���C
E
଍
 RVBMJUBUJWFMZ

SFQSFTFOU UIF DPMMBQTFE SFHJPO� *O UIF UPQ SJHIU PS CPUUPN MFG஽
 BT --Tء JOEJDFT JODSFBTF
 TDSFFOJOH CF�

DPNFT NPSF TFWFSF EVF UP UIF IJHIFS OVNCFS PG DBSSJFST JO UIF (S� 5IJT FYQMBJOT XIZ -- DPMMBQTF

SFRVJSFT HSFBUFS V(S BT -- JOEFY JODSFBTF� )PXFWFS
 PO UIF UPQ MFG஽ BOE CPUUPN SJHIU PG UIF NFBTVSF�

NFOU QMPUT
 XF XPVME FYQFDU TPNFUIJOH TJNJMBS OBJWFMZ CVU UIJT JT OPU UIF DBTF� 8F TJNQMZ EP OPU TFF

-- DPMMQTF IBQQFOJOH� "O FYQMBOBUJPO DPNFT GSPN UIF OBUVSF PG UIF QPUFOUJBM� 5IF FMFDUSJD ஷ஫FME PG

UIF QPUFOUJBM JT HJWFO CZ UIF TMPQF PG UIF QPUFOUJBM QSPஷ஫MF 	E = −∇V = ∇ε/e
� 5IFO
 MPPLJOH BU

UIF QPUFOUJBM QSPஷ஫MFT PG UIF QPUFOUJBMT JO ஷ஫HVSF ���� 	HJWFO CZ V (x) EFOPUFE CZ UIF EBSL CMVF MJOFT



POF DBO TFF UIBU EJஶGFSFOU SFHJPOT JO UIF V(S WT VCH NBQNBZ FJUIFS IBWF QPUFOUJBM XFMMT PS CBSSJFST BOE

UIFTF QPUFOUJBMT DBO CF FJUIFS BUUSBDUJWF PS SFQVMTJWF EFQFOEJOH PO UIF DBSSJFS UZQF JO UIF HBUFE SFHJPO�

" QPUFOUJBM CBSSJFS JT SFQVMTJWF GPS FMFDUSPOT CVU BUUSBDUJWF GPS IPMFT
 XIFSFBT
 B QPUFOUJBM XFMM JT BUUSBD�

UJWF GPS FMFDUSPOT CVU SFQVMTJWF GPS IPMFT� 'JHVSF ����C TIPXT IPX BT UIF (S EPQJOH VOEFS UIF $/5

JOWFSUT XIJMF NBJOUBJOJOH B QPUFOUJBM CBSSJFS
 UIF QPUFOUJBM BDUJOH PO UIF (S DBSSJFST XPVME TVEEFOMZ

HP GSPN SFQVMTJWF UP BUUSBDUJWF PS WJDF WFSTB� 8IFO UIF QPUFOUJBM JT SFQVMTJWF
 UIF FMFDUSJD GPSDF GPSDFT

UIF DBSSJFS UP FTDBQF UIF HBUFE SFHJPO BOE UIJT DPNQFUFT EJSFDUMZ XJUI UIFNBHOFUJD DPOஷ஫OFNFOU UIBU JT

SFTQPOTJCMF GPS QJOOJOH UIF DBSSJFS EPXO� *O UIJT DBTF JG UIF EFDPOஷ஫OJOH FMFDUSJD GPSDF PWFSQPXFST UIF

NBHOFUJD DPOஷ஫OFNFOU
 MPDBMJ[FE DZDMPUSPO PSCJUT XJMM OPU GPSN BOE -- DPMMBQTF JT QPTTJCMF� 8IFO UIF

QPUFOUJBM JT BUUSBDUJWF
 CPUI FMFDUSJD GPSDF BOE UIF -PSFOU[ GPSDF XJMM QJO UIF DBSSJFS EPXO CFOFBUI UIF

HBUFE SFHJPO� /P NBUUFS IPX CJH UIF FMFDUSJD ஷ஫FME HFUT
 DZDMPUSPO PSCJUT XIFO GPSNFE XJMM OFWFS HFU

EFTUSPZFE� )FODF
 -- DPMMBQTF XPVME OPU CF QPTTJCMF�

"T NFOUJPOFE QSFWJPVTMZ
 TDSFFOJOH QMBZT B CJH SPMF JO -- DPMMBQTF� *O BO BUUFNQU UP RVBOUJUBUJWFMZ

BOBMZ[F -- DPMMQTF
 JO UIF GPMMPXJOHXFXJMM JOWFTUJHBUF TQFDJஷ஫DBMMZ UIF CFIBWJPS PG UIFN = 0--�5IJT

���



	B


	C


'JHVSF ����� +VODUJPO QPMBSJUZ BOE -BOEBV MFWFM DPMMBQTF CFIBWJPS FYQMBOBUJPO� 	B
 5IF IZCSJE $/5ட(S EFWJDF
JT DPNQSJTFE PG B $/5 HBUFE SFHJPO BOE UIF CVML SFHJPO� 5IFTF SFHJPOT UPHFUIFS DPOTUJUVUF FJUIFS UIF VOJQPMBS
PS CJQPMBS SFHJNF� pp′p
 nn′n
pp′′p
 nn′′n BSF UIF VOJQPMBS SFHJNF� npn BOE pnp BSF UIF CJQPMBS SFHJNF� 5IF
CPYFE TDFOBSJPT TIPXJOH UIF %JSBD DPOFT BSF DPMPSFE DPEFE UP NBUDI UIF DPMPSFE SFHJPOT JO UIF V(S WT VCH NBQ�
5IFEJBHPOBM SFEEBTIFE MJOF USBDLT UIF$/1	%04NJOJNVN
VOEFSOFBUI UIF$/5�5IF BSSPXXJUI UIFEBTIFE
PVUMJOF DPOUBJOT OVNCFST UIBU DPSSFTQPOE UP UIF TDFOBSJPT TIPXO JO 	C
� 	C
 TIPXT UIF CFIBWJPS PG UIF (S
SFHJPOT DPSSFTQPOEJOH UP UIF OVNCFSFE QPTJUJPOT JO UIF CMVF BSSPX TIPXO JO 	B
� (PJOH GSPN SJHIU UP MFG஽ 	1
UP 5
 UIF EFWJDF FYIJCJUT -- DPMMBQTF BOE UIFO BCSVQUMZ DFBTFT UP TIPX -- DPMMBQTF BG஽FS QBTTJOH UIF $/1 	BU
�
� 5IJT PCTFSWBUJPO DBO CF FYQMBJOFE CZ XIFUIFS UIF DBSSJFST VOEFS TUVEZ BSF GFFMJOH BO BUUSBDUJWF PS SFQVMTJWF
QPUFOUJBM� -- DPMMBQTF POMZ PDDVST XJUI SFQVMTJWF QPUFOUJBMT XIJDI DPNQFUF BHBJOTUNBHOFUJD ஷ஫FME DPOஷ஫OFNFOU�

���



JT CFDBVTF UIFN = 0 -- QSFTFOUT UIF MFBTU BNPVOU PG TDSFFOJOH BOE JT UIVT UIF NPTU SFMJBCMF GFBUVSF

UP BOBMZ[F -- DPMMBQTF BDDVSBUFMZ� *O NPWJOH UP UIF OFYU TFDUJPO
 XFNBLF B OPUF UP UIF SFBEFS UIBU UIF

N = 0-- UIF DPMMBQTF IBQQFOT TZNNFUSJDBMMZ BCPVU B SFGFSFODFV(S� 5IJT QPUFOUJBM SFGFSFODF TJUVBUFT

BU V(S ≈ −0.27 EVF UP SFTJEVBM DIBSHF JO UIF $/5 BOE(S� V(S XJMM CF BEKVTUFE UP SFஸ஼FDU UIF TIJG஽FE

SFGFSFODF�

��� -৓ৠ৖৓১ -ৗ২ৗ৞ $ৡ৞৞৓ৢ৥ৗ ৘ৡ৤ ০৚ৗN = 0 -৓ৠ৖৓১ -ৗ২ৗ৞

'JHVSF ���� QSFTFOUT ஷ஫UT GPS UIF CFIBWJPS PG UIFN = 0--� 'JHVSF ����B TIPXT UIF%04 BWFSBHFE BDSPTT

UIF GVMM XJEUI PG UIF N = 0 -- BMPOH UIF VCH BYJT GPS B = 3, 5, 7, 9 5� " NPWJOH BWFSBHF ஷ஫MUFS

BMPOH UIF -- XBT QFSGPSNFE UP SFEVDF OPJTF BMPOH XJUI B EFUSFOEJOH GVODUJPO UIBU HFUT SJE PG B TNBMM

CBDLHSPVOE MJOFBS TMPQF� 5IF FYQFSJNFOUBM EBUB JT EFOPUFE CZ IPMMPX DJSDMFT BOE UIF TPMJE MJOFT BSF UIF

ஷ஫UT� " EPVCMF TJHNPJE DVSWF PG UIF GPMMPXJOH GPSN JT VTFE�

f(x) =
a

1 + e−b·(x+c)
+

a

1 + eb·(x−c)
− d. 	����


5IJT GBMMT VOEFS UIF DBUFHPSZ PG MPHJTUJD DVSWFT� 5IJT UZQF PG DVSWF CFTU SFQSFTFOUT CFIBWJPST XJUI BO

BDUJWBUJPO USJHHFS
 XIJDI JO PVS DBTF JT UIF POTFU PG -- DPMMBQTF� 5IJT UZQF PG DVSWF BMTP PஶGFST UIF

CFTU ஸ஼FYJCJMJUZ JO ஷ஫UUJOH TUFFQ TMPQFT XJUI XJEF QFBLT� .BOZ PUIFS QFBL�MJLF DVSWFT 	TVDI BT (BVTTJBOT


-PSFOU[JBOT BOE UIFJS WBSJBUJPOT
 EP OPU QSPWJEF BT HPPE B ஷ஫U BT FRVBUJPO �����

&YBNJOJOH UIF DVSWFTXF TFF UIBU BTNBHOFUJD ஷ஫FME JODSFBTFT
 UIF DVSWFCFDPNFTXJEFS
 SFஸ஼FDUJOH UIBU

B IJHIFS FMFDUSJD ஷ஫FME JT SFRVJSFE UP DBVTF -- DPMMBQTF� 5IF HSFFO�CMVF EJBNPOE NBSLT UIF QPUFOUJBM

WBMVF BU XIJDI XF DPOTJEFS -- DPMMBQTF UP IBWF PDDVSSFE� 8F DIPTF UIF PDDVSSFODF PG -- DPMMBQTF UP

CF XIFO Cq SFBDIFT 0.5 	G'�µN2
 GSPN [FSP� 8F OPUF UIBU UIF WBMVF DIPTFO IFSF JT JO TPNF TFOTF

���



'JHVSF ����� N = 0 -BOEBV MFWFM DPMMBQTF ஷ஫UT� 	B
 TIPXT UIF EFOTJUZ PG TUBUFT PG N = 0 -BOEBV MFWFMT GPS
B = 3, 5, 7, 9 5 EFOPUFE GSPN EBSL UP MJHIU DPMPST SFTQFDUJWFMZ� 5IF CMVF EPUUFE MJOF EFNBSDBUFT UIF POTFU PG
UIF DPMMBQTF� 5IF JOUFSDFQUJPO PG UIF EPUUFE MJOF BOE UIF -- %04 JT EFOPUFE CZ UIF HSFFO�CMVF EJBNPOET BOE
UIJT JOUFSDFQUJPO EFஷ஫OFT UIF DSJUJDBM QPUFOUJBM 	Vc
 BTTPDJBUFEXJUI UIF DSJUJDBM FMFDUSJDBM ஷ஫FME BU XIJDI -- DPMMBQTF
PDDVST� 5IF IPMMPX DJSDMFT BSF UIF ஷ஫MUFSFE FYQFSJNFOUBM QPJOUT BOE UIF TPMJE MJOFT BSF UIF TJHNPJE 	MPHJTUJD DVSWF

ஷ஫UT� 	C
 TIPXT UIF DSJUJDBM QPUFOUJBMT QMPUUFE XJUI SFTQFDU UP SFBM TQBDF� 5IF QSPஷ஫MF PG UIF QPUFOUJBM JT CBTFE
PO FRVBUJPO ����� 5IF EPUUFE MJOF JT UIF MJOFBSJ[FE QPUFOUJBM� 5IF TIBEFE CMVF TIPXT UIF TFDUJPO XIJDI UIF
MJOFBSJ[BUJPO JT CBTFE PO 	TMPQF PG UIF 1 − 5 ON TFDUJPO BXBZ GSPN UIF DFOUFS PG UIF QPUFOUJBM
� 5IF TIBEFE
HSFFO SFQSFTFOUT UIF SFHJPO JO XIJDI UIF MJOFBSJ[FE QPUFOUJBM BQQSPYJNBUFT XFMM 	< 1 N7 WBSJBUJPO
� 5IJT JT
∼ 14 ON BCPVU UIF DFOUFS PG UIF QPUFOUJBM� 	D
 TIPXT UIF UIFPSFUJDBM BOE FYQFSJNFOUBM DSJUJDBM ஷ஫FME CFIBWJPS�
5IFEBTIFE MJOF JT BDDPSEJOH UP UIFPSZ� 5IF HSFFO�CMVF EJBNPOET BOEPSBOHF TRVBSFT BSF UIF FYQFSJNFOUBM QPJOUT
XJUI UIF TPMJE MJOFT CFJOH UIF MJOFBS ஷ஫UT�

BSCJUSBSZ� 5IJT DPMMBQTF WBMVF XBT DIPTFO TVDI UIBU UIF DSJUJDBM ஷ஫FME ஷ஫U TUBZT BCPWF UIFBc = E/vF BT

TFFO JO ஷ஫HVSF ����D� #Z QJDLJOH B DPMMBQTF QPJOU UP CF BU B IJHIFS WBMVF TVDI BT 1 	G'�µN2
 GSPN [FSP

���



XPVME DBVTF UIF DSJUJDBM FMFDUSJD ஷ஫FME BU 35 UP EJQ CFMPX UIFBc = E/vF MJOF�

5IF TFMFDUFE DSJUJDBM QPUFOUJBMT FBDI IBWF BO BTTPDJBUFE TQBUJBM QPUFOUJBM QSPஷ஫MF� 'PS JOTUBODF
 DSJUJDBM

QPUFOUJBM GPS 95 JT BU BO FஶGFDUJWF V(S ∼ 1.1 7� 5IJT DSJUJDBM QPUFOUJBM JT UIF QPUFOUJBM XF DIPTF UIF

$/5 UP CF BU XJUI SFTQFDU UP UIF (S QMBOF� (S FMFDUSPOT XJMM UIFO GFFM UIF FMFDUSPTUBUJD GPSDFT EVF UP

UIF QPUFOUJBM PG UIF $/5 BOE UIF GPSDF GFMU WBSJFT TQBUJBMMZ JO UIF (S QMBOF EFQFOEJOH PO EJTUBODF PG

TFQBSBUJPO� "DDPSEJOH UP UIFPSZ
 UIF QPUFOUJBM FOFSHZ PG BO FMFDUSPO BU UIF (S QMBOF EVF UP B 1% HBUF

PG SBEJVT r BU B EJTUBODF h− d GSPN UIF (S QMBOF JT���

V (x) =
eφ′0
2

MO
[
x2 + (h− d)2

x2 + (h+ d)2

]
, 	����


XIFSF

φ′0 =
φ0

MO
[
(2h− r)/r

] , 	����


BOEφ0 JT UIF WPMUBHF BQQMJFE CFUXFFO UIF 1%HBUF BOE UIF EPQFE 4J TVCTUSBUF
 r JT UIF SBEJVT PG UIF 1%

XJSF
 h JT UIF EJTUBODF CFUXFFO UIF DFOUFS PG UIF XJSF BOE UIF TVSGBDF PG UIF 4J TVCTUSBUF
 BOE d JT UIF

EJTUBODF CFUXFFO (S BOE UIF TVSGBDF PG UIF 4J TVCTUSBUF� *O BDRVJSJOH UIJT QPUFOUJBM
 UIF DPOEJUJPO PG

EFDPVQMFE %JSBD DPOFT JT BTTVNFE BOE UIF (S EJFMFDUSJD SFTQPOTF JT OFHMFDUFE� &RVBUJPO ���� QSPWJEFT

VT UIF TQBUJBM EFQFOEFODF PG UIF QPUFOUJBM UIF (S FMFDUSPOT GFFM BU B QBSUJDVMBS DSJUJDBM QPUFOUJBM� 5IFTF

QPUFOUJBMT BT GVODUJPOT PG SFBM TQBDF JT QMPUUFE JO ஷ஫HVSF ����C� 5P BDDPVOU GPS UIF JO�QMBOF EJFMFDUSJD

SFTQPOTF PG (S
 XF EJWJEFE UIF QPUFOUJBM CZ ϵ(S = 2� �

5P FYUSBDU UIF FMFDUSJD ஷ஫FME
 XF MJOFBSJ[F QPUFOUJBM GSPN FRVBUJPO ���� BOE UBLF UIF OFHBUJWF PG UIF

TQBUJBM EFSJWBUJWF PG JU� 5IF MJOFBSJ[FE QPUFOUJBM JT CBTFE PO UIF MJOFBS TMPQF PG UIF 1− 5 ON TFDUJPO BT

PVUMJOFE CZ UIF EBTIFE MJOF� .PSF EFUBJMT BOE KVTUJஷ஫DBUJPO SFHBSEJOH UIF MJOFBSJ[BUJPO PG UIF QPUFOUJBM

JT DPWFSFE JO TFDUJPO ���� 5IF FMFDUSJD ஷ஫FME FYUSBDUFE GPS FBDI DSJUJDBM QPUFOUJBM JT UIF DSJUJDBM FMFDUSJD ஷ஫FME�

���



5IF FYUSBDUFE FMFDUSJD ஷ஫FME GPS FBDINBHOFUJD ஷ஫FME JT QMPUUFE JO IPMMPXPSBOHF DJSDMFT JO ஷ஫HVSF ����D� 5IF

PSBOHF MJOF JT B MJOFBS ஷ஫U� 8F TFF UIBU UIF FYUSBDUFE DSJUJDBM ஷ஫FME WBMVFT GBMM RVJUF DMPTF UP UIF UIFPSFUJDBM

Bc = E/vF MJOF� 5IF FYUSBDUFEEc WBMVFT TJU BCPWF UIF UIFPSFUJDBM MJOF BOE EFWJBUFT GSPN JU MJOFBSMZ

BT Bc JODSFBTFT� 5IJT JT FYQFDUFE EVF UP UIF TDSFFOJOH PG UIF N = 0 --� "T NBHOFUJD ஷ஫FME JODSFBTFT


UIF %04 PG UIF FWFSZ (S -- XJMM JODSFBTF MJOFBSMZ BOE UIJT XJMM TDSFFO NPSF PG UIF FMFDUSJD ஷ஫FME DPNJOH

GSPN UIF $/5�

��� $ৡৠ৕৞১৥৛ৡৠ

6TJOH UIF DBSCPO OBOPUVCF BT B 1% XJSF
 XF XFSF BCMF UP JOEVDF B 1% QPUFOUJBM JO HSBQIFOF UIBU

USBOTMBUFE JOUP BO JO�QMBOF FMFDUSJD ஷ஫FME� 5IF JO�QMBOF FMFDUSJD ஷ஫FME JT SFTQPOTJCMF GPS EFTUSPZJOH-BOEBV

MFWFMT JO HSBQIFOF JO UIF RVBOUVN)BMM SFHJNF� 5IJT FஶGFDU JT OPSNBMMZ QBSUJDVMBS UP SFMBUJWJTUJD TZTUFNT

BOE JT SPPUFE JO UIF -PSFOU[ JOWBSJBODF PG UIF FRVBUJPO PGNPUJPO PG SFMBUJWJTUJD QBSUJDMFT� *O PVS SFTVMU


BTTVNJOH UIF 'FSNJ WFMPDJUZ PG HSBQIFOF SFQMBDFT UIF SPMF PG TQFFE PG MJHIU
 UIF FYUSBDUFE WBMVFT GPS

DSJUJDBM ஷ஫FME GBMMT JNQSFTTJWFMZ XFMM XJUI UIF UIFPSZ GSPN SFMBUJWJUZ
 UIBUBc = Ec/vF XIJMF BDDPVOUJOH

GPS TDSFFOJOH� "MUIPVHI JU NVTU CF TUSFTTFE UIBU HSBQIFOF JT OPU JOIFSFOUMZ B SFMBUJWJTUJD TZTUFN
 UIF

-BOEBV MFWFM DPMMBQTF CFIBWJPS BEET UP UIF OPWFM TFU PG FYJTUJOH SFMBUJWJTUJD TJNVMBUJPOT BOE DFSUBJOMZ

NBLFT UIF DBTF GPS HSBQIFOF CFJOH BO FYDFMMFOU SFMBUJWJTUJD UFTU�CFE�

���



*EFॺ EP OPU BMXBZT DPNF JO B BTI׿ CVU CZ EJMJHFOU USJBM�

BOE�FSSPS FYQFSJNFOUT UIBU UBLF UJNF BOE UIPVHIU�

$IBSMFT ,BP

6
4JOHMF (VJEFE .PEF JO (SBQIFOF

-JLF QIPUPOT
 FMFDUSPOT DBO CF VTFE BT DBSSJFST PG JOGPSNBUJPO� #VU FWFO CFUUFS
 FMFDUSPOT IBWF UIF

EJTUJODU BEWBOUBHF PG TRVFF[JOH JOUP TQBDFT TNBMMFS UIBO UIF EJஶGSBDUJPO MJNJU PG MJHIU� "U UIF TBNF UJNF


FMFDUSPOT FYIJCJU EJஶGFSFOU UZQFT PG JOUFSBDUJPO FஶGFDUT� "MM UPHFUIFS
 JU JT QPTTJCMF UP SFBMJ[F DPNQMFY

MPHJD HBUFT GPS UIF FYDIBOHF PS QSPDFTT PG JOGPSNBUJPO JO UIF OBOPTDBMF� )PXFWFS
 UIFSF JT TUJMM MJNJUFE

UPPMT UP DPOUSPM FMFDUSPOT BOE UIF TJNQMF GBDU PG HVJEJOH UIFN JO B TPMJE
 MJLF BO PQUJDBM ஷ஫CFS GPS MJHIU


JT TUJMM B UFDIOPMPHJDBM DIBMMFOHF� 0OF�EJNFOTJPOBM NBUFSJBMT TVDI BT OBOPXJSFT PS DBSCPO OBOPUVCFT

OBUVSBMMZ QSPWJEF HVJEBODF GPS FMFDUSPOT
 CVU UIFZ DBOOPU CF USBOTNJUUFE XJUIPVU MPTT PG JOGPSNBUJPO

PWFS MPOH EJTUBODFT� )JHI NPCJMJUZ (B"T�"M(B"T IFUFSPTUSVDUVSFT XJUI FOHJOFFSFE OBSSPX HBUFT��

���



PS DMFBWFE�FEHF PWFS HSPXUI�� IBWF TIPXO 1% NPEFT CVU UIFTF SFRVJSF IJHIMZ JOWPMWFE BOE EFMJDBUF

GBCSJDBUJPO TDIFNFT UIBU BSF EJஶஷ஫DVMU UP JNQMFNFOU� 'VSUIFSNPSF
 UIF FMFDUSPOT HBT JO (B"T�"M(B"T

IFUFSPTUSVDUVSFT BSF CVSJFE SPVHIMZ B IVOESFE OBOPNFUFST EFFQ GSPN UIF TVSGBDF
 XIJDI SFTUSJDUT UIFJS

VTFGVMOFTT GPS QMBTNPOJDT BQQMJDBUJPOT�

(SBQIFOF JT B 2%&( UIBU JT FBTZ UP PCUBJO BOE JT DPNQMFUFMZ FYQPTFE� *U BMTP IBT IJHI NPCJMJUZ


BMMPXJOH FMFDUSPOT UP CF USBOTNJUUFE CBMMJTUJDBMMZ PWFS TFWFSBM NJDSPOT FWFO BU SPPN UFNQFSBUVSF���
��

"EEJUJPOBMMZ
 UIF XBWFMFOHUI PG FMFDUSPOT JO HSBQIFOF DBO CF UVOFE CZ DIBOHJOH UIF DBSSJFS EFOTJUZ�

$PVQMFE XJUI UIF GBDU UIBU FMFDUSPOT DBO SFஸ஼FDU BOE SFGSBDU BOBMPHPVTMZ UP FMFDUSPNBHOFUJD XBWFT
 UIF

USVFأ DPMPSTؤ PG HSBQIFOF OBUVSBMMZ FYUFOET UP PQUJDT� *UT QPUFOUJBM GPS QMBTNPOJDT IBT HFOFSBUFE IVHF

FYDJUFNFOU BOE IBT NBEF UIF BNCJUJPO PG DSFBUJOH PO�DIJQ DPNNVOJDBUJPO TZTUFNT UIBU DBO JOUFSBDU

XJUI MJHIU JO UIF OBOPTDBMF XJUIJO SFBDI���
��
�� *O QVSTVJU PG UIJT
 UIFSF JT B OFFE UP EFWFMPQ B DPN�

QMFUF FMFDUSP�PQUJDBM UPPMCPY� 4PNF PG UIF FTTFOUJBM UPPMT EFWFMPQFE JODMVEF� DPMMJNBUPST
 CFBNTQMJU�

UFST
 ஷ஫MUFST
 NPEVMBUPST
 JOUFSGFSPNFUFST
 MFOTFT BOE NVMUJNPEF XBWFHVJEFT���
��
��
��
��
�� 0OF PG UIF

SFNBJOJOH DSJUJDBM DPNQPOFOUT UIBU IBWF ZFU UP CF SFBMJ[FE JT UIF TJOHMF NPEF XBWFHVJEF� 5IF TJOHMF

HVJEFENPEF JT JNQPSUBOU CFDBVTF
 MJLF JO PQUJDBM ஷ஫CFST
 JU BMMPXT UIF USBOTNJTTJPO PG JOGPSNBUJPO PWFS

MPOH EJTUBODFT XJUIPVU MPTT� .VMUJ�NPEF ஷ஫CFST IBWF UIF BEWBOUBHF PG USBOTNJUUJOH JOGPSNBUJPO NPSF

FBTJMZ BOE JO QBSBMMFM CVU JT IJOEFSFE CZ JUT IJHI MPTT BOE JOGPSNBUJPO EJTUPSUJPO EVF UP NPEBM EJTQFS�

TJPO� 8JUI UIF SFBMJ[BUJPO PG BO JTPMBUFE TJOHMF HVJEFE NPEF JO HSBQIFOF
 UIF FMFDUSPO�PQUJDT UPPMCPY

CFDPNFT POF TUFQ DMPTFS UP DPNQMFUJPO�

0OF PCWJPVT NFUIPE GPS DSFBUJOH HVJEFE NPEFT JT UISPVHI UIF RVBOUVN IBMM FஶGFDU CVU JU JT UIFO

OFDFTTBSZ UP VTF B MBSHF NBHOFUJD ஷ஫FME
 FTQFDJBMMZ GPS TJOHMF UP GFX NPEFT
�� XIJDI CFDPNFT EJஶஷ஫DVMU

UP CF JOUFHSBUFE JOUP FMFDUSPOJD EFWJDFT BOE IFODF JNQSBDUJDBM GPS BQQMJDBUJPOT� 0O UIF PUIFS IBOE


HVJEFE NPEFT JO [FSP NBHOFUJD ஷ஫FME IBWF CFFO EFNPOTUSBUFE JO HSBQIFOF� 5IJT XBT FJUIFS EPOF CZ

���



VUJMJ[JOH UIF HSBQIFOF FEHF PS CZ MJOF HBUFT� ���
���
��� 5IF FEHF EFஷ஫OFE HVJEFE NPEF DBO CF DPNQMJ�

DBUFE CZ JOUFSWBMMFZ TDBUUFSJOH UIBU JT EPNJOBOU BU UIF FEHFT BOE CFDBVTF JU MBDLT QPUFOUJBM UVOBCJMJUZ
 JU

JT VODMFBS IPX NBOZ NPEFT BSF CFJOH HVJEFE� "T GPS UIF MJOF HBUF HVJEFE NPEFT
 UIF HBUFT VTFE TP GBS

BSF TVCTUBOUJBMMZ XJEFS UIBO UIF UISFTIPME GPS B TJOHMF HVJEFE NPEF� GVSUIFSNPSF
 UIF DVSSFOU EFUFD�

UJPO TDIFNF JT EJஶஷ஫DVMU UP TJOHMF PVU UIF FYJTUFODF PG EJTUJODU HVJEFE NPEFT BOE UIF PWFSBMM GBCSJDBUJPO

TDIFNF JT EFMJDBUF� "O JTPMBUFE BOE SFMJBCMF TJOHMF HVJEFE NPEF IBWF ZFU UP CF EFNPOTUSBUFE�

��� 0ৢ০৛৕৓৞ "ৠ৓৞ৡ৙১ৗ

5IF HVJEJOH NFDIBOJTN JO HSBQIFOF XBWFHVJEFT GBMMT JOUP UXP JOEFQFOEFOU DBUFHPSJFT� 5IF ஷ஫STU JT

UIF PQUJDBM ஷ஫CFS 	0'
 HVJEJOH BOE UIF TFDPOE JT UIF pnp 	PS npn
 HVJEJOH 	XF XJMM SFGFS UP CPUI pnp

BOE npn HVJEJOH BT pnp HVJEJOH GPS DPOWFOJFODF
� #PUI PG UIFTF NFDIBOJTNT TUFN GSPN UIF GBDU UIBU

CBMMJTUJD FMFDUSPOT JO(S DBO SFஸ஼FDU BOE SFGSBDU MJLF MJHIU SBZT JO SBZ PQUJDT� *O UIF GPMMPXJOHXFXJMM TIPX

XIZ�

����� 4ৠৗ৞৞ء৥ -৓৩ ৛ৠ (৤৓ৢ৚ৗৠৗ

5IF(S TZTUFNXJUI B 1% MJOF HBUF PO UPQ FYIJCJUT USBOTMBUJPOBM JOWBSJBODF BMPOH UIF MJOF HBUF BYJT� 5IJT

SFRVJSFT UIF NPNFOUVN BMPOH UIF HBUF EJSFDUJPO 	XIJDI XF QJDL UP CF JO UIF y EJSFDUJPO
 TFF ஷ஫HVSF

���
 UP CF DPOTFSWFE� .PNFOUVN QFSQFOEJDVMBS UP UIF MJOF HBUF 	x EJSFDUJPO

 IPXFWFS
 OFFE OPU CF�

'SPN UIJT NPNFOUVN DPOTFSWBUJPO SFBTPOJOH
 XF PCUBJO UIF DPOEJUJPO�

|q|TJOθ = |qt|TJOθt, 	���


���



'JHVSF ���� 4OFMMءT MBX JO HSBQIFOF� 	B
 JO UIF VOJQPMBS SFHJNF
 HSBQIFOF FYIJCJUT QPTJUJWF JOEFY PG SFGSBDUJPO�
	C
 JO UIF CJQPMBS SFHJNF
 HSBQIFOF FYIJCJUT OFHBUJWF JOEFY PG SFGSBDUJPO XIFSF FMFDUSPOT SFGSBDU BXBZ GSPN UIF
OPSN JO UIF PQQPTJUF EJSFDUJPO� *MMVTUSBUJPO JT BEBQUFE GSPN UIF XPSL CZ )BOETDIJO FU BM� ���

XIFSF q JT UIF NPNFOUVN PS XBWFWFDUPS PG (S XJUI SFTQFDU UP UIF %JSBD QPJOU
 θ JT UIF BOHMF PG JODJ�

EFODF NFBTVSFE GSPN UIF OPSN BOE θt JT UIF BOHMF PG USBOTNJTTJPO 	TFF ஷ஫HVSF ���
� 5IJT DPOEJUJPO JT

BOBMPHPVT UP 4OFMMءT MBX GPS MJHIU BOE TP TJNJMBSMZXFEFஷ஫OF UIF JOEFY PG SFGSBDUJPO UPCF UIFNPNFOUVN

PG (S 	q
� $POTFRVFOUMZ
 UIF DSJUJDBM BOHMF JT HJWFO CZ�

θc = TJO−1
(
|qt|
|q|

)
. 	���


5IF DSJUJDBM BOHMF EFஷ஫OFT UIF UISFTIPME GPS UIF JODJEFODF BOHMF
 CFMPX XIJDI XJMM DBVTF FMFDUSPOT UP

USBOTNJU BDSPTT UIF KVODUJPO BOE BCPWF XIJDI XJMM DBVTF DBVTF FMFDUSPOT UP SFஸ஼FDU DPNQMFUFMZ BU UIF

���



KVODUJPO� 5IF DSJUJDBM BOHMF IFODF DIBSBDUFSJ[FT UIF DPOஷ஫OFNFOU DBQBCJMJUZ PG UIF XBWFHVJEF� 5IF

SFஸ஼FDUJPO PS SFGSBDUJPO CFIBWJPS JT SFTUSJDUFE CZ POF BEEJUJPOBM DPOEJUJPO BOE UIBU JT UIF DPOTFSWBUJPO

PG DIBSHF OVNCFS� 5IJT NFBOT UIBU
√
πn = $POTU� = q2x + q2y � 'JHVSF ���B TIPXT UIF CFIBWJPS XIFO

(S KVODUJPO JT JO UIF VOJQPMBS SFHJNF BOE UIJT DPSSFTQPOET UP B (S KVODUJPO IBWJOH B QPTJUJWF JOEFY PG

SFGSBDUJPO� 5IF JOEFY PG SFGSBDUJPO PG UIF KVODUJPO JUTFMG JT EFஷ஫OFE UP CF�

n(S KVOD =
TJOθt
TJOθ

. 	���


5IFSF FYJTUT B WFSZ VOJRVF BOE IJHIMZ TPVHIU�BG஽FS TDFOBSJP BOE UIJT JT JMMVTUSBUFE JO ஷ஫HVSF ���C� 8IFO

(S JT JO UIF CJQPMBS SFHJNF
 UIF KVODUJPO CFIBWFT BT IBWJOH B OFHBUJWF JOEFY PG SFGSBDUJPO� 5IF USBOT�

NJUUFE FMFDUSPOT CFOE BXBZ GSPN UIF OPSN CVU BU B OFHBUJWF 	PQQPTJUF GSPN QPTJUJWF DBTF
 BOHMF� 5IF

CFIBWJPS PG UIF OFHBUJWF JOEFY PG SFGSBDUJPO JT XIBU BMMPXT (S UP CFDPNF B TVQFSMFOT BOE JO UIJT DBTF

TQFDJஷ஫DBMMZ
 B 7FTFMBHP MFOT���
���
��

����� (১৛৖৛ৠ৙ .ৗ৕৚৓ৠ৛৥য়৥

*O BDDPSEBODF UP 4OFMMءT MBX
 (S FMFDUSPOT DBO CFDPNF DPOஷ஫OFE BOE IFODF HVJEFE JO B HBUFE SFHJPO

JG UIF JOEFY PG SFGSBDUJPO 	HJWFO CZ q
 JT MBSHFS JO UIF HBUFE SFHJPO� 5IFZ BSF DPOஷ஫OFE JG UIF BOHMF PG

JODJEFODF UPXBSET UIF KVODUJPO JT HSFBUFS UIBO UIF DSJUJDBM BOHMF θc� 5IJT CFIBWJPS JT BOBMPHPVT UP UIF

HVJEJOH JO PQUJDBM ஷ஫CFST BOE JT IFODF DBMMFE PQUJDBM ஷ஫CFS 	0'
 HVJEJOH� 5SBOTNJTTJPO BDSPTT B pn KVOD�

UJPO EFDSFBTFT FYQPOFOUJBMMZ XJUI BOHMF 	TFF TFDUJPO �����

 UIFSFGPSF
 XIFO BOHMF PG JODJEFODF JT IJHI


FMFDUSPOT IBWF B MBSHFS DIBODF PG SFஸ஼FDUJOH CBDL
 UIVT JODSFBTJOH UIF DIBODFT PG CFDPNJOH DPOஷ஫OFE�

5IJT JT UFSNFE pnp HVJEJOH BOE JO UIJT UZQF PG HVJEJOH
 UIF TNPPUIFS UIF QPUFOUJBM QSPஷ஫MF
 UIF CFUUFS

UIF HVJEJOH DBQBCJMJUZ 	TFF ஷ஫HVSF ���
� 'JHVSF ��� JMMVTUSBUFT UIF UXP UZQFT PG HVJEJOH� "T TIPXO MBUFS


���



'JHVSF ���� (VJEFE NPEF NFDIBOJTNT� *G DBSSJFS EFOTJUZ XJUIJO UIF HBUFE SFHJPO 	nJO
 JT MBSHFS UIBO EFOTJUZ
PVUTJEF 	nPVU

 FMFDUSPOT SFஸ஼FDU JG UIF BOHMF JODJEFODF JT CFMPX θc MJLF JO BO PQUJDBM ஷ஫CFS� 5IJT JT DBMMFE PQUJDBM
ஷ஫CFS 	0'
 HVJEJOH� *G nJO JT PQQPTJUF JO QPMBSJUZ BT nPVU
 FMFDUSPOT BMTP SFஸ஼FDU JG UIF BOHMF JODJEFODF JT CFMPX θc�
5IJT JT
 IPXFWFS
 BUUSJCVUFE UP UIF pnp KVODUJPO� 5IF TIBEFE CMVF TUFQT DPSSFTQPOE UP EJஶGFSFOU NPEFT 	M 
 JO
UIF HBUFE SFHJPO
 UIF IBUDIFERVBESBOUT JOEJDBUF UIF SFHJPOT PGpnp HVJEJOH
 UIF PSBOHF TIBEFE USJBOHMFT JOEJDBUF
UIF SFHJPOT PG 0' HVJEJOH
 BOE UIF HSFFO SFHJPO JT UIF EJTPSEFS EPNJOBUFE [POF� 5IF TJ[FT PG UIF CMVF TIBEFE
TUFQT DIBOHFT BT B GVODUJPO PG QPUFOUJBM XFMM EFQUI BOEXJEUI� 0O UIF SJHIU TIPXT UIF USBKFDUPSJFT PG FMFDUSPOT BU
UIF KVODUJPOT JO UIF0' BOE pnp HVJEJOH DBTFT� /PUF UIBU UIF SFMBUJWF TJ[FT GPS UIF EJTPSEFS BOENPEF SFHJPOT BSF
BSCJUSBSJMZ DIPTFO� *U JT JNQPSUBOU UIBU UIF NPEF PG JOUFSFTU OPU CF NBTLFE CZ EJTPSEFS
 J�F� UIF HSFFO [POF NVTU
OPU PWFSMBQ UIF TIBEFE CMVF SFHJPO PG JOUFSFTU� *MMVTUSBUJPOT BSF BEBQUFE GSPN UIF XPSL CZ 3JDLIBVT FU BM� ���

UIF HVJEFE NPEFT UIBU XF EFUFDU JT XIFO (S JT JO UIF CJQPMBS SFHJNF 	TFF ஷ஫HVSF ���� GPS KVODUJPO QPMBS�

JUZ SFGFSFODF
� *O UIJT ஷ஫HVSF
 JU JT JNQPSUBOU UP UBLF OPUF PG UIF SFMBUJWF TJ[F PG UIF HSFFO TIBEFE SFHJPO

	EJTPSEFS [POF
 SFMBUJWF UP UIF CMVF TIBEFE SFHJPOT 	HVJEFE NPEFT
� 5IF HPBM IFSF JT UP PCTFSWF UIF

TJOHMF HVJEFE NPEF BOE JU JT JNQFSBUJWF UIBU UIF EJTPSEFS [POF OPU PWFSMBQ UIFM = 1 HVJEFE NPEF�

5P FOTVSF UIJT
 POF DBO EFDSFBTF QPUFOUJBM XJEUI TVDI UIBU UIF CMVF TUFQ TJ[FT JODSFBTF 	TFF FRVBUJPO

��� XIFSF U0 JT EJSFDUMZ UJFE XJUI UIF XJEUI PG UIF CMVF TIBEFE TUFQT
� 5IF FஶGFDU PG EJTPSEFS XJMM CF

���



BEESFTTFE JO EFUBJM JO UIF GPMMPXJOH TFDUJPOT�

��� " 4৛ৠ৙৞ৗ 8ৗ৓ঢ়৞৫ (১৛৖ৗ৖ .ৡ৖ৗ

5IF TVQFSJPSJUZ PG UIF TJOHMF HVJEFE NPEF JT EVF UP JUT DBQBCJMJUZ PG USBOTNJUUJOH JOGPSNBUJPO VOIJO�

EFSFE BOE XJUI IJHI ஷ஫EFMJUZ GPS MPOH EJTUBODFT� 'PS NVMUJ�NPEF XBWFHVJEFT
 CFDBVTF EJஶGFSFOU NPEFT

BSF JO DMPTF QSPYJNJUZ UP FBDI PUIFS
 TDBUUFSJOH CFUXFFONPEFT JT QPTTJCMF
 BOE CFDBVTF EJஶGFSFOUNPEFT

USBWFM BU EJஶGFSFOU WFMPDJUJFT
 DBSSJFST HP GSPN POF FOE PG B ஷ஫CFS UP UIF PUIFS FOE BU EJஶGFSFOU UJNFT SF�

TVMUJOH JO TJHOBM EJTUPSUJPO BU UIF SFDFJWJOH FOE�

3FDFOU NBOVGBDUVSFE PQUJDBM ஷ஫CFST BSF NPTUMZ DBUFHPSJ[FE BT XFBLMZ HVJEJOH� ���
��� 5IFTF XFBLMZ

HVJEJOHXBWFHVJEFT IBWF B DMBEEJOH SFGSBDUJWF JOEFY UIBU JT POMZ TMJHIUMZ TNBMMFS UIBO UIF DPSF SFGSBDUJWF

JOEFY
 JOXIJDI DBTF B MBSHF QPSUJPO PG UIF USBOTNJUUFEXBWF FYJTUT BT BO FWBOFTDFOUXBWF JO UIF DMBEEJOH

SFHJPO� 5IJT QSPWJEFT BO BEWBOUBHF CFDBVTF USBOTNJUUFE XBWF ஸ஼PXT UISPVHI XJUI B XJEFS XJEUI
 BM�

MPXJOH JU UP EJஶGSBDU BSPVOE BOZ QSPQBHBUJPO�MPTT�JOEVDJOH EFGFDUT BMPOH UIF PQUJDBM ஷ஫CFS� -JLFXJTF


FMFDUSPOT DBO IBWF B TJNJMBS QSPQFSUZ BOE UIJT JT XIFSF (S USVMZ TIJOFT�

(BQQFE TFNJDPOEVDUJOH NBUFSJBMT TVDI BT (B"T PS HBQQFE CJMBZFS (S
 PS NBUFSJBMT UIBU IBWF IBSE�

XBMM QPUFOUJBMT TVDI BT OBOPSJCCPOT BOE DBSCPO OBOPUVCFT
 IBWF POF DPNNPO EJTBEWBOUBHF XIFO JU

DPNFT UP FMFDUSPO HVJEJOH� 5IF DPOஷ஫OFNFOU PG FMFDUSPOT BSF DBVTFE CZ B TUSJDU CPVOEBSZ DPOEJUJPO

XIJDI MJNJUT UIF QPTTJCJMJUZ PG FWBOFTDFOU XBWFT CFZPOE UIF DPOஷ஫OFE BSFB� (BUF�EFஷ஫OFE QPUFOUJBMT JO

(S PO UIF PUIFS IBOE EP OPU DPOஷ஫OF FMFDUSPOT BT NVDI CFDBVTF PG UIF DPOEVDUJOH CVML� 5IF XBWF�

GVODUJPO PG UIF FMFDUSPO QFSTJTUT CFZPOE UIF HVJEFE DPSF DSFBUFE CZ UIF QPUFOUJBM XFMM� 5IJT BMMPXT UIF

FMFDUSPO XBWF UP EJஶGSBDU BSPVOE EJTPSEFS SFTJEJOH XJUIJO UIF HVJEFE DPSF� 5IF UIFPSJ[FE TDBUUFSJOH

SBUF JO UIF HVJEFE DPSF HPFT BT γ ≈ ak2 XIFSF a JT B QSPQPSUJPOBMJUZ DPOTUBOU EFQFOEFOU PO EJTPSEFS

TUSFOHUI BOE QPUFOUJBM TUSFOHUI
 BOE k = 2π/λ� 'PS B SFBMJTUJD DBSSJFS XBWFMFOHUI PG 100 ON 	0.01

���



F7

 UIF XFBLMZ HVJEFE NPEF DBO IBWF B NFBO GSFF QBUI BT MBSHF BT B GFX IVOESFE PG NJDSPOT� ��� 4VDI

HVJEJOH CFIBWJPS JT VOJRVF UP UIF HBQMFTT (S�

��� $৤ৗ৓০৛ৠ৙৓ৠ৖1৤ৡ৔৛ৠ৙০৚ৗ4৛ৠ৙৞ৗ(১৛৖ৗ৖.ৡ৖ৗ৩৛০৚৓$৓৤৔ৡৠ/৓ৠৡ০১৔ৗ

)FSF XF EFNPOTUSBUF UIF DSFBUJPO BOE EJSFDU QSPCJOH PG B TJOHMF HVJEFE NPEF JO HSBQIFOF CZ VUJ�

MJ[JOH B DBSCPO OBOPUVCF� " DBSCPO OBOPUVCF 	$/5
 UIBU JT DBSFGVMMZ QMBDFE PO B IFYBHPOBM�CPSPO

CJUSJEF 	I#/
 FODBQTVMBUFE(S BDUT BT B FYUSFNFMZ OBSSPX HBUF BOE BU UIF TBNF UJNF BT B TJOHMF FMFDUSPO

USBOTJTUPS UIBU DBO NPOJUPS UIF MPDBM EFOTJUZ PG TUBUFT 	-%04
 EJSFDUMZ CFOFBUI JU� 5IF TUSVDUVSF BOE

GBCSJDBUJPO TDIFNF PG UIF IZCSJE $/5ட(S EFWJDF JT TIPXO JO DIBQUFS �� "MM UIF EBUB QSFTFOUFE JO UIJT

DIBQUFS BSF UBLFO PO B EFWJDF XJUI 4 ON I#/ BT UIF EJFMFDUSJD TQBDFS� 4JNJMBS CFIBWJPS XBT TFFO JO UXP

PUIFS EFWJDFT XJUI 6 ON I#/ 	TFF BQQFOEJY ( GPS BEEJUJPOBM EBUB
� 8F XJMM BEESFTT UIF CFIBWJPS JO

EFWJDFT XJUI FWFO UIJDLFS I#/ UPXBSET UIF FOE PG UIF DIBQUFS� 5IF PQFSBUJPOBM QSJODJQMF BOENFUIPE

PG %04 FYUSBDUJPO BSF DPWFSFE JO EFUBJM JO DIBQUFS ��

5IF FTTFODF PG UIF HBUFE HVJEFENPEF MJFT JO UIF (S)BNJMUPOJBO TVCKFDU UP BO FYUFSOBM 1% FMFDUSP�

TUBUJD QPUFOUJBM�

H(q) = !vFσ · q+ V (x). 	���


5IF DFOUSBM RVFTUJPO UP BTL JT� XIBU JT UIF OFDFTTBSZ V (x) JO PSEFS UP SFBMJ[F UIF TJOHMF HVJEFE NPEF 

'PS B HJWFO 1% QPUFOUJBM
 UIFSF BSF UXP NBJO QBSBNFUFST� UIF QPUFOUJBM EFQUI 	U0
 BOE UIF QPUFOUJBM

XJEUI 	d
� 'JHVSF ���B TIPXT UIF RVBMJUBUJWF EFQJDUJPO PG UIF QPUFOUJBM DSFBUFE CZ B DIBSHFE $/5� *O

PVS IZCSJE EFWJDF
 UIF EFQUI PG UIF QPUFOUJBM XFMM DBO CF DPOUJOVPVTMZ BEKVTUFE CZ B WPMUBHF EJஶGFSFODF

BQQMJFE CFUXFFO UIF OBOPUVCF BOE UIF HSBQIFOF� *UT XJEUI EFQFOET PO UIF EJBNFUFS PG UIF OBOPUVCF

BOE UIF UIJDLOFTT PG I#/CFUXFFO UIF$/5BOE(S� #ZVTJOH B UIJOI#/	∼ 4−6ON
 BT UIF EJFMFDUSJD

���



'JHVSF ���� 1PUFOUJBM JMMVTUSBUJPO BOE DSJUFSJPO GPS UIF TJOHMF HVJEFENPEF� 	B
 UIF QPUFOUJBM DBVTFECZ UIF DIBSHFE
$/5 BOE JUT EFஷ஫OJOH QBSBNFUFST� 	C
 UIF QPUFOUJBM USFODI DSFBUFE JO UIF (S QMBOF PODF EFFQ FOPVHI DPOஷ஫OFT
FMFDUSPOT� 5IJT QPUFOUJBM GPSNT UIF FMFDUSPOJD XBWFHVJEF� 	D
 UIF DSJUFSJPO GPS UIF PCTFSWBUJPO PG B TJOHMF HVJEFE
NPEF 	TIBEFE JO ZFMMPX
� 5IF IBUDIFE SFHJPO JT UIF SFHJPO XIFSF EJTPSEFS EPNJOBUFT UIF QPUFOUJBM MBOETDBQF JO
(S� 5P SFMJBCMZ DSFBUF B TJOHMF HVJEFE NPEF
 UIF QPUFOUJBM USFODI NVTU CF BU MFBTU BO PSEFS PG NBHOJUVEF EFFQFS
UIBO UIF QPUFOUJBM ஸ஼VDUVBUJPO DBVTFE CZ EJTPSEFS�

TQBDFS
 QPUFOUJBM WBSJBUJPOT DBO CF BT TNBMM BT KVTU B GFX OBOPNFUFST
 XIJDI BT XF TIBMM TFF JT DSJUJDBM UP

UIF FYJTUFODF PG BO JTPMBUFE TJOHMF HVJEFE NPEF� 'JHVSF ���C TIPXT BO JMMVTUSBUJPO PG UIF FMFDUSPOJD

XBWFHVJEF BT B SFTVMU PG UIF QPUFOUJBM USFODI 	TIBEFE JO CMVF
 DSFBUFE JO UIF (S QMBOF� 'JHVSF ���D

TIPXT UIF DSJUFSJPO UP PCTFSWF UIF TJOHMF HVJEFE NPEF� 5IF OVNCFS PG NPEFT 	M 
 JT BQQSPYJNBUFMZ

���



'JHVSF ���� %JTPSEFS QPUFOUJBM PO HSBQIFOF� 5IJT EJTPSEFS JT VTVBMMZ DBVTFE CZ DIBSHF JNQVSJUJFT SFTVMUJOH JO
B EJTPSEFS QPUFOUJBM UIBU USBQT QVEEMFT PG FMFDUSPOT BOE IPMFT� 5IFTF BSF DPNNPOMZ DBMMFE DIBSHF QVEEMFT� 	B

UIF EJTUSJCVUJPO PG FOFSHJFT PG DIFNJDBM QPUFOUJBM ஸ஼VDUVBUJPOT 	PS %JSBD QPJOU FOFSHZ TIJG஽T
� 5IF JOTFU TIPXT
UIF TBNF EBUB CVU BMTP XJUI UIF EJTUSJCVUJPO GPS 4J02 TIPXO JO SFE� 	C
 UPQPHSBQIZ PG (S PO I#/� 	D
 DIFNJDBM
QPUFOUJBM NPEVMBUJPO GPS (S PO 4J02� 	E
 DIFNJDBM QPUFOUJBM NPEVMBUJPO GPS (S PO I#/� 	D
 BOE 	E
 TIBSF UIF
TBNF DPMPSCBS� "MM QMPUT BSF BEQBUFE GSPN UIF XPSL CZ 9VF FU BM� ��

HJWFO CZ� ���
��
���
⌊
M +

1

2

⌋
≈
⌊
d

λ

⌋
≈
⌊
U0d

!vF

⌋
, 	���


GPSM = 0, 1, 2... BOE ⌊ ⌋ EFOPUFT SPVOEJOH EPXO UP OFBSFTU JOUFHFS� vF JT UIF 'FSNJ WFMPDJUZ PG UIF

���



'JHVSF ���� $SFBUJOH B QPUFOUJBM XFMM JO DIBSHF QVEEMFT� 	B
 TIPXT B SBOEPNMZ HFOFSBUFE DIBSHF QVEEMF QPUFOUJBM
XJUI B DIFNJDBM QPUFOUJBM ஸ஼VDUVBUJPO δµ = 5NF7
 BWFSBHF QVEEMF EJTUBODF CFJOH30ONBOE UIF QVEEMF EJTUBODF
WBSJBODF UP CF 5 ON� 5IFTF WBMVFT BSF UBLFO UP NBUDI UIF FYQFSJNFOUBM ஷ஫OEJOHT PG B SFBMJTUJD DIBSHF QVEEMF JO
(S PO I#/���
��
��� 5IF CMVF MJOF DBO CF WJFXFE BT UIF DIFNJDBM EPQJOH MFWFM XJUI SFTQFDU UP UIF %JSBD QPJOU
	[FSP FOFSHZ
� 	C
 UP 	E
 VTFT UIF TBNF SBOEPNMZ HFOFSBUFE DIBSHF QVEEMF XJUI UIFJS SFTQFDUJWF QPUFOUJBM XFMM
	-PSFOU[JBO GPSN
 BU x = 0 	C
 IBT B XFMM XJEUI PG 50 ON BOE EFQUI PG 10NF7
 	D
 IBT B XFMM XJEUI PG 30 ON
BOE EFQUI PG 20NF7
 BOE 	E
 IBT B XFMM XJEUI PG 10 ON BOE EFQUI PG 70NF7� 5IF WBMVF BSF DIPTFO TVDI UIBU
JU NBUDIFT XJUI UIF TJOHMF NPEF DSJUFSJPO� "OE RVBMJUBUJWFMZ CZ MPPLJOH BU UIF HSBQIT POF DBO TFF UIBU POMZ 	E

DSFBUFT B OPUJDFBCMF FOPVHIXFMM BOE UIJT XFMM IBT B EFQUI UIBU JT BO PSEFS PG NBHOJUVEF MBSHFS UIBO δµ = 5NF7�
5IF SFBMJTUJD DPOEJUJPO NBZ FWFO CF TUSJDUFS�

FMFDUSPOT BOE U0 JT UIF QPUFOUJBM XFMM EFQUI� )FSF U0 SPVHIMZ EJDUBUFT UIF BMMPXBCMF XBWFMFOHUI PG

UIF DPOஷ஫OFE QBSUJDMFT� 5IF FYBDU GPSN JT EFQFOEFOU PO UIF QPUFOUJBM QSPஷ஫MF� 'PS B TRVBSF QPUFOUJBM GPS

FYBNQMF UIFSF JT OP UISFTIPME GPS PCTFSWJOH UIF ஷ஫STU NPEF BOE UIJT DSJUFSJPO JT JO DPOUSBTU UP DPOWFO�

UJPOBM OPOSFMBUJWJTUJD TZTUFNT XIJDI BMXBZT IPTUT CPVOENPEFT� ���
�� 5IJT SFMBUJPO JT BOBMPHPVT UP UIF

OVNCFS PG BMMPXFENPEFT JO BO PQUJDBM ஷ஫CFS� 5IF TJOHMF HVJEFENPEFNVTU UIFSFGPSF SFRVJSF UIJT SBUJP

���



UP CF PG UIF PSEFS VOJUZ PS TNBMMFS� *O QSJODJQMF UIJT DPOEJUJPO DBO CF GVMஷ஫MMFE GPS WFSZ XJEF BOE TIBM�

MPX QPUFOUJBMT
 CVU GPS UIF NPEF UP CF XFMM EFஷ஫OFE JU JT OFDFTTBSZ UIBU UIF EFQUI CF NVDI IJHIFS UIBO

UIF ஸ஼VDUVBUJPOT PG DIFNJDBM QPUFOUJBM EVF UP UIF EJTPSEFS TVDI BT DIBSHF QVEEMFT 	TFF ஷ஫HVSF ���
� 5IJT

FYQMBJOT JO QBSUJDVMBS XIZ JU JT EJஶஷ஫DVMU UP HVJEF UIF FMFDUSPOT JO WFSZ EJTPSEFSFE EJஶGVTJWF HSBQIFOF BOE

UIBU UIFSF IBT CFFO OP DPOWJODJOH SFQPSU PG B TJOHMF HVJEFENPEF TP GBS� 'PS (S FODBQTVMBUFE CZ I#/


UIFTF ஸ஼VDUVBUJPOT BSF BCPVU∼ 5NF7 	BU CFTU
 BOE UP CFBU UIFTF ஸ஼VDUVBUJPOT
 B QPUFOUJBM PG BO PSEFS

PG NBHOJUVEF EFFQFS JT SFRVJSFE 	TFF ஷ஫HVSF ���
� �� 5IJT SPVHIMZ NFBOT UIBU UP DSFBUF B TJOHMF HVJEFE

NPEF
 UIF QPUFOUJBM XJMM OFFE UP CF BU MFBTU XFMM PWFS 50NF7 JO EFQUI BOE BU NPTU∼ 10 ON XJEF�

5IF FMFDUSPOJDNPEFT HFOFSBUFE CZ TVDI B QPUFOUJBM BSFNBOJGFTUFE BT CSBODIFT BQQFBSJOH PVUTJEF PG

UIF (S %JSBD DPOF 	ஷ஫HVSF ���
� 5IFTF CSBODIFT BSF TJNJMBS UP UIF EJTQFSTJPO SFMBUJPO PG PQUJDBM NPEFT�

#FJOH JTPMBUFE
 UIFZ BSF VOMJLFMZ UP NJY XJUI PUIFS NPEFT BOE UIFSFGPSF DPOTUJUVUF QSPUFDUFE DBSSJFST

PG JOGPSNBUJPO� 5IFTF NPEFT BSF GPSNFE MPDBMMZ
 BU UIF IFBSU PG UIF QPUFOUJBM XFMM
 TP UIBU UIFZ EP OPU

BஶGFDU UIF PWFSBMM EFOTJUZ PG TUBUFT 	%04
 PG HSBQIFOF CVU BQQFBS BT SFTPOBODFT JO UIF MPDBM TUBUF EFOTJUZ

	-%04
� 5IFSFGPSF
 UP EFUFDU UIFN B MPDBM QSPCF NVTU CF VTFE� 'JHVSF ���C TIPXT UIF FWPMVUJPO PG

UIFTF CSBODIFT PG HVJEFENPEFTXJUI JODSFBTJOHQPUFOUJBMXFMM EFQUI� 5IFLFZ JOEFUFDUJOH UIFTFNPEFT

JT UIFJS WPO )PWF TJOHVMBSJUZ 	7)4
� &BDI CSBODI XJMM FWFOUVBMMZ EFWFMPQ B 7)4 BOE FBDI CSBODI JT

BTTPDJBUFE XJUI BU MFBTU POF� 5IJT 7)4 CFDPNFT NPSF QSPNJOFOU BT UIF QPUFOUJBM XFMM HFUT EFFQFS� *O

ஷ஫HVSF ���C
 XF DBO TFF TVDI7)4 BSJTJOH� "T UIF QPUFOUJBM CFDPNFT TUSPOHFS
 UIF 7)4XJMM NFSHF JOUP

UIF DPOUJOVVN BOE XJMM OP MPOHFS CF TFFO JTPMBUFE
 IPXFWFS
 UIJT EPFT OPU QSFDMVEF UIF FYJTUFODF PG B

HVJEFENPEF� 5IF FYJTUFODF PG B HVJEFENPEF JO PVS EFUFDUJPO TDIFNF JT QSFEJDBUFE PO B ஷ஫STU TIPXJOH

PG QFBL JO %04�

���



'JHVSF ���� %FOTJUZ PG TUBUFT PG UIF HVJEFE NPEFT� 	B
 UIF MFG஽ QBOFM TIPXT UIF EJTQFSTJPO SFMBUJPO PG UIF HVJEFE
NPEFT 	CMVF MJOFT
 XIJDI TIPX VQ BT CSBODIFT TUJDLJOH PVU PG UIF DPOUJOVVN 	HSBZ MJOFT
� UIF NJEEMF QBOFM
TIPXT UIF HMPCBM %04 PG (S� UIF SJHIU QBOFM TIPXT UIF -%04 UIBU JT JNNFEJBUFMZ CFOFBUI UIF $/5� 5IF MPDBM
QFBLT JO -%04 JT EVF UP UIF CSBODIFT PG UIF HVJEFE NPEFT 	BT DBO CF TFFO JO ஷ஫HVSF ���
� &BDI PG UIFTF HVJEFE
NPEFT IBWF B WPO )PWF TJOHVMBSJUZ 	7)4
 UIBU DPOUSJCVUFT UP UIF -%04 SFTPOBODF� /PUF UIBU UIFTF 7)4 DBO
FYJTU JOTJEF UIF DPOUJOVVN� 	C
 UIF DBMDVMBUFE HMPCBM EJTQFSTJPO SFMBUJPO PG (S XJUI UIF 1% QPUFOUJBM� (PJOH
GSPN MFG஽ UP SJHIU
 UIF QPUFOUJBM JOEVDFE 	U(S
 BSF 0, 45, 90, 180 NF7 SFTQFDUJWFMZ� "T UIF QPUFOUJBM JODSFBTFT

NPSF HVJEFE NPEFT BSF BMMPXFE� 5IF CMVF BSSPX JOEJDBUFT UIF ஷ஫STU HVJEFE NPEF�

���



	B


	C


'JHVSF ���� -PDBM DPNQSFTTJCJMJUZ NFBTVSFNFOU XJUI B DIBOHJOH 1% QPUFOUJBM HJWFO CZ V(S� 	B
 UIF GVMM NBQ PG
UIF EJஶGFSFOUJBUFE MPDBM DPNQSFTTJCJMJUZ NFBTVSFNFOU� 5IF EPUUFE CMBDL CPY TIPXT UIF QMPU XJOEPX PG ஷ஫HVSF
	C
� 	C
 [PPNT JO UP B TNBMMFS SFHJPO 	CMBDL EPUUFE CPY JO ஷ஫HVSF 	B

 UP TFF UIF ؤLJOLأ 	POF PG XIJDI JT NBSLFE
CZ B EBTIFE MJOF
 XJUI DMBSJUZ�

���
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'JHVSF ���B TIPXT UIF MPDBM DPNQSFTTJCJMJUZ NFBTVSFNFOU PG UIF IZCSJE $/5ட(S EFWJDF� VCH UVOFT

UIF HMPCBM (S DBSSJFS EFOTJUZ BOE V(S UVOFT UIF WPMUBHF EJஶGFSFODF CFUXFFO UIF $/5 BOE (S XIJDI

DPOTFRVFOUMZ UVOFT UIF QPUFOUJBM XFMM EFQUI� 5IF HFOFSBM FYQFDUFE GFBUVSFT BU MPX QPUFOUJBM FOFSHZ

BSF DPWFSFE JO DIBQUFS �� 8F NPWF PO EJSFDUMZ UP FYBNJOF UIF CFIBWJPS BU IJHI QPUFOUJBM FOFSHZ� "U

BSPVOE V(S = 0.5 7
 JG POF MPPLT DMPTFMZ UP UIF USBKFDUPSJFT PG UIF $/5 MFWFMT
 POF XJMM TFF B OFX

ؤLJOLأ BQQFBSJOH BU BSPVOE VCH = 57� 5IF FYJTUFODF PG B ؤLJOLأ JOEJDBUFT B QFBL JO%04 BT FYQMBJOFE

JO DIBQUFS �� 5IJT ؤLJOLأ CFDPNFT CJHHFS BT V(S JODSFBTFT� "U UIF UPQ MJNJU PG UIF NBQ
 UIF LJOL TQBOT

PWFS 5 7 XJEF JO VCH� 5IJT LJOL JT B EJSFDU SFTVMU PG UIF 7)4 GPSNFE BU UIF CSBODI PG B HVJEFE NPEF�

'JHVSF ���C TIPXT B [PPNFE JO WFSTJPO PG UIF DPNQSFTTJCJMJUZ NFBTVSFNFOU� 8F [PPN JO UP UIF SBOHF

CFUXFFO V(S = 1.2 UP 1.5 7 BOE JO UIJT QMPU UIF LJOLT BSF PCWJPVT
 XJUI POF PG UIFN PVUMJOFE CZ B

EBTIFE CMBDL MJOF�

1FSGPSNJOH B RVBOUVN DBQBDJUBODF 	Cq
 FYUSBDUJPO PO UIJT DPNQSFTTJCJMJUZ NFBTVSFNFOU QMPU 	BT

EFUBJMFE JO DIBQUFS �

 XF PCUBJO ஷ஫HVSF ���B� *O UIJT ஷ஫HVSF
 CMVF SFHJPO JOEJDBUFT IJHICq XIFSFBT SFE

JOEJDBUFT MPX Cq � 5IF SFE SFHJPO JO UIF ஷ஫HVSF SPVHIMZ USBDLT UIF Cq NJOJNVN
 XIJDI UFMMT VT UIF

QPTJUJPO PG UIF %JSBD QFBL� "T XF USBDF BMPOH UIF SFE SFHJPO
 GSPN V(S = 0 UP 1.5 7
 XF CFHJO UP TFF

B OFX CMVF SFHJPO FNFSHF BU BSPVOE V(S = 0.5 7� "T FYQMBJOFE
 UIJT JT EVF UP UIF GPSNBUJPO PG UIF

ؤLJOLأ JO UIF DPNQSFTTJCJMJUZNFBTVSFNFOU� 3Fஸ஼FDUJOHXIBUXBT PCTFSWFE JO UIFNFBTVSFNFOU
 UIFCq

PG UIJT OFXMZ GPSNFE SFTPOBODF CFDPNFT IJHIFS BOE XJEFS� 'JHVSF ���C JT B UJHIU CJOEJOH OVNFSJDBM

TJNVMBUJPO XIFSF B -PSFOU[JBO QPUFOUJBM XBT VTFE 	TFF BQQFOEJY "��
� 5IF GPSNBUJPO BOE FWPMVUJPO

PG UIJT SFTPOBODF NBUDIFT XFMM XJUI UIFPSZ�

'JHVSF ���B DPNQBSFT TQFDJஷ஫D MJOF DVUT GSPN UIF NFBTVSFNFOU BOE GSPN UIFPSZ BOE IFSF XF BMTP

���



	B


	C


'JHVSF ���� VBOUVNߕ DBQBDJUBODF FYUSBDUJPO BOE UIF TJNVMBUJPO� 	B
 TIPXT UIF FYQFSJNFOUBM FYUSBDUJPO BOE 	C

JT UIF OVNFSJDBM TJNVMBUJPO� 5IF SFE SFHJPO SPVHIMZ EFஷ஫OFT UIF%JSBD QFBL PS%04NJOJNVN� *O 	B

 BU BSPVOE
0.5V(S BOE −1V(S B OFX CMVF SFHJPO 	QFBL JO %04
 FNFSHFT BOE UIJT DPSSFTQPOET UP UIF TJOHMF HVJEFE NPEF�
	C
 JT QMPUUFE XJUI SFTQFDU UP BDUVBM FOFSHZ BT PQQPTFE V(S�

���



'JHVSF ���� $PNQBSJTPOCFUXFFO FYQFSJNFOUBM BOE UIFPSZ SFHBSEJOH UIF RVBOUVNDBQBDJUBODF PG B TJOHMF HVJEFE
NPEF� 	B
 MJOF DVUT BU V(S = 0, 0.5, 1 7
 XIJDI BSF PஶGTFU CZ 0, 50, 100 G'�µN2 SFTQFDUJWFMZ� #MVF DJSDMFT DPS�
SFTQPOE UP FYQFSJNFOU BOE CMBDL EBTIFE MJOF UP UIFPSZ� 5IF PSBOHF BSSPX QPJOUT UP UIF SFTPOBODF EVF UP UIF
HVJEFE NPEF BOE UIF HSFFO BSSPX QPJOUT UP UIF %JSBD QFBL� 	C
 UIF USBDLJOH PG UIF %JSBD QFBL 	PS %04 NJOJ�
NVN
 BOE UIF HVJEFE NPEF SFTPOBODF� %BTIFE MJOFT BSF FYUSBDUFE GSPN UIF TJNVMBUJPO BOE IPMMPX DJSDMFT BSF
GSPN UIF FYQFSJNFOU� 5IF ZFMMPX EBTIFE MJOF BOE CMVF DJSDMFT DPSSFTQPOEJOH UP UIF HVJEFE NPEF UFSNJOBUF CF�
DBVTF UIFSF BSF OP EFUFDUBCMF SFTPOBODFT� 	D
 UIF GVMM XJEUI IBMG NBYJNVN 	'8).
 PG UIF TJOHMF HVJEFE NPEF
SFTPOBODF� 5IF PSBOHF MJOF JT UIF MJOFBSMZ FYUSBQPMBUFE ஷ஫U PG UIF '8).PG UIF SFTPOBODFT GSPN UIF TJNVMBUJPO�

���



TFF UIBU UIFZ BSF WFSZ XFMM NBUDIFE
 NBUDIJOH JO CPUI QPTJUJPO BOE NBHOJUVEF� 'JHVSF ���C TIPXT

UIF FYUSBDUFE QPTJUJPO PG UIF %JSBD QFBL 	NJOJNVN Cq
 BOE UIF QPTJUJPO PG UIF SFTPOBODF JO CPUI

FYQFSJNFOU BOE TJNVMBUJPO� 5IFZ BMM FYIJCJU B MJOFBS CFIBWJPS BMUIPVHI UIF TMPQF DPSSFTQPOEJOH UP

UIF HVJEFE NPEF TFFNT UP EFWJBUF TMJHIUMZ BT UIF $/5 QPUFOUJBM JODSFBTFT� 5IF MJOFT GPS UIF HVJEFE

NPEF UFSNJOBUFT TVEEFOMZ GPS CPUI FYQFSJNFOU BOE TJNVMBUJPO BOE UIJT JT CFDBVTF UIF SFTPOBODF QFBL

IBT CFDPNF UPP TNBMM UP CF EFUFDUFE� "MUIPVHI BDDPSEJOH UP UIF NPEF DSFBUJPO DSJUFSJPO 	FRVBUJPO

���
 UIFSF JT B UISFTIPME JO QPUFOUJBM GPS UIF ஷ஫STU NPEF UP BQQFBS BOE UIJT UISFTIPME JT BSPVOE 100NF7

GPS PVS XJEUI QPUFOUJBM 	∼ 4 ON
 XIJDI JT RVJUF DPOTJTUFOU XJUI UIF MPTT PG SFTPOBODF EFUFDUJPO� 5IF

GBJMFE EFUFDUJPO
 IPXFWFS
 EPFT OPU QSFDMVEF UIF FYJTUFODF PG UIF TJOHMF HVJEFE NPEF TJNQMZ CFDBVTF

PG UIF FYQFSJNFOUBM BOE EJHJUBM SFTPMVUJPO� 'JHVSF ���D TIPXT UIF FYUSBDUFE GVMM XJEUI IBMG NBYJNVN

	'8).
 PG UIF SFTPOBODF� 5IF CMVF DJSDMFT BSF GSPN FYQFSJNFOU BOE UIF PSBOHF EBTIFE MJOF JT UIF

TMPQF PG UIF ஷ஫U PG UIF SFTPOBODFءT '8). JO UIF TJNVMBUJPO� 5IF TMPQF GSPN FYQFSJNFOU NBUDIFT XFMM

XJUI UIF TMPQF GSPN UIFPSZ� 5IF MJOFBS CFIBWJPS PG UIF '8).JO UIF FYQFSJNFOUBM SBOHF JT DPNQMFUFMZ

SFQSPEVDJCMF JO BMM TBNQMFT XJUI I#/ UIBU JT 6 ON PS UIJOOFS�

��� $ৡৠৠৗ৕০৛ৡৠ ৩৛০৚ "০ৡয়৛৕ $ৡ৞৞৓ৢ৥ৗ

)FSF XF NBLF B WFSZ CSJFG DPOOFDUJPO XJUI BUPNJD DPMMBQTF� "T TIPXO JO DIBQUFS �
 UIF IZCSJE $/5�

(S EFWJDF DBO CF WJFXFE BT B 1% BOBMPHVF GPS UIF BUPNJD DPMMBQTF QSPCMFN XIFSF (S QSPWJEFT UIF

SFMBUJWJTUJD FMFDUSPOT BOE UIF$/5BDUT BT B UVOBCMF OVDMFVT� *U JT SFGFSSFE UP BT UIF 1%BOBMPHVF CFDBVTF

POF DBO JNBHJOF WJFXJOH UIF TZTUFN GSPN UIF FEHF PG UIF (S XIJMF MPPLJOH EPXO BMPOH UIF $/5 BOE

UIF TZTUFN SFEVDFT UP TJNQMF 1% QSPCMFN 	J�F� UP BTTVNF USBOTMBUJPOBM JOWBSJBODF BMPOH UIF $/5
� #Z

JODSFBTJOH V(S
 XF BSF BOBMPHPVTMZ DIBSHJOH UIF OVDMFVT� 5IFO JO UIF QBSBEJHN PG BUPNJD DPMMBQTF


XIFO UIF DIBSHF PG UIF OVDMFVT SFBDIFT TVQFSDSJUJDBMJUZ
 SFMBUJWJTUJD FMFDUSPOT XPVME CFHJO UP EJWF GSPN

���



UIF QPTJUJWF DPOUJOVVN 	DPOEVDUJPO CBOE
 UP UIF OFHBUJWF DPOUJOVVN 	WBMFODF CBOE
� *O UIF DBTF

PG PVS EFWJDF
 UIF BQQFBSBODF PG UIF SFTPOBODF DBO CF UIF DVF GPS PG UIF CFHJOOJOH PG UIJT EJWF� 8F

TFF UIBU JU SPVHIMZ UBLFT V(S ≈ 0.6 7 GSPN UIF $/1 	TJUVBUFE BU V(S ≈ −0.2 7
 GPS UIF SFTPOBODF

UP BQQFBS� 'SPN UIF DIBSHF TUBCJMJUZ EJBHSBN NFBTVSFNFOU 	TFF ஷ஫HVSF (��

 XF TFF UIBU PO BWFSBHF BO

BEEJUJPOBM DIBSHF FOUFST UIF$/5FWFSZ∆V(S ≈ 0.057
NFBOJOH UIBU UP SFBDI TVQFSDSJUJDBMJUZ JU UBLFT

SPVHIMZ UFO DIBSHFT GPS UIF 1% BUPNJD DPMMBQTF UP IBQQFO� 5IJT IFSF JT BTTVNJOH UIBU UIF BQQFBSBODF

PG UIF SFTPOBODF JT UIF DPSSFDU DVF� *U IBT CFFO UIFPSJ[FE UIBU UIF TVQFSDSJUJDBMJUZ QPJOU GPS 1% BUPNJD

DPMMBQTF JT JNNFEJBUF
 J�F�
 BT TPPO BT UIF OVDMFVT JT DIBSHFE
 TUBUFT XJMM CFHJO UP EJWF� ��� 5IJT XPVME CF

JO DMFBS DPOUSBEJDUJPO XJUI TPNF UIFPSJFT SFHBSEJOH UIF BQQFBSBODF UISFTIPME PG B TJOHMF HVJEFE NPEF

JO (S
 IPXFWFS���
��� /POFUIFMFTT
 BT TPPO BT UIF SFTPOBODF EFWFMPQT
 UIF NBOOFS JO XIJDI JU EJWFT

EPXO JO FOFSHZ JT MJOFBS BT UIF OVDMFVT DIBSHF JODSFBTFT 	DPNQBSF XJUI FRVBUJPO ���� BOE BT TIPXO JO

ஷ஫HVSF ���C
� 5IJT JT JO RVBMJUBUJWF BHSFFNFOU XJUI UIF BUPNJD DPMMBQTF QSFEJDUJPO� )PXFWFS
 PODF UIF

FMFDUSPO TUBUFT IBWF EPWF EPXO JOUP UIF OFHBUJWF DPOUJOVVN UIFZ CFHJO UP PCUBJO BO FOFSHZXJEUI UIBU

JT JODSFBTJOH TPNFXIBU MJOFBSMZ BT TIPXO JO ஷ஫HVSF ���D
 JO DPOUSBEJDUJPO UP FRVBUJPO ����� 0OF DBO

DPODFJWBCMZ ஷ஫U B QBSBCPMJD DVSWF UP UIF QFBL XJEUI CFIBWJPS HJWFO UIF MBSHF OPJTF
 IPXFWFS� "MM JO BMM


UIF IZCSJE $/5ட(S EFWJDF TIPXT RVBMJUBUJWFMZ B CFIBWJPS UIBU NBZCF DPOTJTUFOU XJUI BUPNJD DPMMBQTF�

,FFQ JO NJOE
 TUSJDUMZ TQFBLJOH UIF BUPNJD DPMMBQTF QSPCMFN JT SPPUFE JO UIF 3% %JSBD FRVBUJPO XJUI

B 3% $PVMPNC QPUFOUJBM� 8IBU XF IBWF IFSF JT TJNQMZ B 1% BOBMPHVF UPZ NPEFM UIBU QPTTFTTFT B

NBUIFNBUJDBM TJNJMBSJUZ XJUI UIF FRVBUJPOT GPS BUPNJD DPMMBQTF CVU OPU B NBUIFNBUJDBM FRVJWBMFODF�

5IF SFBEFS JT MFG஽ UP EFDJEF GPS IJN PS IFSTFMG XIFUIFS PS OPU UIJT UPZ NPEFM DBO CF UBLFO TFSJPVTMZ BT

BO BUPNJD DPMMBQTF TJNVMBUPS�

���



��� .১৞০৛য়ৡ৖ৗ৥� "৔৥ৗৠ৕ৗ ৡ৘ 3ৗ৥ৡৠ৓ৠ৕ৗ৥ ৛ৠ 8৛৖ৗ৤ 1ৡ০ৗৠ০৛৓৞৥

'JHVSF ���� TIPXT UIF DBTF GPS B XJEFS QPUFOUJBM� 5IF TIPXO EBUB DPNF GSPN B EFWJDF XJUI 30ON UIJDL

I#/ TFQBSBUJOH UIF $/5 BOE (S� VBMJUBUJWFMZߕ TJNJMBS CFIBWJPS JT TFFO JO EFWJDFT XJUI I#/ UIBU JT

10ONPS UIJDLFS� "EEJUJPOBM EBUB GPS UIFTF PUIFS EFWJDFT BSF TIPXO JO UIF BQQFOEJY(�5IF TJNVMBUJPO

JT GPS B QPUFOUJBM XJEUI UIBU JT40ONXJEF� 'JHVSF ����B TIPXT UIF EJTQFSTJPO SFMBUJPO PG(S VOEFSOFBUI

UIF $/5 XIFO UIF QPUFOUJBM JT BU U(S = 0.45 F7 BOE IFSF XF TFF UIBU UIF CSBODIFT BSF FTTFOUJBMMZ

JOEJTUJOHVJTIBCMF GSPN UIF DPOUJOVVN� 5IF NPEFT GPSNFE BMM IBWF NFSHFE JOUP POF BOPUIFS� 4P

VOMJLF UIF TJOHMF NPEF XIJDI JT WFSZ XFMM JTPMBUFE JONPNFOUVN BOE FOFSHZ TQBDF
 UIFTF NVMUJ�NPEFT

DBO DPVQMF XJUI POF BOPUIFS BT XFMM BT XJUI UIF DPOUJOVVN FBTJMZ
 UIFSFCZ NBLJOH UIF NPEFT OPU BT

XFMM HVJEFE� 'JHVSF ����C TIPXT UIF OVNFSJDBMMZ DBMDVMBUFECR BOE IFSF XF EP OPU TFF BOZ SFTPOBODFT

EFWFMPQJOH BOE UIJT JT CFDBVTF UIFSF BSF OP 7)4 DPNJOH GSPN JOEJWJEVBM HVJEFE NPEFT� 'JHVSF ����D

TIPXT B MPDBM DPNQSFTTJCJMJUZNFBTVSFNFOU GPS UIF EFWJDF BSPVOE B IJHI HBUF QPUFOUJBM 	V(S = 7.257
�

5IF USBKFDUPSJFT PG UIF DPOEVDUBODF QFBLT GPSN TNPPUI 4 DVSWFT XIJDI SFQSFTFOU UIF %JSBD QPJOU BOE

UIFSF BSF OP PCWJPVT ؤLJOLTأ TFFO FMTFXIFSF� 5IJT TJHOJஷ஫FT UIF BCTFODF PG BOZ SFTPOBODF� )PXFWFS
 BT

USBDFE CZ UIF EBSL HSFFO BOE PSBOHF EBTIFE MJOFT
 XIJDI BSF FYUSBQPMBUFE GSPN UIF TMPQFE DPOEVDUBODF

MJOFT GBS GSPN UIF %JSBD QPJOU
 UIF TMPQFT PG UIF MJOFT BSF NJTNBUDIFE� *O UIJT DBTF
 UIF MJOF TMPQFT UP

UIF MFG஽ PG UIF %JSBD QPJOU 	VCH ≈ 177
 BSF NVDI ஸ஼BUUFS UIBO UIF TMPQFT UP UIF SJHIU� #FDBVTF UIF MJOF

TMPQFT BSF EJSFDUMZ DPSSFMBUFE XJUI UIF CR WBMVF
 CR XJUI SFTQFDU UP UIF VCH XJMM CF BTZNNFUSJD� 5IJT

DBO CF TFFO JO ஷ஫HVSF ����E� 'JHVSF ����F TIPX MJOF DVUT GSPN UIF TJNVMBUJPO BU EJஶGFSFOU QPUFOUJBM XFMM

EFQUIT� "T TFFO JO UIF FYQFSJNFOU
 UIFCR DVSWFT CFDPNF NPSF BTZNNFUSJD�

5IF SFBTPOJOH CFIJOE UIJT FMFDUSPO�IPMF BTZNNFUSZ DBO CF VOEFSTUPPE GSPN B TJNQMF FMFDUSPTUBUJD

BSHVNFOU� 'PS QPTJUJWFV(S
 UIF $/5 JT OFHBUJWFMZ DIBSHFE JO DPNQBSJTPOXIJDIXJMM BUUSBDU QPTJUJWFMZ

���



'JHVSF ����� *O UIF DBTF PG B XJEF QPUFOUJBM
 OP SFTPOBODFT EVF UP HVJEFENPEFT BSF GPSNFE� 	B

 	C

 	D
 BSF GSPN
TJNVMBUJPOT GPS B QPUFOUJBM XFMM XJEUI UIBU JT 40ON XJEF� 	D
 BOE 	E
 BSF FYQFSJNFOUBM SFTVMUT GSPN B EFWJDF
XJUI 30ON UIJDL I#/ JO CFUXFFO UIF $/5 BOE(S� 	B
 TIPXT UIF EJTQFSTJPO SFMBUJPO PG UIF (S VOEFSOFBUI UIF
$/5� 	C
 QMPUT UIF TJNVMBUFE RVBOUVN DBQBDJUBODF BT B GVODUJPO PG UIF QPUFOUJBM XFMM EFQUI 	U(S
 BOE CBDLHBUF
QPUFOUJBM 	VCH
� /P SFTPOBODF DBO CF TFFO� 	D
 JT B MPDBM DPNQSFTTJCJMJUZ NFBTVSFNFOU EPOF BSPVOE V(S = 7.25
7� 5IFSF BSF OP PCTFSWBCMF �ؤLJOLTأ 8IBU DBO CF TFFO JT UIF FMFDUSPO�IPMF BTZNNFUSZ TIPXO CZ UIF BTZNNFUSZ
JO UIF TMPQFT PG UIF DPOEVDUBODF MJOFT UP UIF MFG஽ BOE SJHIU PG UIF %JSBD QPJOU 	VCH ≈ 17 7� " HSFFO EBTIFE MJOF
JT FYUSBQPMBUFE CBTFE PO UIF TMPQF UP UIF MFG஽ PG UIF %JSBD QFBL BOE BO PSBOHF EBTIFE MJOF GPS UIF TMPQF PO UIF
SJHIU� 5IF TMPQFT BCPVU UIF%JSBD QPJOU JT DMFBSMZ EJஶGFSFOU� 5IJT JT SFஸ஼FDUFE JO BO BTZNNFUSZ JOCR TIPXO JO 	E
�
*O 	E

 FYUSBDUFECR BU V(S = 4.25, 6.25, 7.257 BSF QMPUUFE XJUI BO PஶGTFU� CR CFDPNFT NPSF TLFXFE XJUI UIF
MFG஽ TJEF SJTJOH VQ IJHIFS BT V(S JODSFBTFT� 	F
 BSF MJOFDVUT GSPN UIF TJNVMBUJPO QMPU JO 	C
� )FSF XF BMTP TFF UIF
CR DVSWF CFDPNJOH NPSF BTZNNFUSJD BT UIF QPUFOUJBM XFMM EFQUI JODSFBTFT�

���



DIBSHFE IPMFT BOE SFQFM OFHBUJWFMZ DIBSHFE FMFDUSPOT� 5IJT XJMM JODSFBTF UIF -%04 JO UIF IPMF TJEF

XIJMF EFDSFBTJOH UIF -%04 BU UIF FMFDUSPO TJEF� ��� 0UIFSXJTF
 CZ MPPLJOH BU UIF GPSNBUJPO PG NPEFT

GSPN UIFPSZ
 XF TFF UIBU GPS B QPUFOUJBM XFMM 	OPU CBSSJFS PS IJMM
 UIBU JT DSFBUFE CZ B OFHBUJWFMZ DIBSHFE

$/5 	QPTJUJWF V(S

 UIF OFX NPEFT EFWFMPQ BOE QJMF PO UIF FMFDUSPO TJEF 	DPOEVDUJPO CBOE
� 5IJT JT

CFTU TFFO JO ஷ஫HVSF ���� 5IFTF BEEJUJPOBM TUBUFT DPOUSJCVUF UP BO JODSFBTF JO %04 BOE IFODF BO JODSFBTF

JOCR�

5IF GBDU UIBU XF EP OPU TFF SFTPOBODFT GPS XJEFS QPUFOUJBMT JT JO BHSFFNFOU XJUI UIFPSZ BOE UIJT

JT B DMFBS JOEJDBUJPO PG UIF GPSNBUJPO PG POMZ NVMUJNPEFT
 NVDI MJLF UIF QSFWJPVT BUUFNQUFE XPSLT

PO HVJEJOH NPEFT� ���
��� 5IJT QSPWJEFT GVSUIFS FWJEFODF UIBU TJHOJஷ஫DBOUMZ TIBSQ QPUFOUJBM XFMMT BSF SF�

RVJSFE GPS UIF SFBMJ[BUJPO PG B TJOHMF CPVOE TUBUF�

��� #৤৛ৗ৘৞৫ ৡৠ .৓৙ৠৗ০৛৕ '৛ৗ৞৖ %ৗৢৗৠ৖ৗৠ৕ৗ

'JHVSF ���� TIPXT UIF EBUB GSPN UIF 4 ON UIJDL I#/ EFWJDF VOEFS B NBHOFUJD ஷ஫FME PG 15� *O UIJT NBH�

OFUJD ஷ஫FME
 XF TUJMM TFF UIF SFTPOBODF BOE UIF HFOFSBM CFIBWJPS TFFNT UP OPU IBWF BMUFSFE� 8F FYQFDU UIF

HVJEFENPEFT UP CF JOTFOTJUJWF UP UIF FYUFSOBM ஷ஫FME VQ VOUJM (S FOUFST UIF RVBOUVNIBMM SFHJNF� 5IJT JT

CFDBVTF
 BT TIPXO JO UIF SFTVMU GSPN -BOEBV MFWFM DPMMBQTF JO DIBQUFS �
 (S FMFDUSPOT IBWF UXP EJTUJODU

SFHJNFT VOEFS UIF JOஸ஼VFODF PG DSPTTFE FMFDUSJD BOE NBHOFUJD ஷ஫FMET� 5IFSF FYJTUT B DSJUJDBM NBHOFUJD

ஷ஫FME CFMPX XIJDI UIF (S FMFDUSPOT XJMM CFIBWF BT UIPVHI UIFSF XBT OP NBHOFUJD ஷ஫FME� 'PMMPXJOH UIJT

TIPXO PCTFSWBUJPO
 XF DBO DPODMVEF UIBU UIF HVJEFE NPEFT TIPVME CF SPCVTU JG UIF BQQMJFE NBHOFUJD

ஷ஫FME JT CFMPX UIF DSJUJDBM WBMVF�

���



'JHVSF ����� $PNQSFTTJCJMJUZ NFBTVSFNFOU BOE FYUSBDUFE RVBOUVN DBQBDJUBODF BU 1 5� 	B
 DPNQSFTTJCJMJUZ NFB�
TVSFNFOU BOE 	C
 FYUSBDUFE RVBOUVN DBQBDJUBODF CPUI BU 1 5� 5IFSF JT OP TJHOT PG RVBOUVN IBMM PTDJMMBUJPOT
BOE UIF HVJEFE NPEF SFTPOBODF JT TUJMM QSFTFOU 	NBSLFE CZ B GBJOU ZFMMPX MJOF

 EFNPOTUSBUJOH NBHOFUJD ஷ஫FME
SPCVTUOFTT VQ UP 15�

��� $ৡৠ৕৞১৥৛ৡৠ

0VS IZCSJE $/5ட(S EFWJDFT XJUI I#/ BT UIF EJFMFDUSJD TQBDFS IBWF MFU VT GVMMZ FYBNJOF UIF HVJEFE

NPEFءT EFQFOEFODF PO QPUFOUJBM XFMM TIBSQOFTT� *O PVS MPDBM DPNQSFTTJCJMJUZ NFBTVSFNFOUT GPS EF�

WJDFT XJUI 4 UP 6 ON UIJDL I#/ XF XFSF BCMF UP PCTFSWF B TJOHMF SFTPOBODF XIJDI PSJHJOBUFT GSPN UIF

FYJTUFODF PG B TJOHMF HVJEFENPEF� *O PVS EFWJDFT UIBU VTFT I#/ UIBU JT10ONPS UIJDLFSXFXFSF VOBCMF

UP TFF UIJT SFTPOBODF HJWFO UIF FYQFSJNFOUBM MJNJUBUJPOT QPTFE CZ UIF EJFMFDUSJD CSFBLEPXO WPMUBHF PG

I#/� 'SPN PVS PCTFSWBUJPOT XF DPODMVEF UIBU UP DSFBUF B TJOHMF HVJEFE NPEF JO (S
 B TIBSQ QPUFOUJBM

JT SFRVJSFE BOE UIJT TQFBLT UP UIF JNQPSUBODF PG VTJOH UIF $/5 BT UIF QPUFOUJBM NPEVMBUPS GPS GVUVSF

BQQMJDBUJPOT JO UIF ஷ஫FME PG FMFDUSPO PQUJDT�

���



4QVLIBؽF 'FSOXJSLVOH <4QPPLZ BDUJPO BU B EJTUBODF>�

"MCFSU &JOTUFJO

7
5PXBSET 1SPCJOH )ZESPEZOBNJDT WJB

$PVMPNC %SBH CFUXFFO B $BSCPO

/BOPUVCF BOE (SBQIFOF

)ZESPEZOBNJDT JT B VOJWFSTBM EFTDSJQUJPO PG B TUSPOHMZ DPSSFMBUFE BOE SBQJEMZ UIFSNBMJ[JOH QIZTJDBM

TZTUFN� "T UIF OBNF JNQMJFT
 UIF HPWFSOJOH FRVBUJPOT BSF SFBEJMZ BQQMJDBCMF UP MJRVJET XIJDI DPOUBJO

IJHI OVNCFST PG DPOTUJUVFOUT UIBU BSF DPOTUBOUMZ DPMMJEJOH XJUI POF BOPUIFS
 BMMPXJOH UIF GBTU FTUBC�

���



'JHVSF ���� /PO�IZESPEZOBNJD WT IZESPEZOBNJD ஸ஼PX SFHJNFT JO HSBQIFOF� 0O UIF MFG஽
 FMFDUSPOT ஸ஼PX CBMMJTUJ�
DBMMZ BOE PDDBTJPOBMMZ TDBUUFS PஶG JNQVSJUJFT� 5IJT JT UIF ,OVETFO SFHJNF� 0O UIF SJHIU
 FMFDUSPOT BSF DPOTUBOUMZ
DPMMJEJOH XJUI POF BOPUIFS BOE IFODF FRVJMJCSBUJOH JO B NBDSPTDPQJD ஸ஼VJE EFTDSJCFE CZ UIF UIFPSZ PG IZESPEZ�
OBNJDT� 5IJT JMMVTUSBUJPO JT UBLFO GSPN UIF XPSL CZ ;BBOFO� ���

MJTINFOU PG MPDBM FRVJMJCSJVNBOEIFODF TBUJTGZJOH UIF SFRVJSFNFOU PG B IZESPEZOBNJD ஸ஼VJE� &MFDUSPOT

JONBUUFS JO UIF SJHIU DPOEJUJPOT DBO BMTP CFIBWF FYBDUMZ BT B IZESPEZOBNJD ஸ஼VJE� 5IF HPWFSOJOH FRVB�

UJPOT BSF CMJOE UP UIF UZQF PG DPOTUJUVFOUT� 4P MPOH BT UIF QBSUJDMFT
 PS NPMFDVMFT
 PS DIBSHFT BSF IJHIMZ

JOUFSBDUJOH BOE BSF BCMF UP DPOTFSWF UIFJS UPUBM FOFSHZ BOE NPNFOUVN
 UIF NBOZ�CPEZ TZTUFN DBO CF

BDDVSBUFMZ EFTDSJCFE BT B TJOHMF FOUJUZ XJUI NBDSPTDPQJD QSPQFSUJFT�

��� 5৚ৗ 2১ৗ৥০ ০ৡ 1৤ৡ৔ৗ &৞ৗ৕০৤ৡ৚৫৖৤ৡ৖৫ৠ৓য়৛৕৥

5IF BQQMJDBUJPO PG UIF UIFPSZ PG IZESPEZOBNJDT UP DPOEFOTFENBUUFS DBO CF USBDFE CBDL UP ����XIFO

3BEJJ (VS[IJ QSFEJDUFE UIBU UIF SFTJTUJWJUZ PG B DPOEVDUPS XPVME EFDSFBTF XJUI JODSFBTJOH FMFDUSPO�

FMFDUSPO 	FF
 TDBUUFSJOH SBUF EVF UP UIF 1PJTFVJMMF ஸ஼PX PG FMFDUSPOT 	BT PQQPTFE UP UIF ,OVETFO ஸ஼PX

XIJDI EFTDSJCFT FMFDUSPOT BT CBMMJTUJD QBSUJDMFT JO B EJTPSEFSFE NFEJVN
� 5IJT XBT DBMMFE UIF (VS[IJ

FஶGFDU� ��� &YQFSJNFOUBM WFSJஷ஫DBUJPO PG UIJT QSFEJDUJPO FWFOUVBMMZ DBNF BMCFJU TMPXMZ EVF UP UIF MJNJUFE

TZTUFNT UIBU BMMPXFE IZESPEZOBNJDT BT XFMM BT UIF EJஶஷ஫DVMU DPOEJUJPOT GPS JU UP CFNBOJGFTUFE� ���
���
�
���

���



'JHVSF ���� &MFDUSPOJD QIBTF EJBHSBN PG HSBQIFOF� 5IF ZFMMPX BSFB DPSSFTQPOET UP UIF kBT XJOEPX 	UIFSNBM
TNFBSJOH
� *O UIF 'FSNJ MJRVJE SFHJNF
 HSBQIFOF POMZ DPOTJTUT PG POF UZQF PG DBSSJFST XIJMF JO UIF %JSBD ஸ஼VJE
SFHJNF
 CPUI FMFDUSPOT BOE IPMFT DPFYJTU� 5IFSF FYJTUT B SFHJNF XIFSF UIF FMFDUSPO�FMFDUSPO TDBUUFSJOH MFOHUI
JT UIF EPNJOBOU MFOHUI TDBMF� *O UIJT SFHJNF
 UIF FMFDUSPO MJRVJE JO (S CFIBWFT BT B IZESPEZOBNJD ஸ஼VJE� -FG஽
QJDUVSF JT BEBQUFE GSPN UIF XPSL CZ -VDBT FU BM� ���

5IF BEWFOU PG (S SFTVSSFDUFE UIF QVSTVJU PG IZESPEZOBNJDT� *O GBDU
 (S UVSOFE PVU UP CF BO FWFO

NPSF FYPUJD IZESPEZOBNJD TZTUFN EVF UP JUT %JSBD DPOF CBOETUSVDUVSF� 5IVT GBS
 UIF NBJO FYQFSJ�

NFOUT VOWFJMFE (S FMFDUSPOT JO UIF 'FSNJ MJRVJE SFHJNF BT BO FYUSFNFMZ WJTDPVT MJRVJE� �
��� 0OF PG UIF

LFZ TJHOBUVSFT PG IZESPEZOBNJDT JO (S JT UIF OFHBUJWF QPUFOUJBM UIBU EFWFMPQT SJHIU OFYU UP UIF JOKFD�

UJPO TJUF BT B SFTVMU PG WJTDPVT FOUSBJONFOU PG UIF FMFDUSPOT JO UIF ஸ஼VJE� 5IJT JT SFGFSSFE UP BT OFHBUJWF

WJDJOJUZ SFTJTUBODF� *O B TFUUJOH XJUI DMPTFE CPVOEBSZ DPOEJUJPOT
 UIF WJTDPVT FMFDUSPOJD ஸ஼VJE XPVME

GPSNXIJSMQPPMT 	TFF ஷ஫HVSF ���
� ���
���
���
��� )PXFWFS
 TJODF UIFTF QSPQPTFE FYQFSJNFOUT BMM SFMZ PO QFS�

GPSNJOH DPOWFOUJPOBM USBOTQPSU NFBTVSFNFOUT XIFSFCZ JOFWJUBCMF TUSBZ DVSSFOUT BSF JOKFDUFE JOUP UIF

FMFDUSPOJD TZTUFN
 NFBTVSJOH B OFHBUJWF WJDJOJUZ SFTJTUBODF PS TQPUUJOH XIJSMQPPMT DBO CF EJஶஷ஫DVMU� 'VS�

UIFSNPSF
 FMFDUSPOT JO UIF CBMMJTUJD SFHJNF BSF BMTP LOPXO UP DBVTF OFHBUJWF WJDJOJUZ SFTJTUBODF BOE

EJTUJOHVJTIJOH UIF IZESPEZOBNJD SFHJNF GSPN UIF CBMMJTUJD SFHJNF JT OPU TUSBJHIUGPSXBSE� ���
���
���
���

'JOBMMZ BOE QFSIBQT NPTU DSJUJDBMMZ
 POF PG UIF NPTU JOUSJHVJOH QSPQFSUJFT PG (S JT UIBU BU JUT %JSBD

QPJOU
 (S TJNVMUBOFPVTMZ IPTUT CPUI FMFDUSPOT BOE IPMFT XIJDI BDU BT B SFMBUJWJTUJD QMBTNB� 5IJT JT

���



'JHVSF ���� 5IF UXP TDFOBSJPT XIFO JOKFDUJOH DVSSFOU EJSFDUMZ JOUP HSBQIFOF� 	B
 UIF IZESPEZOBNJD TJHOBUVSF PG
B WJTDPVT ஸ஼VJE JT OFHBUJWF WJDJOJUZ SFTJTUBODF� 	C
 XIFO UIF ஸ஼VJE JT QVSFMZ PINJD
 UIFSF BSF OP WPSUJDFT� 	D
 UIF
MPOHJUVEJOBM QPUFOUJBM EJஶGFSFODF GPS EJஶGFSFOU WJTDPTJUJFT� 5IF QSFTFODF PG B WJTDPVT ஸ஼VJE XJMM DBVTF B TJHO DIBOHF
BMPOH UIF USBOTWFSTF EJSFDUJPO� 5IF JMMVTUSBUJPOT BSF BEBQUFE GSPN UIF XPSL CZ -FWJUPW FU BM� ���

LOPXO BT UIF %JSBD ஸ஼VJE BOE UIFSF BSF NBOZ FYDJUJOH QSFEJDUJPOT SFHBSEJOH UIJT ஸ஼VJE JODMVEJOH UIF

FYJTUFODF PG UIF QFSGFDU ஸ஼VJE��
���
��� )PXFWFS
 UP EBUF OP DPOWFOUJPOBM USBOTQPSU NFBTVSFNFOUT IBWF

CFFO BCMF UP EJSFDUMZ QSPCF UIJT SFHJNF EVF UP NBOZ BTTPDJBUFE FYQFSJNFOUBM DPNQMJDBUJPOT TVDI BT

+PVMF IFBUJOH�

����� $৓৤৔ৡৠ /৓ৠৡ০১৔ৗ ৓৥ ০৚ৗ 1ৗ৤০১৤৔৓০৛ৡৠ 5ৡৡ৞ ০ৡ $৤ৗ৓০ৗ ৓ �% .ৡ২৛ৠ৙

#ৡ১ৠ৖৓৤৫ $ৡৠ৖৛০৛ৡৠ

*U IBT MPOH CFFO UIFPSJ[FE UIBU $PVMPNC ESBH JO (S DBO CSJOH PVU IZESPEZOBNJDT JO (S BOE UIFSF

BSF VOFYQMBJOFE PCTFSWBUJPOT BMSFBEZ JO $PVMPNC ESBH NFBTVSFNFOUT UIBU NBZ CF UJFE XJUI IZESPEZ�

OBNJDT� ���
���
���
��� 8F TFFL UP TUVEZ IZESPEZOBNJDT JO B DMFBOFS XBZ BOE JO B TZTUFN NPSF BOBMPHPVT

UP UIPTF JO ஸ஼VJE NFDIBOJDT� 0OF IZESPEZOBNJD TDFOBSJP UIBU XF DBO EVQMJDBUF JT UIF 2% MJE�ESJWFO

DBWJUZ� *O UIJT TDFOBSJP
 (S BDUT BT UIF 2% DBWJUZ IPTUJOH UIF FMFDUSPO MJRVJE BOE UIF $/5 CFDPNFT

UIF 1% NPWJOH MJE UIBU TFSWFT UP ESJWF UIF MJRVJE JO (S 	TFF ஷ஫HVSF ���
� *G UIF $/5 JT QMBDFE DMPTF

���



'JHVSF ���� $BSCPO /BOPUVCF GPS UIF DSFBUJPO PG B 1% NPWJOH CPVOEBSZ DPOEJUJPO� 	B
 BOE 	C
 TIPX UXP
EJஶGFSFOU DPOஷ஫HVSBUJPOT PG UIF $PVMPNC ESBH NFBTVSFNFOU CFUXFFO B DBSCPO OBOPUVCF BOE HSBQIFOF� 8JUI
DMPTFMZ TQBDFE MFBET 	Dν JT PO UIF PSEFS PG B GFX IVOESFE OBOPNFUFST XIJDI JT UIF DIBSBDUFSJTUJD MFOHUI TDBMF
PG XIJSMQPPMT PG B IZESPEZOBNJD MJRVJE JO HSBQIFOF
 UIF EFWJDF DBO QPTTJCMZ EFUFDU UIF TQBUJBM CFIBWJPS PG UIF
FMFDUSPOJD ஸ஼VJE�

FOPVHI UP UIF (S
 UIF NPWJOH FMFDUSPOT JO UIF $/5 DBO ESBH FMFDUSPOT JO (S JO UIF TBNF EJSFDUJPO

WJB $PVMPNC ESBH� *O EPJOH UIJT
 XF FOTVSF UIBU UIF ESJWFO FMFDUSPOT JO (S POMZ USBWFM JO POF EJSFD�

UJPO BOE UIJT FMJNJOBUFT UIF QBSBTJUJD FஶGFDUT DPNJOH GSPN TUSBZ DVSSFOUT UIBU JT PUIFSXJTF JOUSPEVDFE

JO DPOWFOUJPOBM USBOTQPSU NFBTVSFNFOUT�

#VU $PVMPNC ESBH UVSOT PVU UP CF BO FYUSFNFMZ DPNQMFY BOE DPOWPMVUFE QIFOPNFOPO PO JUT PXO

SJHIU� 5IF TUVEZ PG IZESPEZOBNJDT IBT UIVT CFFO QVU PO IPME BOE UIF UIFPSFUJDBM CBDLHSPVOE BOE

TJNVMBUJPOT IBT CFFO SFMFHBUFE UP BQQFOEJY &� 5IF SFTU PG UIJT DIBQUFS XJMM GPDVT PO UIF DPNQMFYJUJFT

SFHBSEJOH $PVMPNC ESBH�

���



��� #৤৛ৗ৘ *ৠ০৤ৡ৖১৕০৛ৡৠ ০ৡ $ৡ১৞ৡয়৔ %৤৓৙

8IFO UXP TQBUJBMMZ TFQBSBUFE DPOEVDUPST BSF QMBDFE JO DMPTF QSPYJNJUZ UP POF BOPUIFS
 DIBSHF DBSSJFST

JO POF DBO JOUFSBDU XJUI DIBSHF DBSSJFST JO UIF PUIFS WJB $PVMPNC JOUFSBDUJPO� #Z ESJWJOH BO FMFDUSJD

DVSSFOU 	IESJWF
 JO UIF ESJWF 	BDUJWF
 MBZFS
 JG UIF JOUFSMBZFS $PVMPNC JOUFSBDUJPO JT UIF EPNJOBUJOH GPSDF


DIBSHFT JO UIF ESBH 	QBTTJWF
 DBO HFU ESBHHFE� $POTFRVFOUMZ
 JG UIF ESBH MBZFS JT MFG஽ JO BO PQFO DJSDVJU


UIF ESBHHFE DIBSHFT XJMM QJMF VQ PO POF FOE PG UIF MBZFS BOE BO FOTVJOH QPUFOUJBM XJMM EFWFMPQ BDSPTT

UIJT ESBH MBZFS� 5IJT QPUFOUJBM JT DBMMFE UIF ESBH WPMUBHF 	VESBH
� 5IF ESBH SFTJTUBODF JT EFஷ஫OFE UP CF�

RD =
VESBH

IESJWF
. 	���


8F DIPPTF UIF TJHO PG ESBH SFTJTUBODF UP CF OFHBUJWF XIFO UIF UXP MBZFST IBWF UIF TBNF DBSSJFS UZQFT

BOE QPTJUJWF XIFO UIFZ IBWF PQQPTJUF DBSSJFS UZQF� 5IJT RVBOUJUZ RVBOUJஷ஫FT UIF JOUFSMBZFS SFTJTUBODF

PG UIF EPVCMF MBZFS TZTUFN
 UIF EPVCMF MBZFS TZTUFN CFJOH UIF UXP DPOEVDUPST� *U BMTP UFMMT VT IPX

JOUFSBDUJWF UIF QBSUJDMFT BSF JO UIF TZTUFN� 1BSUJDVMBSMZ
 BOZ USVF ESBH TJHOBM EVF UP $PVMPNC ESBH JT

B EJSFDU DPOTFRVFODF PG JOUFSMBZFS FMFDUSPO�FMFDUSPO 	F�F
 JOUFSBDUJPOT� 5IF VTF PG $PVMPNC ESBH JO B

EPVCMF MBZFS TZTUFN DBO UIFO CF VTFE UP FJUIFS QSPCF PS ESJWF F�F JOUFSBDUJPOT TQFDJஷ஫DBMMZ�

5IF NBJO DIBMMFOHF JO QFSGPSNJOH $PVMPNC ESBH NFBTVSFNFOUT JT UP EFDJQIFS XIFUIFS UIF NFB�

TVSFE ESBH TJHOBM JT QVSFMZ EVF UP JOUFS�MBZFS $PVMPNC JOUFSBDUJPOT� #FDBVTF JOEJWJEVBM MBZFST JO B

EPVCMF MBZFS TZTUFN DBO UBML UP FBDI PUIFS WJB PUIFS NFBOT TVDI BT DBQBDJUJWFMZ
 UIF NFBTVSFE ESBH TJH�

OBM DBO PG஽FO CF NJTUBLFO BT PUIFS QBSBTJUJD FஶGFDUT� *O UIF GPMMPXJOH TFDUJPOT
 * XJMM MBZ EPXO UIF CBTJD

QSJODJQMFT PG $PVMPNCESBH BOE TIPX TPNF PG JUTNBJO TJHOBUVSFT� * XJMM UIFO EJTDVTT QPTTJCMF QBSBTJUJD

TJHOBMT� 'JOBMMZ
 * XJMM TIPX UIF POHPJOH QSPHSFTT PG PVS XPSL SFHBSEJOH UIF $PVMPNC ESBH CFUXFFO

���



'JHVSF ���� *MMVTUSBUJPO PG NPNFOUVN ESBH� " DVSSFOU JT ESJWFO JOUP UIF ESJWF MBZFS� 5IF DIBSHF DBSSJFST JO UIF
ESJWF MBZFS
 UISPVHI FMFDUSPO�FMFDUSPO JOUFSBDUJPOT
 JNQBSU NPNFOUVN UP UIF DBSSJFST JO UIF ESBH MBZFS� "T B
SFTVMU UIF DBSSJFST HFU ESBHHFE BOE B WPMUBHF EFWFMPQT BDSPTT UIF ESBH MBZFS� /PUF UIBU FMFDUSPOT BOE IPMFT CPUI
SFDFJWF UIF TBNFNPNFOUVN TP B EFUFDUBCMF TJHOBM OFDFTTBSJMZ SFRVJSFT BO BTZNNFUSZ JO UIF FMFDUSPOءT BOE IPMFءT
USBOTQPSU QSPQFSUJFT�

HSBQIFOF 	(S
 BOE UIF DBSCPO OBOPUVCF 	$/5
�

��� $ৡ১৞ৡয়৔ %৤৓৙ .ৗ৕৚৓ৠ৛৥য়৥

$PVMPNC ESBH IBT CFFO TUVEJFE FYUFOTJWFMZ TJODF UIF FBSMZ �Tء���� ���
���
���
���
��� 5IF FYQFSJNFOUBM QMBU�

GPSN IBE CFFO (B"T RVBOUVN XFMMT BOE BMM PG UIF FYQFSJNFOUBM ஷ஫OEJOHT IBE CFFO FYQMBJOFE WFSZ

TVDDFTTGVMMZ CZ NPNFOUVN ESBH XIFSF F�F TDBUUFSJOH NFEJBUFE CZ $PVMPNC JOUFSBDUJPO USBOTGFST NP�

NFOUVN GSPN UIF ESJWF MBZFS UP ESBH MBZFS� 5IF TBNF UZQF PG ESBH NFBTVSFNFOUT XFSF QFSGPSNFE

BG஽FS UIF BEWFOU PG (S� 5IF EPVCMF (S MBZFS TZTUFN QSPWFE UP CF B NVDI NPSF WFSTBUJMF FYQFSJNFOUBM

QMBUGPSN CFDBVTF UIF JOEJWJEVBM MBZFS DBSSJFS DPODFOUSBUJPO DBO CF UVOFE TFQBSBUFMZ JO BEEJUJPO UP UIF

BQQMJDBUJPO PG NBHOFUJD ஷ஫FME BOE JOUFSMBZFS EJTQMBDFNFOU ஷ஫FME� .PTU JNQPSUBOUMZ UIPVHI JT UIBU UIF

TFQBSBUJPO CFUXFFO UIF UXP (S MBZFST DBO CF NVDI TNBMMFS UIBO UIF JOUFSMBZFS TQBDJOH JO USBEJUJPOBM

2%&(EPVCMF MBZFS TZTUFNT� 5IJT BMMPXFE UIF QSPCJOH PG UIF VODIBSUFE TUSPOH�DPVQMJOH SFHJNFXIFSF

���



'JHVSF ���� .PNFOUVN ESBH QFSGPSNFE JO B EPVCMF HSBQIFOF MBZFS TZTUFN CZ (PSCBDFIW FU BM� ��� 	B
 TIPXT UIF
ESBH TJHOBM XJUI SFTQFDU UP ESJWF BOE ESBH MBZFS DBSSJFS EFOTJUJFT� 	C
 TIPXT UIF TBNF ESBH TJHOBM FYDFQU JO UFSNT
PG NFBTVSFNFOU QBSBNFUFST� UIF UPQ BOE CPUUPN HBUF WPMUBHFT� *O CPUI 	B
 BOE 	C

 XF TFF UIF DIBSBDUFSJTUJD
OFHBUJWF ESBH GPS TBNF EPQJOH UZQF JO UIF UXP MBZFST BOE QPTJUJWF GPS PQQPTJUF� 5IF ESBH TJHOBM EJNJOJTIFT BT
FJUIFS DBSSJFS EFOTJUZ HPFT UP [FSP� 	D
 TIPXT UIF MJOF DVUT GPS UIF TBNF BOE PQQPTJUF MBZFS EPQJOH� *O 	D
 XF
TFF UIF BOPNBMPVT QPTJUJWF ESBH TJHOBM BU EPVCMF DIBSHF OFVUSBM QPJOU� .PNFOUVN ESBH QSFEJDUT UIF WBMVF UP
WBOJTI�

UIF 'FSNJ XBWFMFOHUI JT UIF TBNF PSEFS PG NBHOJUVEF BT UIF TFQBSBUJPO EJTUBODF� 5IJT NFBOT UIBU UIF

JOUFSMBZFS BOE JOUSBMZFS JOUFSBDUJPOT BSF SPVHIMZ FRVBMMZ TUSPOH�

3FDFOU NFBTVSFNFOUT PO $PVMPNC ESBH JO UIF EPVCMF (S TZTUFN ZJFMEFE VOFYQFDUFE SFTVMUT IPX�

FWFS� "U IJHI DBSSJFS DPODFOUSBUJPOT
 (S $PVMPNC ESBH DPVME CF FYQMBJOFE XFMM CZ NPNFOUVN ESBH


CVU OFBS UIF EPVCMF DIBSHF OFVUSBMJUZ QPJOU 	%$/1

 UIF ESBH TJHOBM XBT BOPNBMPVTMZ IJHI BOE OFH�

BUJWF� 4FF ஷ஫HVSF ��� GPS UIF FYQFSJNFOUBM SFTVMUT� ��� 5IJT XBT KVTU POF PG UIF BOPNBMJFT� *O UIF MPX

UFNQFSBUVSF SFHJNF PG EPVCMF NPOPMBZFS ESBH TZTUFN BT XFMM BT UIF EPVCMF CJMBZFS (S TZTUFN
 UIFSF

XFSF SFTVMUT UIBU EP OPU GPMMPX UIF QSFEJDUJPO CZNPNFOUVN ESBH� ���
���
���
���
��� .BOZ PG UIFTF NZTUF�

SJPVT ஷ஫OEJOHT CFXJMEFSFE UIF ESBH DPNNVOJUZ� 1FPQMF IBWF BUUFNQUFE UP FYQMBJO UIFTF OFX CFIBWJPST

CVU BU UIF UJNF PG XSJUJOH
 UIFSF JT OP EFஷ஫OJUJWF FYQMBOBUJPO GPS UIF BOPNBMPVT CFIBWJPS� #FMPX
 * XJMM

SFQPSU UIF UXP QPQVMBS NFDIBOJTNT UIBU UPHFUIFS TFFN UP TVஶஷ஫DJFOUMZ FYQMBJO (S $PVMPNC ESBH�

���



����� .ৡয়ৗৠ০১য় %৤৓৙

.PNFOUVN ESBH JT DPOTJEFSFE UP CF UIF DPOWFOUJPOBM ESBH NFDIBOJTN� 5IF HJTU PG JU JT BT NFOUJPOFE

CFGPSF� F�F TDBUUFSJOH NFEJBUFE CZ $PVMPNC JOUFSBDUJPO USBOTGFST NPNFOUVN GSPN UIF ESJWF MBZFS UP

ESBH MBZFS� -FU VT BEESFTT UIJT QIFOPNFOPO NPSF RVBOUJUBUJWFMZ�

*O UIF TFNJDMBTTJDBM %SVEF USFBUNFOU
 XF DBO CSFBL EPXO UIF USBOTQPSU PG B CJMBZFS TZTUFN JOUP UXP

DPVQMFE FRVBUJPOT PG NPUJPO�

dp1

dt
= q1(E1 + v1 ×B)− p1

τ1
− (p1 − p2)

τD
, 	���


dp2

dt
= q2(E2 + v2 ×B)− p2

τ2
− (p2 − p1)

τD
, 	���


XIFSF TVCTDSJQUT {1, 2} EFOPUF UIF ESJWF BOE ESBH MBZFS SFTQFDUJWFMZ
 qi = +|nie|,−|nie| GPS IPMFT

BOE FMFDUSPOT SFTQFDUJWFMZ
 pi = mivi BOE B JT BTTVNFE UP CF IPNPHFOFPVT BDSPTT UIF UXP MBZFST�

τ1,2 BSF UIF JOUSBMBZFS TDBUUFSJOH UJNFT BOE τD UIF JOUFSMBZFS TDBUUFSJOH UJNF� /PUJOH UIBU JO B ESBH

NFBTVSFNFOU UIF ESBH MBZFS JT JO BO PQFO DJSDVJU XJUI OP OFU DVSSFOU
 TP v2 = 0
 UIFO UIF MPOHJUVEJOBM

ESBH SFTJTUJWJUZ JO TUFBEZ TUBUF JT�

ρD =
E2

en1v1
= − m1

n1n2e
2τD

, 	���


VOEFS UIF QSFNJTF UIBU UIF CJMBZFS TZTUFN JT DPNQPTFE PG UXP 2% MBZFST XIFSF n = [N−2] BOE ρD ·

(L/W ) = RD� 5IF MPOHJUVEJOBM ESBH SFTJTUJWJUZ JT JOEFQFOEFOU PG NBHOFUJD ஷ஫FME BOE IBT B TJHO UIBU

EFQFOET PO UIF EPQJOH PG UIF UXP MBZFST� *O UIF XPSL SFHBSEJOH $PVMPNC ESBH
 XF XJMM UBLF UIF TJHO

PG ESBH SFTJTUBODF UP CF OFHBUJWF JG MBZFST IBWF UIF TBNF DBSSJFS UZQF BOE QPTJUJWF JG PQQPTJUF� *O UIJT

USFBUNFOU
 BMM UIF NJDSPTDPQJD EFUBJMT BSF FODPEFE JO UIF QIFOPNFOPMPHJDBM QBSBNFUFS τD�

���



5P DBMDVMBUF UIF SBUF PG DIBOHF PGNPNFOUVN EVF UP F�F TDBUUFSJOH CFUXFFO ESJWF 	MBZFS 1
 BOE ESBH

	MBZFS 2
 MBZFST
 XF TUBSU GSPN UIF DPMMJTJPO JOUFHSBM JOUFHSBUFE PWFS USBOTGFSSFE NPNFOUVN�

dp2

dt
=

∫
dq

(2π)2

(
!q df(q)

dt

∣∣∣∣
DPM

)

=

∫
dq

(2π)2
!q
∫

dk1

(2π)2

∫
dk2

(2π)2

{
Wk1,k1+q,k2,k2−q

}
·

{
f(k1)

[
1− f(k1 + q)

]
f0(k2)

[
1− f0(k2 − q)

]
−

f(k1 + q)
[
1− f(k1)

]
f0(k2 − q)

[
1− f0(k2)

]}
.

	���


)FSF
 f JT UIF OPO�FRVJMJCSJVN EJTUSJCVUJPO GVODUJPO BOE f0 JT UIF 'FSNJ EJTUSJCVUJPO GVODUJPO� q JT

UIF JOUFSMBZFS NPNFOUVN USBOTGFS BOE TVCTDSJQUT 1, 2 EFOPUF ESJWF BOE ESBH MBZFS SFTQFDUJWFMZ� 5IF

USBOTJUJPO QSPCBCJMJUZ JT HJWFO CZ 'FSNJءT (PMEFO 3VMF�

Wk1,k1+q,k2,k2−q =
2π

! |V(q)|2δ(εk1 + εk2 − εk1+q − εk2−q). 	���


'PS (S UIFSF JT B QIBTF BTTPDJBUFE UP UIF USBOTJUJPO QSPCBCJMJUZ EVF UP UIF OPO�USJWJBM #FSSZ QIBTF BT

XFMM BO PWFSBMM NVMUJQMJFS EVF UP EFHFOFSBDZ 	TFF BQQFOEJY "��
� )FSFJOBG஽FS XF XJMM JHOPSF UIFTF GPS

TJNQMJDJUZ� 5IF ஷ஫OBM GPSN GPS SBUF PG NPNFOUVN DIBOHF JT VOBMUFSFE SFHBSEMFTT� 5IF 'PVSJFS USBOT�

GPSN PG UIF VOTDSFFOFE JOUFSBDUJPO QPUFOUJBM 	UIF $PVMPNC QPUFOUJBM
 GPS DBSSJFST DPOஷ஫OFE JO B 2%

QMBOF JT HJWFO CZ�

V(q) =

⎡

⎢⎣
2πe

2

q
2πe

2

q e−qd

2πe
2

q e−qd 2πe
2

q

⎤

⎥⎦ . 	���


5IF EJBHPOBM UFSNT BSF UIF JOUSBMBZFS CBSF $PVMPNC QPUFOUJBM BOE UIF PஶG�EJBHPOBM UFSNT BSF UIF JO�

UFSMBZFS CBSF $PVMPNC QPUFOUJBM� e JT UIF FMFNFOUBSZ DIBSHF BOE d JT UIF JOUFSMBZFS TFQBSBUJPO� )FSF

���



XF SFQPSU UIF VOTDSFFOFE QPUFOUJBM GPS TJNQMJDJUZ� 5P CF NPSF BDDVSBUF
 UIF TDSFFOFE QPUFOUJBM TIPVME

CF VTFE BOE GPS UIBU UIF SFBEFS JT SFGFSSFE UP UIF DJUFE SFGFSFODFT� ���
���
��� 5IF NBJO QPJOU IFSF JT UIF

FYQPOFOUJBM EFDBZXJUI SFTQFDU UP UIF JOUFSMBZFSNPNFOUVN USBOTGFS BOE JOUFSMBZFS TQBDJOH� &WFOXJUI

UIF TDSFFOJOH DPSSFDUJPO
 UIF FYQPOFOUJBM EFDBZ JT VODIBOHFE BOE UIJT EFQFOEFODF JT XIBU MJNJUT UIF

SBOHF PG UIF JOUFSMBZFS NPNFOUVN USBOTGFS� 5IF NBYJNVN NPNFOUVN UIBU DBO CF USBOTGFSSFE JT�

q ≪ 1

d
. 	���


'PSUVOBUFMZ
 GPS WBO�EFS 8BBMT NBUFSJBMT
 UIF JOUFSMBZFS TQBDJOH DBO CF BT UIJO BT B DPVQMF OBOPNFUFST

XJUIPVU UIF BEWFSTF FஶGFDU PG DVSSFOU MFBLBHF PS UVOOFMJOH� 5IJT JT EVF UP UIF DPOஷ஫OFNFOU PG UIF FMFD�

USPO XBWFGVODUJPO JO WBO�EFS 8BBMT NBUFSJBMT UP B TJOHMF PS KVTU B GFX BUPNJD MBZFST� 5IF PMEFS HFOFSB�

UJPO PG 2%&(4 	2% FMFDUSPO HBT

 TVDI BT (B"T IFUFSPTUSVDUVSFT
 DPOஷ஫OFE FMFDUSPOT JO BO FOHJOFFSFE

RVBOUVN XFMM WJB NPEVMBUJPO EPQJOH� 5IFTF FMFDUSPOT IBWF XBWFGVODUJPOT UIBU FYUFOEFE PO UIF PS�

EFS PG IJHI UFOT PG OBOPNFUFST BXBZ GSPN UIF 2%&( QMBOF� 5IJT TFWFSFMZ MJNJUFE UIF UIJOOFTT PG UIF

TQBDJOH CFUXFFO MBZFST� 8JUI I#/
 B UZQJDBM UIJDLOFTT PG 2 ON JT VTFE JO XIJDI DBTF UIF USBOTGFSBCMF

NPNFOUVN DBO CF BCPVU 0.5 ON−1� 5IJT JT TVஶஷ஫DJFOU GPS BOZ FMFDUSPO UP SFBDI BOZ QBSU PG UIF %JSBD

DPOF BU BMM FYQFSJNFOUBMMZ SFBDIBCMF HBUF WBMVFT� 'PS SFGFSFODF
 UIF DPOF EJBNFUFS JT BCPVU 0.5 ON−1

MPOH BU 0.3 F7 BOE UIF UXP WBMMFZT JO (S BSF TFQBSBUFE CZ BCPVU 10 ON−1�

-PPLJOH CBDL BU FRVBUJPO ���
 JU UFMMT VT UIBU SBUF PG NPNFOUVN DIBOHF DPNFT GSPN BMM QPTTJCMF

QIBTF TQBDF USBOTJUJPOT HJWFO CZ 'FSNJءT (PMEFO 3VMF BOE XFJHIUFE CZ UIFJS QSPCBCJMJUJFT� 5IF QSPC�

BCJMJUJFT BSF HJWFO CZ UIF EJTUSJCVUJPO GVODUJPOT� UIF EFMUB GVODUJPO FOTVSFT FOFSHZ DPOTFSWBUJPO� UIF

$PVMPNC QPUFOUJBM EFUFSNJOFT UIF NPNFOUVN USBOTGFS SBOHF� 5P FWBMVBUF UIF FRVBUJPO
 B MJOFBSJ[B�

UJPO PG UIF OPO�FRVJMJCSJVN EJTUSJCVUJPO GVODUJPO JT QFSGPSNFE XIJMF BTTVNJOH q = mv/!� "G஽FS

���



UIF MJOFBSJ[BUJPO
 XF HFU B WFSZ USBOTQBSFOU GPSN PG FRVBUJPO GPS UIF SBUF PG NPNFOUVN USBOTGFS�

dp2

dt
=

v1

2

1

kBT

∫
dq

(2π)2
(!q)2|V (q)|2

∫
dk1

(2π)2

∫
dk2

(2π)2

{
f0(k1)

[
1− f0(k1 + q)

]}

{
f0(k2)

[
1− f0(k2 − q)

]}
δ(εk1 + εk2 − εk1+q − εk2−q).

	���


8JUI TPNF BEEJUJPOBM NBUIFNBUJDBM USJDLT
 XF BSSJWF BU UIF HFOFSBMJ[FE ESBH GPSNVMB� ���

dp2

dt
=

v1

2

1

kBT

∫
dq

(2π)2
(!q)2|V (q)|2

∫
dω

*N[χ1(q,ω)]*N[χ2(q,ω)]

TJOI2(!ω/kBT )
. 	����


8F IBWF JOUSPEVDFE UIF -JOEIBSE GVODUJPO 	PS QPMBSJ[BUJPO GVODUJPO
 XIJDI SFQSFTFOUT UIF TVTDFQUJ�

CJMJUZ PG UIF FMFDUSPO HBT 	PS MJRVJE
� *U JT HJWFO CZ�

χi(q,ω) =

∫
dki

(2π)2
f0(ki)− f0(ki + q)

!ω − ε(ki) + ε(ki + q)− iη
. 	����


5IF JNBHJOBSZ QBSU PG UIF -JOEIBSE GVODUJPO JT BTTPDJBUFE XJUI UIF EJTTJQBUJPO PS BCTPSQUJPO PG JO�

DPNJOH FOFSHZ CZ UIF FMFDUSPO HBT WJB FMFDUSPO�IPMF QBJS FYDJUBUJPOT� *U JT B NFBTVSF PG IPX JOUFSBDUJWF

UIF FMFDUSPO HBT JT BOE JT HJWFO CZ�

*N[χi(q,ω)] =

∫
dki

(2π)2
[
f0(ki)− f0(ki + q)

]
δ(!ω − ε(ki) + ε(ki + q)). 	����


5P SFBDI FRVBUJPO ����
 B WFSZ JNQPSUBOU SFRVJSFNFOU NVTU CF GVMஷ஫MMFE BOE JU JT UIBU UIF FMFDUSPO BOE

IPMF EJTUSJCVUJPO GVODUJPOT NVTU CF BTZNNFUSJD� 8JUIPVU UIJT
 UIF QBSUT XJUI EJTUSJCVUJPO GVODUJPOT

XPVME SFTVMU JO [FSP� ��� 5IJT UPVDIFT PO POF PG UIF NPTU JNQPSUBOU QPJOU SFHBSEJOH $PVMPNC ESBH

BOE JU JT� $PVMPNC ESBH JT IJHIMZ TFOTJUJWF UP UIF FMFDUSPO�IPMF BTZNNFUSZ JO UIF TZTUFN� 5IJT XJMM CF

���



'JHVSF ���� &MFDUSPO�IPMF FYDJUBUJPOT GPS 1% BOE 2% TZTUFNT� 	B
 BOE 	C
 BSF UIF 2% BOE 1% FOFSHZ WT NPNFO�
UVN TQBDF SFTQFDUJWFMZ XJUI UIF NPNFOUB 	q
 BTTPDJBUFE XJUI FMFDUSPO�IPMF FYDJUBUJPOT MBCFMFE� 	D
 BOE 	E
 BSF
UIF 2% BOE 1% FMFDUSPO�IPMF FYDJUBUJPO TQFDUSB SFTQFDUJWFMZ�

BEESFTTFE BHBJO MBUFS� "OE BT B MBTU TJEF OPUF
 UIF #FSSZ QIBTF BOE EFHFOFSBDZ JOGPSNBUJPO BTTPDJBUFE

XJUI (S
 JG UBLFO JOUP BDDPVOU
 XPVME CF FNCFEEFE JO UIF QPMBSJ[BUJPO GVODUJPO�

5P DPNQVUF UIF ESBH SFTJTUBODF
 XF VTF UIF GBDU UIBU BOZ NFBTVSBCMF DIBOHF JO NPNFOUVN JO UIF

ESBH MBZFS XJMM HFOFSBUF BO FMFDUSJD ஷ஫FME�

dp2

dt
= n2eE2. 	����


5PHFUIFS XJUI FRVBUJPO ���
 XF HFU UIF HFOFSBMJ[FE GPSNVMB GPS ESBH SFTJTUJWJUZ EVF UP NPNFOUVN

���



ESBH� ���
���
���

ρD =
1

n1n2e
2

1

2kBT

∫
dq

(2π)2
(!q)2|V (q)|2

∫
dω

*N[χ1(q,ω)]*N[χ2(q,ω)]

TJOI2(!ω/kBT )
. 	����


*O UIF MPX UFNQFSBUVSF SFHJNF 	kBT ≪ !ω
 BOE POMZ UBLJOH JOUP BDDPVOU GPSXBSE 	TNBMM BOHMF


TDBUUFSJOH
 TP JHOPSJOHCBDLTDBUUFSJOH 	MBSHF BOHMF

 XIJDI JT BSHVBCMZ B WBMJE BTTVNQUJPO GPSNPTU UJNFT

EVF UP UIF FYQPOFOUJBM EFDBZ EFQFOEFODF
 UIF ESBH SFTJTUJWJUZ TJNQMJஷ஫FT UP� ���
���
���

ρD =
!
e2
π2ζ(3)

16

(kBT )
2

εF1εF2

1

q5'1q5'2kF1kF2d
4 , 	����


XIFSF ζ(3) ≈ 1.202
 q5'J JT UIF 5IPNBT�'FSNJ TDSFFOJOHXBWFWFDUPS
 εFi JT UIF 'FSNJ FOFSHZ BOE kFi

JT UIF 'FSNJ XBWFWFDUPS� &RVBUJPO ���� BOE ���� UPHFUIFS HJWFT VT NVDI PG UIF JOGPSNBUJPO SFHBSEJOH

$PVMPNC ESBH� 5IF T 2 EFQFOEFODF JT JG XF JHOPSFE CBDLTDBUUFSJOH TQFDJஷ஫DBMMZ� 8JUI CBDLTDBUUFS�

JOH JO 2%
 T 2 → T 2MO(εF /kBT ) CVU UIJT MPHBSJUINJD UFNQFSBUVSF DPSSFDUJPO JT OPU FBTJMZ OPUJDF�

BCMF FYQFSJNFOUBMMZ� ���
��� 'VSUIFSNPSF
 CBDLTDBUUFSJOH JO (S JT TVQQSFTTFE EVF UP JUT #FSSZ QIBTF BOE

MBSHF NPNFOUVN USBOTGFS JT MFTT QSPCBCMF TP PWFSBMM XF FYQFDU UIF UFNQFSBUVSF EFQFOEFODF UP GPMMPX

NPSF DMPTFMZ XJUI T 2� 5IJT PWFSBMM T 2 EFQFOEFODF IBT UIF TBNF SPPU BT UIF 'FSNJ MJRVJE F�F TDBUUFS�

JOH UFNQFSBUVSF EFQFOEFODF� *OUFSMBZFS $PVMPNC ESBH JT KVTU BOPUIFS NBOJGFTUBUJPO PG F�F TDBUUFSJOH

CVU JOTUFBE PG PDDVSSJOH JO POF MBZFS
 JU JT PDDVSSJOH JO UXP MBZFST� 8JUI UIJT JO NJOE
 XF FYQFDU UIF

UFNQFSBUVSF EFQFOEFODF UP CF UIF ஷ஫STU TJHOBUVSF UP HP JG POF PS CPUI MBZFST OP MPOHFS CFIBWF BT B

'FSNJ MJRVJE� $PVMPNC ESBH DBO UIVT CF VTFE BT B QSPCF UP EFUFDU VODPOWFOUJPOBM FMFDUSPOJD SFHJNFT�

'PS JOTUBODF
 GPS 1%�1%ESBH UIF UFNQFSBUVSF EFQFOEFODF JT FYQFDUFE UP CF OPO�NPOPUPOJD
 ���
���
���

XIJMF GPS IJHIMZ DPSSFMBUFE TZTUFNT TVDI BT FYDJUPO DPOEFOTBUFT UIF UFNQFSBUVSF EFQFOEFODF EJWFSHFT

BT UFNQFSBUVSF EFDSFBTFT� ���
���
���

���



'JHVSF ���� $PNQBSJTPO CFUXFFO FMFDUSPO�IPMF TZNNFUSJD BOE FMFDUSPO�IPMF BTZNNFUSJD TZTUFNT� 4IPXO BSF
QJDUVSFT EFQJDUJOH UXP EJஶGFSFOU UZQFT PG ESBH MBZFST HJWFONPNFOUVN q� 	B
 TIPXT 1%TZTUFNXJUI MJOFBS FOFSHZ
CBOETXIJDI OFDFTTBSJMZNFBOT FMFDUSPO�IPMF TZNNFUSZ BSPVOE UIF 'FSNJ FOFSHZ GPS BMM FOFSHZ WBMVFT� 	C
 TIPXT
B 1% TZTUFN XJUI QBSBCPMJD FOFSHZ CBOET� "OZXIFSF BXBZ GSPN UIF DIBSHF OFVUSBMJUZ QPJOU 	XIFSF UIF CBOET
UPVDI

 UIFSF XJMM CF FMFDUSPO�IPMF BTZNNFUSZ BSPVOE UIF 'FSNJ FOFSHZ� 5IF DVSWBUVSF PG UIF FOFSHZ CBOET JT
XIBU EJDUBUFT UIF TZNNFUSZ� " ESBH TJHOBM EFQFOET PO UIF BTZNNFUSZ PG UIF TZTUFN BT JU JT SFRVJSFE UP HFOFSBUF
BO JNCBMBODF CFUXFFO FMFDUSPO BOE IPMF RVBTJQBSUJDMFT�

5IF ESBH SFTJTUBODF EVF UP NPNFOUVN USBOTGFS DBO CF TVNNBSJ[FE UP EFQFOE PO UIF GPMMPXJOH

GBDUPST�

�� QIBTF TQBDF BWBJMBCJMJUZ GPS TDBUUFSJOH MJNJUFE CZ kBT 


�� UIF JOUFSBDUJPO UFSN V (q)XIJDI EJDUBUFT qNBY HJWFO d


�� FMFDUSPO�IPMF BTZNNFUSZ FYQSFTTFE UISPVHI UIF BTZNNFUSJD FOFSHZ EFQFOEFODF PG %04

BOE HSPVQ WFMPDJUZ BSPVOE UIF 'FSNJ FOFSHZ


�� TDSFFOJOH EVF UP FBDI MBZFSءT DBSSJFS DPODFOUSBUJPOT BT SFஸ஼FDUFE CZ UIF 1/n EFQFOEFODF


�� JO�QMBOF EFOTJUZ ஸ஼VDUVBUJPOT HJWFO CZ *N[χ(q,ω)]�

5IF JNQPSUBODF PG FMFDUSPO BOE IPMF BTZNNFUSZ XBT CSJFஸ஼Z UPVDIFE VQPO QSFWJPVTMZ CVU MPPLJOH

BU UIF ஷ஫OBM GPSN GPS NPNFOUVN ESBH
 UIF FYJTUFODF TFFNT UP CF MPTU JO XSJUJOH� 5IJT HPFT CBDL UP UIF

FWBMVBUJPO PG UIF JNCBMBODF JO UIF FMFDUSPO EJTUSJCVUJPO GVODUJPOT� *ONPWJOH GPSXBSE GSPN FRVBUJPO

���
 UIFSF JT UIF VOEFSMZJOH BTTVNQUJPO UIBU UIF UFSNT XJUI EJTUSJCVUJPO GVODUJPOT ZJFME OPO�[FSP WBM�

���



VFT� 5IJT DBO POMZ IBQQFO JG UIF FMFDUSPO BOE IPMF FOFSHZ TQFDUSVN BSF BTZNNFUSJD� 5IJT BTZNNFUSZ

SFRVJSFNFOU DBO QBSUJBMMZ CF DBQUVSFE CZ ஷ஫HVSF ���� 4QFDJஷ஫DBMMZ TIPXO JO UIF ஷ஫HVSF JT UIF SFTQPOTF

PG UIF ESBH MBZFS� *G FMFDUSPOT BOE IPMFT XFSF TZNNFUSJD
 UIF FYDJUFE QBJST PG FMFDUSPOT BOE IPMFT BG�

UFS B NPNFOUVN HBJO XPVME USBWFM BU UIF TBNF WFMPDJUZ
 SFTVMUJOH JO B [FSP PWFSBMM DVSSFOU� 'PS UIF

BTZNNFUSJD DBTF
 FMFDUSPOT BOE IPMFT XPVME USBWFM EJஶGFSFOUMZ XIJDI SFTVMUT JO BO PWFSBMM DVSSFOU� 5IJT

DPODFQU JT GVSUIFS FYQPVOEFE VQPO JO UIF DJUFE SFGFSFODFT� ���
���
���
���
���
���
���

6OEFS B NBHOFUJD ஷ஫FME
 JU XBT TIPXO UIBU FRVBUJPO ���� DBO CF SFXSJUUFO JO UIF GPMMPXJOH UFOTPS

GPSN����

ρD ∼ ρ2
dσ1

d(en1)

dσ2

d(en2)
ρ1, 	����


XIFSF UIF FMFDUSPO�IPMF TZNNFUSZ DBO TFFO UISPVHI UIF EFSJWBUJWF PG UIF JOUSBMBZFS DPOEVDUJWJUZ 	σi


XJUI SFTQFDU UP JUT MBZFS DBSSJFS EFOTJUZ 	ni
� ρi JT UIF SFTJTUJWJUZ UFOTPS PG MBZFS i� 5IJT FRVBUJPOXBT BMTP

VTFE BT BO BDDVSBUF FYQMBOBUJPO GPS NBHOFUP�ESBH VOEFS TUSPOH NBHOFUJD ஷ஫FMET
 ��� TVCTUBOUJBUJOH UIF

VOJWFSTBMJUZ PG FRVBUJPO ���� BOE UIF NPNFOUVN ESBH EFTDSJQUJPO� 'PS XFBL DMBTTJDBM NBHOFUJD ஷ஫FMET


POF DBO PCUBJO UIF NBHOFUJD ஷ஫FME EFQFOEFODF UISPVHI UIF FYQBOTJPO PG UIF QPMBSJ[BUJPO GVODUJPO BT

XFMM BT NPNFOUVN XIJDI IBT B B EFQFOEFODF� *U JT TIPXO UIBU UIF MFBEJOH UFSN GPS XFBL DMBTTJDBM

NBHOFUJD ஷ஫FMET HPFT BT B2� ��� *OEFFE FYQFSJNFOUT TIPXFE UIBU BU IJHI EPQJOH UIF ESBH TJHOBM EPFT

GPMMPX UIJT B2 EFQFOEFODF
 CVU BU UIF %$/1 UIF ESBH TJHOBM TIPXFE BO VOFYQFDUFE TJHO SFWFSTBM�

*OTUFBE PG B QPTJUJWF JODSFBTF JO ESBH TJHOBM
 JU CFDPNFT OFHBUJWF WFSZ RVJDLMZ� ���
��� 6Q UP UIJT QPJOU


NPNFOUVN ESBH XBT BCMF UP FYQMBJO WFSZ XFMM BMM UIF QIZTJDT TFFO BU IJHI EPQJOH CVU IBT DPNF TIPSU

XIFO EFTDSJCJOH UIF QIZTJDT BU UIF %$/1� "OE UIJT CSJOHT VT UP PVS OFYU UPQJD� FOFSHZ ESBH�

���



����� &ৠৗ৤৙৫ %৤৓৙

(S$PVMPNC ESBH FYIJCJUT BO BOPNBMPVT QPTJUJWF TJHOBM BU %$/1 UIBU IBT B OPO�NPOPUPOJD UFNQFSB�

UVSF EFQFOEFODF BOE UVSOT OFHBUJWF VQPO BQQMJDBUJPO PG FYUFSOBM NBHOFUJD ஷ஫FME� 5IJT JT OPU DBQUVSFE

CZNPNFOUVNESBHXIJDI QSFEJDUT UIF TJHOBM UP WBOJTI BU [FSPNBHOFUJD ஷ஫FME BU%$/1 BOE UP CFDPNF

QPTJUJWF VOEFS B NBHOFUJD ஷ஫FME� 5IF FOFSHZ ESBH NFDIBOJTN XBT QSPQPTFE UP FYQMBJO UIF BOPNBMZ�

5IF VOEFSMZJOH QSJODJQMF CFIJOE FOFSHZ ESBH JT JOUFSMBZFS FOFSHZ USBOTGFS� 5IJT OPUJPO JT DBQUVSFE

XFMM CZ UIF GPMMPXJOH DPVQMFE IFBU USBOTQPSU FRVBUJPO�

−∇ · (κ1∇δT1) + a(δT1 − δT2) + λδT1 = −∇ · j1,q, 	����


−∇ · (κ2∇δT2) + a(δT2 − δT1) + λδT2 = 0. 	����


)FSF
 δT (r) = T (r)−T0 XIFSFT0 JT UIF MBUUJDF UFNQFSBUVSF
 XIJDI JT UIF TBNF BT UIF HMPCBM FRVJMJC�

SJVN UFNQFSBUVSF
 BOE Ti(r) JT UIF BCTPMVUF FMFDUSPO UFNQFSBUVSF JO MBZFS i� j1,q JT UIF IFBU DVSSFOU JO

MBZFS 1
 UIF ESJWF MBZFS� κi JT UIF UIFSNBM DPOEVDUJWJUZ PG MBZFS i BOE JT BTTVNFE UP CF B TDBMBS GPS TJNQMJD�

JUZ
 λ JT UIF FMFDUSPO�QIPOPO TDBUUFSJOH SBUF 	PS FMFDUSPO�MBUUJDF DPPMJOH SBUF

 a JT UIF JOUFSMBZFS FOFSHZ

USBOTGFS SBUF BOE DBO CF BDRVJSFE UISPVHI UIF DPMMJTJPO JOUFHSBM NFUIPE BT JO FRVBUJPO ���
 FYDFQU OPX

XF JOUFHSBUF PWFS FOFSHZ JOTUFBE� 5IF FOFSHZ SFMBYBUJPO SBUF JT�

dε

dt
=

2π

!

∫
dq

(2π)2
(ε(k+ q)− ε(k))|V (q)|2

∫
dk1

(2π)2

∫
dk2

(2π)2

{
f0(k1)

[
1− f0(k1 + q)

]}

{
f0(k2)

[
1− f0(k2 − q)

]}
δ(εk1 + εk2 − εk1+q − εk2−q).

	����


���



-JLF QSFWJPVTMZ
 XJUI TJNJMBS NBUIFNBUJDBM USJDLT
 XF HFU B GPSN TJNJMBS UP UIF HFOFSBMJ[FENPNFOUVN

DIBOHF FRVBUJPO 	FRVBUJPO ����
 XIJDI JT�

dε

dt
=
π

!

∫
dω(N2(ω)−N1(ω))(!ω)

∫
dq

(2π)2
|V (q)|2*N[χ1(q,ω)]*N[χ2(q,ω)], 	����


XIFSF

Ni(ω) =
1

e!ω/kBTi − 1
, 	����


JT UIF #PTF GVODUJPO BU UFNQFSBUVSF PG MBZFS i� a
 UIF JOUFSMBZFS FOFSHZ USBOTGFS SBUF
 JT UIFO FRVBM UP

d2ε/dtdT � ��� 5IF NBJO QVSQPTF PG XSJUJOH PVU UIF FOFSHZ USBOTGFS FRVBUJPO JT UP TIPX UIBU FOFSHZ

BOE NPNFOUVN ESBH CFBS B MPU PG TJNJMBSJUJFT
 UIF NPTU JNQPSUBOU POF CFJOH UIF $PVMPNC JOUFSBD�

UJPO NFEJBUFE JOUFSMBZFS TDBUUFSJOH� 5IJT JT UP EJTUJOHVJTI FOFSHZ ESBH GSPN UIF QVSF UIFSNPFMFDUSJD

QIFOPNFOPO� &OFSHZ ESBH IJOHFT PO UIF QSFTFODF PG $PVMPNC JOUFSBDUJPO XIJDI JT XIBU QSPWJEFT

B QBUIXBZ GPS JOUFSMBZFS TDBUUFSJOH� #VU BT XF TIBMM TFF
 UIF UIFSNPFMFDUSJD FஶGFDU JT BMTP DFOUSBM UP UIF

FOFSHZ ESBH EFTDSJQUJPO�

8FCFHJOXJUI UIF DPVQMFE DIBSHF BOE FOFSHZ USBOTQPSU FRVBUJPOTEFTDSJCJOH B TJOHMF JTPMBUFE MBZFS� ���
���

⎡

⎢⎣
−j

jq

⎤

⎥⎦ =

⎡

⎢⎣
eL11/T eL12

L21/T L22

⎤

⎥⎦

⎡

⎢⎣
∇µ

∇ 1
T

⎤

⎥⎦ , 	����


���



'JHVSF ���� *MMVTUSBUJPO PG FOFSHZ ESBH� "O FMFDUSJD DVSSFOU JT ESJWFO JOUP UIF ESJWF MBZFS� 5IJT FMFDUSJD DVSSFOU JT
BDDPNQBOJFE XJUI B IFBU DVSSFOU CFDBVTF PG IFBU HFOFSBUJPO� 5IF IFBU DVSSFOU DBVTFT B UFNQFSBUVSF HSBEJFOU
XIJDI
 UISPVHI$PVMPNC JOUFSBDUJPO
 JT EVQMJDBUFE JO UIF ESBH MBZFS� 5IF UFNQFSBUVSF HSBEJFOU JO UIF ESBH MBZFS
JO UVSO DSFBUFT BO FMFDUSJD ஷ஫FME BOE IFODF B ESBH WPMUBHF� 5IF ESBH WPMUBHF DBO EFWFMPQ JO EJSFDUJPOT JSSFTQFDUJWF
PG UIF ESJWF DVSSFOU PS IFBU DVSSFOU�

*O UIJT OPUBUJPO
 XF IBWF UIF GPMMPXJOH RVBOUJUJFT GPS UIF LJOFUJD DPFஶஷ஫DJFOUT
 B�L�B�
LNBUSJY�

L11 =
T

e2
σ, 	����


L12 = eQL11, 	����


L22 ≈ T 2κ, 	����


XIFSF FBDIL FMFNFOU JT B UFOTPS BOE GSPN UIFTF FMFNFOUT XF DBO DPOTUSVDU UIF GPMMPXJOH PCTFSWBCMFT�

S =
1

eT
L12L

−1
11 , 	����


Q =
1

e
L12L

−1
11 =

sT

e
= ST, 	����


jq = Qj. 	����


���



/PUF UIBU IFSF Q JT UIF IFBU QFS DIBSHF XIJDI XF XJMM SFGFS UP BT IFBU IFSFJOBG஽FS BOE S JT UIF 4FF�

CFDL DPFஶஷ஫DJFOU 	PS UIFSNPQPXFS

 OPU FOUSPQZ s� 5IF 4FFCFDL DPFஶஷ஫DJFOU 	S

 IFBU 	Q

 FOUSPQZ 	s



FMFDUSJDBM DPOEVDUJWJUZ 	σ
 BOE UIFSNBM DPOEVDJUJWJUZ 	κ
 BSF SBOL 2 UFOTPST BTTPDJBUFE XJUI UIF x, y

EJSFDUJPOT JO B TJOHMF MBZFS� jq JT UIF IFBU ஸ஼VY PS IFBU DVSSFOU BOE j JT UIF FMFDUSJD DVSSFOU
 CPUI PG XIJDI

BSF WFDUPST�

&WPLJOH 0OTBHFS SFDJQSPDJUZ BT XFMM BT BTTVNJOH BO JTPUSPQJD MBZFS
 UIF PஶG�EJBHPOBM LJOFUJD DPFஶஷ஫�

DJFOU IBT UP PCFZ�

L12(B) = L21
ᵀ(B). 	����


5IFO
 CFDBVTF UIF ESBH MBZFS JT NFBTVSFE JO BO PQFO DJSDVJU XIFSF j = 0
 GSPN FRVBUJPO ���� XF DBO

TPMWF GPS UIF SFTVMUBOU FMFDUSJD ஷ஫FME�

E =
∇µ

e
=

T

e
L−1
11L12∇

1

T

=
1

T
L−1
11QL11∇T

= Q
∇T

T
,

	����


XIFSF JO UIF MBTU TUFQ [Q,L] = 0
 CFDBVTF PG UIF MBZFS JTPUSPQZ BTTVNQUJPO� ��� 8IBUXFIBWF BSSJWFE BU

VQ UP UIJT QPJOU JT UIBU GPS B TJOHMF JTPMBUFE MBZFS
 JG UIFSF FYJTUT B UFNQFSBUVSF HSBEJFOU XJUIJO UIF MBZFS


BO FMFDUSJD ஷ஫FME XJMM EFWFMPQ
 BOE UIJT ஷ஫FME JT OPU SFTUSJDUFE UP KVTU UIF EJSFDUJPO PG UIF UFNQFSBUVSF

HSBEJFOU XIJDI JT XIZ B MPOHJUVEJOBM BOE USBOTWFSTF 	)BMM
 ESBH TJHOBM DBO CF NFBTVSFE� /PX UIF

RVFTUJPO JT
 IPX DBO B UFNQFSBUVSF HSBEJFOU GPSN JO UIF ESBH TZTUFN " TPNFXIBU QIFOPNFOPMPHJDBM

TDFOBSJP DBO CF VTFE BOE UIBU JT UISPVHI CBMBODJOH UIF IFBU FRVBUJPO XIJMF BTTVNJOH UIF EPVCMF MBZFS

���



TZTUFN IBT TUSPOH JOUFSMBZFS DPVQMJOH TVDI UIBU JOEJWJEVBM UIFSNBM DPOEVDUJWJUJFT BEE�

(κ1 + κ2)∇δT = DQ1j1. 	����


D JT MJLF B TBNQMF TQFDJஷ஫D GPSN GBDUPS UIBU EFUFSNJOFT UIF IFBU ஸ஼PXQBUUFSO GPS UIF EPVCMF MBZFS TZTUFN


IFODF DIBSBDUFSJ[JOHCPUI MBZFST BU UIF TBNF UJNF� 'PS JTPUSPQJD IFBU ஸ஼PX
D = I2
 XIFSF I2 JT UIF2×2

JEFOUJUZNBUSJY� ���
��� 4PMWJOH GPS UIF BCPWFXJMM OFU UIF UFNQFSBUVSF HSBEJFOU PG UIFXIPMF EPVCMF MBZFS

TZTUFN� "NPSF QSFDJTF UFNQFSBUVSF HSBEJFOU DBO CF TPMWFE GPS GSPN FRVBUJPOT ���� BOE GSPN UIJT POF

DBO BDRVJSF B SFMBUJPOTIJQ TQFDJஷ஫DBMMZ CFUXFFO∇δT2 BOE j1,q� 5IF FYQSFTTJPO JT CPVOEBSZ DPOEJUJPO

TQFDJஷ஫D BOE UIF QSPDFEVSF JT EFUBJMFE JO UIF DJUFE SFGFSFODF� ��� 8IBU SFNBJOT OPX JT UP DBMDVMBUF UIF

ESBH SFTJTUBODF� 1VUUJOH FRVBUJPOT ����
 ����
 ���� BMM UPHFUIFS BOE FWPLJOH EFஷ஫OJUJPO PG ESBH SFTJTUJWJUZ


POF XJMM ஷ஫OE GPS FOFSHZ ESBH�

ρD =
Q2DQ1

T (κ1 + κ2)
. 	����


5IF ESBH SFTJTUJWJUZ EFQFOET MBSHFMZ PO UIF IFBU UFOTPSQ� "T B SFNJOEFS
 jq = Qj
 TPQ EJDUBUFT UIF

BOHMF SFMBUJPO BT XFMM BT NBHOJUVEF SFMBUJPO CFUXFFO UIF FMFDUSJD BOE IFBU DVSSFOU� 'JHVSF ���� TIPXT

UIF CFIBWJPS PG Q GPS (S� *O UIF NPTU JEFBM DBTF XIFSF UIF IFBU ஸ஼PX JT JTPUSPQJD UIF ESBH SFTJTUBODF

TJNQMJஷ஫FT UP� ���

RD,H ∼ 1

T (κ1 + κ2)
Q1,xyQ2,xx, RD ∼ L

WT (κ1 + κ2)
Q1,xyQ2,xy, 	����


XIFSF L BOE W BSF UIF MFOHUI BOE XJEUI PG UIF TZTUFN� 5IJT FRVBUJPO JT TIPXO UP IFMQ UIF SFBEFS

EJHFTU SPVHIMZ XIBU UP FYQFDU GPS UIF FOFSHZ ESBH TJHOBM�

0OF TUSJLJOH CFIBWJPS GSPN UIF FOFSHZ ESBH SFTJTUJWJUZ JT UIJT� GPS JTPUSPQJD IFBU ஸ஼PX D = I2
 JO

���



'JHVSF ����� 5IF IFBU DIBSBDUFSJTUJD PG HSBQIFOF� 5IF QMPU JT UBLFO GSPN UIF XPSL CZ 4POH FU BM� ���

XIJDI DBTF
 [Q1,Q2] = 0
 BOE TP ρD CFDPNFT MBZFS TZNNFUSJD
 J�F�
 TXBQQJOH ESJWF (1) BOE ESBH

(2) MBZFST SFTVMUT JO UIF TBNF CFIBWJPS� IPXFWFS
 GPS BOJTPUSPQJD IFBU ஸ஼PXD ̸= I2
 ρD CFDPNFT MBZFS

BTZNNFUSJD
 J�F�
 [Q1,DQ2] ̸= 05IJT JT BO JNQPSUBOU SFTVMU XJUI SFHBSET UP ESBH� *U IBTU CFFOXJEFMZ

BTTVNFE UIBU 0OTBHFS SFDJQSPDJUZ JNQMJFT MBZFS TZNNFUSZ� 5IJT JT VOGPVOEFE BOE DPNQMFUFMZ GBMTF� *O

UIF OFYU TFDUJPO
 XFXJMM EJTDVTT BCPVU0OTBHFSءT SFDJQSPDBM SFMBUJPOT BOE TFF IPX JU FYUFOET UP UIF ESBH

NFBTVSFNFOU�

3FHBSEJOH UIF BOPNBMZ TFFO BU UIF%$/1
 MFU VT ஷ஫STU TUSFTT UIBU FOFSHZ ESBH BT EFTDSJCFE TP GBS EPFT

OPU FOGPSDF BOZ OPO�[FSP TJHOBM BU UIF %$/1� *O GBDU
 CBTFE PO XIBU JT EFTDSJCFE TP GBS XF XPVME

FYQFDU UIF FOFSHZ ESBH TJHOBM UP BMTP WBOJTI OFBS %$/1 BU [FSP NBHOFUJD ஷ஫FME 	NBJOMZ EVF UP κ� 4FF

ஷ஫HVSF ����
� *O PSEFS UP FYQMBJO UIF BOPNBMZ CPUI FOFSHZ ESBH BOE EJTPSEFSNVTU CF UBLFO JOUP BDDPVOU�

8IFO B DIBSHF DVSSFOU JT BQQMJFE UP UIF ESJWF MBZFS
 UIF JOUSJOTJD EFOTJUZ JOIPNPHFOFJUZ EVF UP EJTPSEFS

XJMM DBVTF B TQBUJBMMZ WBSZJOH IFBUJOH PS DPPMJOH QBUUFSO� 5IJT JT CFDBVTF UIF DVSSFOU HPJOH UISPVHI

���



'JHVSF ����� &OFSHZ ESBH USBOTQPSU DIBSBDUFSJTUJDT� 	B
 JT UIF FYQFSJNFOUBM NFBTVSFNFOU PG MPOHJUVEJOBM ESBH JO B
(S�(S ESBH TZTUFN BU EJஶGFSFOUNBHOFUJD ஷ஫FMET
 XIJDI DBO CF SFQSPEVDFE XFMM CZ UIFPSZ PG FOFSHZ ESBH 	TFF DJUFE
SFGFSFODF GPS DPNQBSJTPO
� )FSF XF DBO TFF UIF ESBH TJHOBM CFDPNJOH NPSF OFHBUJWF BT B GVODUJPO PG JODSFBTJOH
NBHOFUJD ஷ஫FME
 XIJDI JT B LFZ TJHOBUVSF PG FOFSHZ ESBH� 	C
 JT UIF UIFPSFUJDBM TJNVMBUJPO PG)BMM 	USBOTWFSTF
 ESBH
JO B(S�(S ESBH TZTUFN BU EJஶGFSFOUNBHOFUJD ஷ஫FMET� 5IF PWFSBMM NBHOJUVEF JODSFBTFT XJUINBHOFUJD ஷ஫FME� 	D
 BOE
	E
 BSF UIF SFTQFDUJWF TJNVMBUFE DPMPS QMPUT
 QMPUUFE XJUI SFTQFDU UP UIF MBZFS DBSSJFS EFOTJUJFT BOE BU 0.6 5� "MM
QMPUT BSF FJUIFS UBLFO PS TJNVMBUFE BU 150,� "MM QMPUT BSF BEBQUFE GSPN UIF XPSL CZ 4POH FU BM� ���

UIF EJTPSEFSFE MBZFS XJMM OPU CF IPNPHFOFPVT� *OTUFBE
 UIF NJDSPTDPQJD EJSFDUJPO PG UIF DVSSFOU JT

EJDUBUFE CZ UIF TQBUJBMMZ WBSZJOH FMFDUSPOJD MBOETDBQF� 5IJT OPO�VOJGPSN DVSSFOU JT SFTQPOTJCMF GPS

DSFBUJOH B TQBUJBMMZ WBSZJOH IFBUJOH PS DPPMJOH QBUUFSO
 SFTVMUJOH JO B UFNQFSBUVSF QBUUFSO δT (r)� *G

UIF UIFSNBM DPVQMJOH CFUXFFO UIF ESJWF BOE ESBH MBZFS JT TUSPOH
 NFBOJOH UIBU FOFSHZ USBOTGFS SBUF

CFUXFFO MBZFST JT GBTU
 UIF ESBH MBZFS XJMM UIFO Fஶஷ஫DJFOUMZ EVQMJDBUF UIF UFNQFSBUVSF QBUUFSO JO UIF ESJWF

���



MBZFS� δTESBH(r) ≈ δTESJWF(r)
 BG஽FS XIJDI
 UIF UIFSNPFMFDUSJD FஶGFDUT XJMM DBSSZ UISPVHI BOE HFOFSBUF

UIF BOPNBMPVT TJHOBM� 5ISPVHI UIF TBNF FOFSHZ ESBH GPSNBMJTN EFUBJMFE BCPWF
 JU JT TIPXO UIBU UIF

FOFSHZ ESBH SFTJTUJWJUZ JT HJWFO CZ�

ρD =
1

2T (κ1 + κ2)

∂Q1

∂µ1

∂Q2

∂µ2

∑

q

⟨δµ2(−q)δµ1(q)⟩
1 + lq2

, 	����


XIFSF l EFOPUFT UIF JOUFSMBZFS DPPMJOH MFOHUIXIJDI DBOCF HJWFOCZ UIF F�F TDBUUFSJOH MFOHUI BOE q JT UIF

NPNFOUVN� -PPLJOH BU ஷ஫HVSF ���� JU JT DMFBS UIBU UIF TJHOBM QFBLT BU [FSP�EPQJOH TJODF UIF EFSJWBUJWF

PGQ JT BU B NBYJNVN� 5IF NPTU JNQPSUBOU RVBOUJUZ IFSF JT UIF DPSSFMBUPS ⟨δµ2(−q)δµ1(q)⟩� 5IJT

RVBOUJUZ EFTDSJCFT IPX BMJHOFE UIF EFOTJUZ JOIPNPHFOFJUZ JT CFUXFFO UIF ESJWF BOE ESBH MBZFST� 5IF

TJHO PG UIF ESBH TJHOBM XJMM EFQFOE FOUJSFMZ POXIFUIFS UIF EFOTJUZ JOIPNPHFOFJUZ JT DP�BMJHOFE PS BOUJ�

BMJHOFE� 'PS B QPTJUJWF DPSSFMBUJPO
 UIF FOFSHZ ESBH TJHOBM JT EVF UP B EJTPSEFS QPUFOUJBM EPNJOBUFE CZ

DIBSHF JNQVSJUJFT� 'PS B OFHBUJWF DPSSFMBUJPO
 UIF FOFSHZ ESBH TJHOBM JT EVF UP TUSBJO JOEVDFE DIBSHF

QVEEMFT� 5IF BOPNBMPVT ESBH TJHOBM BU %$/1 IBT CFFO UFSNFE SFNOBOU ESBH� #BTFE PO FYQFSJNFOUT

UIVT GBS
 UIF BOPNBMPVT ESBH TJHOBM JT MJLFMZ EVF UP DIBSHF JNQVSJUJFT� ���

5IF NBHOFUJD ஷ஫FME EFQFOEFODF PG UIF FOFSHZ ESBH SFTJTUJWJUZ JT FODPEFE JO UIF IFBU UFOTPS� 5P TFF

UIJT TJNQMZ
 JO UIF EJஶGVTJWF DBTF BDDPSEJOH UP .PUU GPSNVMB BOE FRVBUJPO ����
 XF IBWF�

Q =
π2

3e
(kBT )

2σ−1∂σ

∂µ
. 	����


"OE TP UIF FOFSHZ ESBH BDRVJSFT JUT NBHOFUJD ஷ஫FME EFQFOEFODF UISPVHI UIF DPOEVDUJWJUZ UFOTPS 	σ
�

'JHVSF ���� TIPXT UIF CFIBWJPS PGQ� &OFSHZ ESBH JT QSFEJDUFE UP IBWF B−B2 EFQFOEFODF� $PNQBSFE

UP UIF NPNFOUVN ESBH NBHOFUJD ஷ஫FME EFQFOEFODF
 UIFZ CPUI TDBMF RVBESBUJDBMMZ CVU FOFSHZ ESBH JT

FYQFDUFE UP IBWF B NVDI MBSHFS QSFGBDUPS JO BEEJUJPO UP JU CFJOH OFHBUJWF� 5IJT JT UIF SFBTPO GPS UIF

���



'JHVSF ����� $PNQBSJTPO CFUXFFO NPNFOUVN BOE FOFSHZ ESBH BU OPO�[FSP NBHOFUJD ஷ஫FME� "MM QMPUT BSF UBLFO
GSPN UIF XPSL CZ 4POH FU BM� ���

PCTFSWFE BOPNBMZ JO NBHOFUJD ஷ஫FME EFQFOEFODF� ��� 'JHVSF ���� DPNQBSFT BOE DPOUSBTUT UIF NBHOFUJD

ஷ஫FME EFQFOEFODF PG NPNFOUVN BOE FOFSHZ ESBH� 5IJT XJMM CF UIF LFZ JEFOUJஷ஫FS JO EFUFSNJOJOH UIF

ESBHNFDIBOJTNNPWJOH GPSXBSE� 'JHVSF ���� TIPXT UIF UFNQFSBUVSF EFQFOEFODF PG FOFSHZ ESBH BU UIF

%$/1� *U TIPXT B QFDVMJBS OPO�NPOPUPOJD CFIBWJPS� 5IJT JT EVF UP UIF DPNQFUJOH UFSNT BNPOH BMM

UIF GBDUPST XJUIJO UIF FRVBUJPO BOE SFTVMUT JO B T 2 BU MPX UFNQFSBUVSF BOE T−4 BU IJHI UFNQFSBUVSF

XJUI UIF USBOTJUJPO QPJOU∆ HJWFO BQQSPYJNBUFMZ CZ UIF %JSBD QFBL EJTPSEFS CSPBEFOJOH FOFSHZ� ���

���



'JHVSF ����� 5FNQFSBUVSF EFQFOEFODF PG FOFSHZ ESBH� 	B
 JT UIF UPUBM ESBH TJHOBM
 J�F� NPNFOUVN BOE FOFSHZ
ESBH DPNCJOFE� 	C
 BOE 	D
 TIPX UIF MJOF DVUT BU TBNF BOE PQQPTJUF MBZFS EPQJOH� 'PS CPUI PG UIFN XF TFF
UIF BOPNBMPVT QPTJUJWF TJHOBM CFDPNJOH NPSF QSPNJOFOU BT B GVODUJPO PG EFDSFBTJOH UFNQFSBUVSF� 	E
 JT UIF
UFNQFSBUVSF EFQFOEFODF PG UIJT BOPNBMPVT ESBH QFBL� "MM UIF QMPUT BSF UBLFO GSPN UIF XPSL CZ 4POH FU BM� ���

��� 0ৠ৥৓৙ৗ৤ 3ৗ৕৛ৢ৤ৡ৕৓৞ 3ৗ৞৓০৛ৡৠ৥

*O0OTBHFSءT TFNJOBM XPSL PO UIF SFDJQSPDJUZ PG EJஶGFSFOU UIFSNPEZOBNJD RVBOUJUJFT
 IF QSPWFE B HFO�

FSBM BOE QPXFSGVM TFU PG SFDJQSPDBM SFMBUJPOT USFBUJOH UIF TZNNFUSZ JO UIF NVUVBM JOUFSGFSFODF PG UXP

PS NPSF JSSFWFSTJCMF QSPDFTTFT PDDVSSJOH TJNVMUBOFPVTMZ JO B TZTUFN� 0OTBHFS SFDJQSPDBM SFMBUJPOT BSF

TBUJTஷ஫FE POMZ XIFO UIF ஸ஼PXT 	PS ஸ஼VYFT
 BSF FYQSFTTFE BT B GVODUJPO PG UIFJS SFTQFDUJWF DPOKVHBUF UIFS�

���



NPEZOBNJD GPSDFT� 5IF SFMBUJPOT BSF CBTFE PO UIF GVOEBNFOUBM QSJODJQMF PG UJNF�SFWFSTBM TZNNFUSZ


XIJDI JT UP TBZ
 JGأ WFMPDJUJFT PG QBSUJDMFT BSF SFWFSTFE TJNVMUBOFPVTMZ
 UIF QBSUJDMFT XJMM SFUSBDF UIFJS

GPSNFS QBUIT
 SFWFSTJOH UIF FOUJSF TVDDFTTJPO PG DPOஷ஫HVSBUJPOTؤ� ���

*G BO JSSFWFSTJCMF QSPDFTT FYQSFTTFE BT SBUFT PG DIBOHF PG B TFU PG NFBTVSBCMF QBSBNFUFST α JT BCMF UP

CF FYQSFTTFE JO B MJOFBS GPSN�
δαi

δt
=
∑

j

Lijγj , 	����


XIFSF
δs

δt
=
∑

j

γj
δαj

δt
, 	����


UIFO JO FRVJMJCSJVN
 0OTBHFSءT UIFPSFN TUBUFT�

Lij(B) = Lji(−B). 	����


γ DBVTFT UIF EFWJBUJPO GSPN FRVJMJCSJVN TUBUF BOE JT DBMMFE UIF HFOFSBMJ[FE GPSDF� *O FRVJMJCSJVN UIF FO�

USPQZ s JT BU B FYUSFNVN BOE IFODF γ JT BCPVU [FSP� 5IF SFBTPO UIF QSPDFTT JT JSSFWFSTJCMF JT δs/δt ≥ 0�

L BSF UIF LJOFUJD DPFஶஷ஫DJFOUT XIJDI EFஷ஫OF UIF TUBUF PG UIF TZTUFN BOE Lij JT UIF NFBTVSF PG UIF JOUFS�

GFSFODF PG UIF i BOE j QSPDFTT� 5P TVNNBSJ[F JO QPJOU GPSNBU
 0OTBHFSءT SFDJQSPDJUZ POMZ XPSLT VOEFS

UIF GPMMPXJOH DPOEJUJPOT�

�
 UIF QSPDFTT NVTU CF FYQSFTTJCMF JO MJOFBS GPSN BOE UIF TUBUF NVTU CF JO FRVJMJCSJVN


�
 POMZ UIF GPSDFT γj DPOKVHBUF UP αj DBO CF VTFE BOE NVTU TBUJTGZ SFMBUJPO �����

5IF BCPWF VOEFSMJOFT UIF VMUJNBUF DPOEJUJPOT GPS0OTBHFSءT SFDJQSPDBM SFMBUJPOT UPXPSL� .BOZ TDFOBS�

JPT EFTDSJCFE CZ EJஶGFSFOU QBJST PG DPOKVHBUF WBSJBCMFT 	α, γ
 IBWF CFFO JOEJWJEVBMMZ JOWFTUJHBUFE PWFS

UIF NBOZ ZFBST� ���
���
���
���
��� *O UIF TZTUFN SFHBSEJOH FOFSHZ ESBH
 UIF JOUFSMBZFS NVUVBM JOUFSGFSFODF

���



JOWPMWFT UIF DIBSHF BOE IFBU DVSSFOUT� 0OTBHFSءT SFDJQSPDJUZ XPVME IPME JG XF FYQSFTTFE UIF TUBUF PG

UIF TZTUFN BT UIF DPVQMFE IFBU BOE QBSUJDMF USBOTQPSU FRVBUJPO�

⎡

⎢⎣
−j

jq

⎤

⎥⎦ =

⎡

⎢⎣
L11/T L12

L21/T L22

⎤

⎥⎦

⎡

⎢⎣
∇µ

∇ 1
T

⎤

⎥⎦ , 	����


)FSF
 UIF ஸ஼VYFT BOE GPSDFT BSF BMM BEFRVBUFMZ SFMBUFE UISPVHI FRVBUJPO ���� BOE 0OTBHFSءT UIFPSFN

SFRVJSFT L12(B) = L21(−B). ��� *O BOPUIFS XFMM JOWFTUJHBUFE TDFOBSJP
 SFHBSEJOH UIF DPOEVDUJPO PG

FMFDUSJDJUZ
 JG UIF TZTUFN DBO CF EFTDSJCFE CZ�

⎡

⎢⎣
V1

V2

⎤

⎥⎦ =

⎡

⎢⎣
R11 R12

R21 R22

⎤

⎥⎦

⎡

⎢⎣
I1

I2

⎤

⎥⎦ , 	����


UIFO R12(B) = R21(−B)� ��� *O UIJT TZTUFN
 UIF JOEJDFT SFGFS UP EJஶGFSFOU QSPCFT SFHBSEMFTT PG UIF

HFPNFUSZ BOE TFQBSBUJPO� 8F DBO ESBX B DPOOFDUJPO CFUXFFO UIJT BOENPNFOUVN ESBH
 XIFSFCZ UIF

JOEJDFT DBO SFGFS UP UIF ESJWF BOE ESBH MBZFST BOE 0OTBHFSءT SFDJQSPDJUZ XPVME XPSL BT FYQFDUFE؜ XF

XPVME FYQFDU MBZFS TZNNFUSZ JO NPNFOUVN ESBH NFBTVSFNFOUT�

0OF NVTU CF XBSZ XIFO SFOEFSJOH UIF FOFSHZ ESBH TZTUFN JO UFSNT PG UIF ESJWF BOE ESBH MBZFST�

"UUFNQUJOH UP EFTDSJCF UIF QSPDFTT MJLF NPNFOUVN ESBH XPVME TJNQMZ DPBSTF HSBJO UIF JOUSJDBUF EF�

UBJMT PG FOFSHZ ESBH� 5P TFF BO FYBNQMF
 MFU VT XPSL XJUI B QSPDFTT UIBU JODMVEFT CPUI BO FMFDUSPTUBUJD

QPUFOUJBM BOE UFNQFSBUVSF HSBEJFOU BT UIF HFOFSBMJ[FE GPSDFT PDDVSJOH JO NVMUJQMF MBZFST� 8SJUUFO JO

UFSNT PG JOUFSMBZFS DPOEVDUJWJUZ XIFSF OPX UIF JOEJDFT EFOPUF EJஶGFSFOU MBZFST
 XF IBWF�

⎡

⎢⎣
j1

j2

⎤

⎥⎦ = −

⎡

⎢⎣
σ11 σ12

σ21 σ22

⎤

⎥⎦

⎡

⎢⎣
(∇V + S∇T )1

(∇V + S∇T )2

⎤

⎥⎦ , 	����


���



XIFSF S JT UIF 4FFCFDL DPFஶஷ஫DJFOU BTTVNFE UP CF MBZFS JOEFQFOEFOU GPS TJNQMJDJUZ� *O UIJT DBTF
 0O�

TBHFS SFDJQSPDJUZ JT OPU DMFBS� %FTQJUF UIF FRVBUJPO CFJOH JO MJOFBS GPSN
 UIF HFOFSBMJ[FE GPSDF JT OPX

DPNQPTFE PG FMFDUSPTUBUJD QPUFOUJBM BOE UFNQFSBUVSF HSBEJFOUT� 5IF DPOKVHBUF WBSJBCMF DBOOPU CF HFO�

FSBMJ[FE JOUP B TJOHMF FMFDUSJD DVSSFOU� 5IJT JT UP TBZ
 JO UIF BCPWF
 FRVBUJPO ���� JT OPU TBUJTஷ஫FE� *O

UIJT DBTF
 XF EP OPU FYQFDU MBZFS TZNNFUSZ UP IPME 	J�F� σ12 ̸= σ21
 VOMFTT UIF UFNQFSBUVSF HSBEJFOU

WBOJTIFT� 5IJT JEFB FYUFOET UP UIF EFTDSJQUJPO PG FOFSHZ ESBH XIFSF CPUI UFNQFSBUVSF BOE FMFDUSPTUBU�

JDT QMBZ B DFOUSBM SPMF� " NPSF DBSFGVM BQQSPBDI NVTU CF UBLFO UP EFTDSJCF FOFSHZ ESBH BT UIFSF BSF

NBOZ NPSF GPSDFT BU QMBZ BOE POF NVTU OPU NJTUBLF UIF MBDL PG MBZFS TZNNFUSZ BT CFJOH B WJPMBUJPO PG

0OTBHFSءT SFDJQSPDBM SFMBUJPOT� 5IJT OPUJPO JT FNQIBTJ[FE JO UIF XPSL CZ 4POH FU� BM� ���

"T UIF DPODMVEJOH SFNBSL� 0OTBHFS SFDJQSPDJUZ QSFEJDBUFT PO CFJOH BCMF UPXSJUF UIF QSPDFTT TUSJDUMZ

JO MJOFBS GPSNXIFSFα BOE γ BSF DPOKVHBUF WBSJBCMFT SFMBUFE UISPVHI FRVBUJPO ����� 3FHBSEJOH FOFSHZ

ESBH
 0OTBHFS SFDJQSPDJUZ IPMET
 CVU JU JT OPU NBOJGFTUFE JO UFSNT PG MBZFS TZNNFUSZ JO DPOUSBTU UP

NPNFOUVN ESBH�

��� 1৓৤৓৥৛০৛৕ &৘৘ৗ৕০৥ ৓ৠ৖ ০৚ৗ %৤৓৙ .ৗ৓৥১৤ৗয়ৗৠ০ 4৕৚ৗয়ৗ

'SPN UIF WFSZ CFHJOOJOH XIFO $PVMPNC ESBHNFBTVSFNFOUT XFSF ஷ஫STU QFSGPSNFE
 JU XBT XFMM�LOPXO

UIBU QBSBTJUJD FஶGFDUT DBO FBTJMZ NBTL UIF USVF ESBH TJHOBM JG UIFNFBTVSFNFOUT XFSF OPU EPOF SJHIU� ���
���

0OF PG UIFNBJO QBSBTJUJD FஶGFDUT DPNF GSPN DBQBDJUJWF DPVQMJOH CFUXFFO UIF ESJWF BOE ESBH MBZFST� "O

FYDJUBUJPO CJBT JO UIF ESJWF MBZFS XJMM DBVTF UIF ESJWF MBZFS UP BDRVJSF B OPO�[FSP QPUFOUJBM EVF UP UIF

DPOUBDU SFTJTUBODFT BOE JUT JOUSJOTJD SFTJTUBODF� 'PS %$ NFBTVSFNFOUT
 UIJT QPUFOUJBM XJMM FMFDUSJDBMMZ

HBUF UIF ESBH MBZFS
 DSFBUJOH B OPO�VOJGPSN FMFDUSPOJD MBOETDBQF JG UIF MBZFST BSF BTZNNFUSJD MJLF UIF

$/5ட(S ESBH EFWJDFT� 'PS "$ NFBTVSFNFOUT
 UIF QSPCMFN JT FYBDFSCBUFE� "O PTDJMMBUJOH QPUFOUJBM JO

UIF ESJWF MBZFS XJMM TFOE BO PTDJMMBUJOH DVSSFOU JOUP UIF ESBH MBZFS UISPVHI DBQBDJUJWF SFTQPOTF� 5IJT

���



DVSSFOU XJMM DBVTF B NFBTVSBCMF VOXBOUFE QPUFOUJBM ESPQ BDSPTT UIF ESBH MBZFS EVF UP UIF MBZFS BOE

DPOUBDU SFTJTUBODFT� 4FF ஷ஫HVSF ��� GPS UIF DJSDVJU FYQMBOBUJPO� 5IJT JOUFSMBZFS CJBT QSPCMFN JT PG஽FO

SFGFSSFE UP BT UIF DPNNPO NPEF QSPCMFN�

*U JT VOEFOJBCMF UIBU MPX "$ UFDIOJRVFT PஶGFS IVHF CFOFஷ஫UT JO UFSNT PG MPX OPJTF BOE GBTU NFBTVSF�

NFOU SBUFT� 5P UBLF BEWBOUBHF PG MPX "$ UFDIOJRVFT XIJMF DJSDVNWFOUJOH UIF QBSBTJUJD FஶGFDUT EVF UP

DBQBDJUJWF DPVQMJOH
 QFPQMF IBWF QFSGPSNFE UIF NFBTVSFNFOUT VTJOH SFTJTUBODF CSJEHFT UP NBOVBMMZ

UVOF UIF QPUFOUJBM PG UIF ESJWF BOE ESBH MBZFS UP CF BCPVU UIF TBNF BT TFFO JO ஷ஫HVSF ���� 5IF QSPCMFN

XJUI UIJT JT BT UIF DBSSJFS EFOTJUJFT JO UIF MBZFST DIBOHF
 UIF MBZFS SFTJTUBODF BT XFMM BT DPOUBDU SFTJTUBODF

DIBOHF� 5IJT NFBOT UIBU UIF JOUFSMBZFS QPUFOUJBM EJஶGFSFODF XJMM BMTP DIBOHF BT UIF HBUFT DIBOHF� "U

UIF UJNF PG UIJT XSJUJOH
 QPUFOUJBM UVOJOH JT EPOF CZ NBOVBMMZ CZ IBOE� *U JT VOSFBMJTUJD UP UVOF DPO�

UJOVPVTMZ BT UIF NFBTVSFNFOU JT SVOOJOH� 0OF NBZ DPODFJWBCMZ EFWFMPQ B GFFECBDL TZTUFN UIBU DBO

DPOTUBOUMZ ஷ஫OF UVOF UIF JOUFSMBZFS QPUFOUJBM EJஶGFSFODF UP CF [FSP�

"O BMUFSOBUJWF NFUIPE JT TJNQMZ UP QFSGPSN TMPX %$ NFBTVSFNFOUT BOE UIJT XJMM TPMWF UIF DBQBD�

JUJWF DPVQMJOH QSPCMFN� 1FSGPSNJOH %$ NFBTVSFNFOUT
 IPXFWFS
 DSFBUFT QSPCMFNT PG JUT PXO� 4MPX

NFBTVSFNFOUT BSF TVCKFDU UP UIFSNPFMFDUSJD TJHOBMT ஸ஼PXJOH UISPVHI UIF NFBTVSFNFOU TZTUFN BOE UIF

%$ NFBTVSFNFOUT BSF QSPOF UP TMPX UIFSNBM ESJG஽T UIBU BஶGFDU JOTUSVNFOUT SFGFSFODFT� "OE PG DPVSTF


%$ NFBTVSFNFOUT BSF OPU JNNVOF UP BOZ OPJTF BU BOZ GSFRVFODZ UIBU "$ NFBTVSFNFOUT DBO SFBEJMZ

HFU SJE PG BOE JU JT QBSUJDVMBSMZ EJஶஷ஫DVMU UP NFBTVSF MPX BNQMJUVEF TJHOBMT�

'PS PVS ESBH NFBTVSFNFOUT
 XF BMXBZT TUBSU XJUI BO "$ NFBTVSFNFOU CVU XF BMNPTU BMXBZT BSF

IJOEFSFE CZ B MBSHF DBQBDJUJWF QIBTF JO PVS ESBH TJHOBM SFHBSEMFTT PG IPX XF USZ UP UVOF UIF JOUFSMBZFS

CJBT� 5IJT JT OPU B TVSQSJTF CFDBVTF UIF DPOUBDU SFTJTUBODF UP UIF $/5 JT BU CFTU 	IVOESFET PG L0INT


TUJMM BU MFBTU UISFF PSEFST PG NBHOJUVEF MBSHFS UIBO (SءT� 8IBU (S $PVMPNC ESBH DBO HFU BXBZ XJUI JT

OPU UIF TBNF GPS $/5T� 5IJT NFBOT UIBU $/5 NFBTVSFNFOUT BSF FYUSFNFMZ QSPOF UP JOUFSMBZFS CJBT

���



'JHVSF ����� 1BSBTJUJD TJHOBM JT FBTJMZ EFUFDUBCMF JO B ESBHNFBTVSFNFOU� .FBTVSFNFOUT NVTU CF EPOF QSPQFSMZ UP
BWPJE JU� 	B
 TIPXT UIF DBVTF PG B WFSZ DPNNPO QBSBTJUJD TJHOBM
 DPNNPOMZ DBMMFE UIF DPNNPO�NPEF QSPCMFN�
*U BSJTFT CFDBVTF PG UIF JOUFSMBZFS CJBT HFOFSBUFE CZ UIF IJHI DPOUBDU SFTJTUBODF BU UIF DPOUBDUT� "T B SFTVMU PG UIF
JOUFSMBZFS CJBT 	Vp
 BOE QBSBTJUJD DBQBDJUBODF 	Cp

 UIF "$ CJBT 	Vac
 XJMM USBOTNJU BO "$ DVSSFOU 	Ip
 JOUP UIF
ESBH MBZFS XIJDI JT UIFO EFUFDUFE BT B QBSBTJUJD WPMUBHF CFDBVTF PG UIF SFTJTUBODFT JO UIF ESBH MBZFS� 5IF QJDUVSF
CFMPX TIPXT SPVHIMZ UIF QPUFOUJBM QSPஷ஫MF BDSPTT UIF EFWJDF JO UIF ESJWF MBZFS� "T POF DBO TFF
 UIF QPUFOUJBM BU UIF
TBNQMF JT OPU [FSP XIJDI JT UIF DBVTF PG UIF JOUFSMBZFS CJBT� 	C
 TIPXT UIF "$ NFBTVSFNFOU TDIFNF XIFSF UIF
SFTJTUBODF CSJEHF JT VTFE UP UVOF UIF JOUFSMBZFS QPUFOUJBM EJஶGFSFODF BOE UIF USBOTGPSNFS BU UIF CJBT JT VTFE UP DSFBUF
B NPSF TZNNFUSJD UZQF CJBT� 1JDUVSF BEBQUFE GSPN UIF XPSL CZ (SBNJMB FU BM� ���	D
 TIPXT UIF %$NFBTVSFNFOU
TDIFNFXFSF UIF B ஸ஼PBUJOH%$ DVSSFOU JT ESJWFO JOUP UIF ESJWF MBZFS� 5IF SFGFSFODF GPS UIF ESJWF MBZFS XBT EFஷ஫OFE
CZ B OPO�DVSSFOU DBSSZJOH PINJD DPOUBDU� %$ NFBTVSFNFOUT BSF QFSGPSNFE UP QSFWFOU BOZ DBQBDJUJWF DSPTT UBML
CFUXFFO MBZFST� 1JDUVSF BEBQBUFE GSPN UIF XPSL CZ )JMM FU BM� ���

FஶGFDUT� 8F UIFO SFTPSU UP QFSGPSNJOH BMM PVS NFBTVSFNFOUT XJUI FYUSFNFMZ TMPX TZNNFUSJD %$ CJBT

	TFF ஷ஫HVSF ���
� " UZQJDBM GBTU TXFFQ JO CJBT UBLFT 5 PS NPSF TFDPOET� 8F BMTP DIPPTF UP QFSGPSN %$

NFBTVSFNFOUT CFDBVTF XF DBO DBSFGVMMZ BOBMZ[F UIF *ட7 DIBSBDUFSJTUJDT PG FBDI EBUB QPJOU
 XIJDI JT B

EFUBJM MPTU JO "$ NFBTVSFNFOUT BOE B NJTUBLF NBOZ QFPQMF UPP XJMMJOHMZ DPNNJU� #Z BOBMZ[JOH UIF

*ட7 DIBSBDUFSJTUJD PG FBDI CJBT TXFFQ
 XF DBO DBSFGVMMZ TFF XIFUIFS XF BSF JO UIF MJOFBS SFTQPOTF SFHJNF


UIVT JODSFBTJOH UIF DPOஷ஫EFODF JO PVS NFBTVSFNFOUT� 5P SFEVDF OPJTF
 XF EP NBOZ JUFSBUJPOT PG UIF

TBNF TXFFQ BOE UIFO CZ QFSGPSNJOH BO BWFSBHF� 5IF NFUIPEPMPHZ JT� XF BMXBZT TUBSU CZ QFSGPSNJOH

���



'JHVSF ����� %SBH EFWJDF NFBTVSFNFOU TDIFNF� 	B
 $/5 JT UIF ESJWF MBZFS BOE(S JT UIF ESBH MBZFS� "%$ WPMUBHF
JT BQQMJFE TZNNFUSJDBMMZ PO UIF UXP FOET PG UIF $/5 BOE UIF SFTVMUJOH DVSSFOU JT NPOJUPSFE� 7PMUBHF CJBT JT
DIPTFO CFDBVTF PG UIF IJHI DPOUBDU SFTJTUBODF PG UIF $/5� 	C
 (S JT UIF ESJWF MBZFS BOE $/5 JT UIF ESBH MBZFS� "
%$ DVSSFOU JT JOKFDUFE TZNNFUSJDBMMZ PO UIF UXP FOET PG UIF (S� 5IJT JT QPTTJCMF CFDBVTF PG (SءT MPX SFTJTUBODF�
5IF ESBH WPMUBHF JT NFBTVSFE GPS CPUI DPOஷ஫HVSBUJPOT� "O BNNFUFS UP HSPVOE JO UIF ESBH MBZFS DBO CF VTFE UP
EFUFDU BOZ QBSBTJUJD UVOOFMJOH DVSSFOU CFUXFFO UIF ESJWF BOE ESBH MBZFS�

BO FYUSFNFMZ TMPX BOE IJHI SFTPMVUJPO%$NFBTVSFNFOU XJUI BO FYUSFNFMZ IJHI OVNCFS PG JUFSBUJPOT

QFS EBUB QPJOU� 5IJT JT XIBU XF DPOTJEFS BT PVS IJHI�DPOஷ஫EFODF NFBTVSFNFOU� " NFBTVSFNFOU UIBU

UZQJDBMMZ UBLFT BO "$ NFBTVSFNFOU 10 TFDPOET
 PVS IJHI DPOஷ஫EFODF NFBTVSFNFOU XJMM UBLF PWFS IBMG

B EBZ� 8F UIFO FYBNJOF UIF FஶGFDUT PG EFDSFBTJOH JUFSBUJPOT BOE JODSFBTJOH CJBT TXFFQ TQFFE BT XFMM BT

BNQMJUVEF UP TFF JG UIF IJHI DPOஷ஫EFODF NFBTVSFNFOU DBO CF SFQSPEVDFE� &WFOUVBMMZ XF TFUUMF PO B TFU

PG TXFFQ QBSBNFUFST UIBU PQUJNJ[FT TQFFE
 BDDVSBDZ BOE SFTPMVUJPO�

*O PVSNFBTVSFNFOUT
 CFDBVTF PG UIF HFOFSBMMZ TNBMM BNQMJUVEF PG PVS TJHOBM
 JU JT UFNQUJOH UP ESJWF

MBSHF DVSSFOUT JOUP UIF EFWJDF GPS MBSHFS TJHOBM� 5IJT
 IPXFWFS
 NVTU CF EPOF DBVUJPVTMZ CFDBVTF MBSHF

���



DVSSFOUT DBO HFOFSBUF IFBUJOH QPXFS UIBU DSFBUFT B QBSBTJUJD UFNQFSBUVSF HSBEJFOU JO UIF ESBH MBZFS UIBU

DBVTFT B UIFSNPFMFDUSJD WPMUBHF� 5IJT UZQF PG TJHOBM JT EJஶஷ஫DVMU UP EJTUJOHVJTI GSPN UIF FOFSHZ ESBH

TJHOBM XIJDI JT B UIFSNPFMFDUSJD FஶGFDU BT XFMM CVU IBT BO PSJHJO JO $PVMPNC JOUFSBDUJPO� "T BCPWF
 B

QSFDBVUJPOBSZ NFBTVSF JT UBLFO CZ FYBNJOJOH UIF *ட7 DIBSBDUFSJTUJDT BOE NBLJOH TVSF KPVMF IFBUJOH

	XIJDI TIPXT VQ RVBESBUJDBMMZ
 EPFT OPU DPNF JOUP QMBZ� )PXFWFS
 FWFO JO UIF MJOFBS SFTQPOTF SFHJNF

UIF UIFSNPFMFDUSJD TJHOBM EVF UP IFBUJOH JT EJஶஷ஫DVMU UP JEFOUJGZ BOE JO UIF GPMMPXJOH TFDUJPO XF XJMM

BEESFTT UIJT QSPCMFN TFQBSBUFMZ�

0OF ஷ஫OBM UZQF PG TQVSJPVT TJHOBM JT UIF NFTPTDPQJD ஸ஼VDUVBUJPOT XIJDI TFFNT UP POMZ PDDVS BU MPX

UFNQFSBUVSF� 5IF PSJHJO PG UIFTF NFPTDPQJD ஸ஼VDUVBUJPOT JT TIPXO UP CF EVF UP RVBOUVN JOUFSGFSFODF

FஶGFDUT� *U JT B CFIBWJPS TFFONPSF QSPNJOFOUMZ JO(S$PVMPNC ESBH� ���
���
���
��� 'PS(S $PVMPNC ESBH


UIFTF ஸ஼VDUVBUJPOT UZQJDBMMZ BQQFBS CFMPX∼ 50,� *O PVS $/5ட(S ESBH NFBTVSFNFOU
 TJODF UIF NBJO

NPUJWBUJPO JT UP JOWFTUJHBUF 1%�2%ESBH BOE XJUI UIF IPQFT PG CFJOH JO UIF IZESPEZOBNJD SFHJNF
 XF

XJMM CF GPDVTJOH PO IJHIFS UFNQFSBUVSFT 	> 100,
 UP BWPJE UIF GPSNBUJPO PG $/5 RVBOUVN EPUT TP

XF BSF TBGF GSPN UIFTF NFTPTDPQJD ஸ஼VDUVBUJPOT�

��� 1৤ৗ৞৛য়৛ৠ৓৤৫ 3ৗ৥১৞০৥

"T B QSFBNCMF XF SFNJOE UIF SFBEFS UIF UIBU UIF EFWJDF JT DPNQPTFE PG B 1% DBSCPO OBOPUVCF JO DMPTF

QSPYJNJUZ UP B 2% HSBQIFOF� 5IJT JT B IJHIMZ BOJTPUSPQJD EFWJDF BOE JG JO UIF FOFSHZ ESBH SFHJNF
 XF

XPVME FYQFDU B IJHIMZ MBZFS BTZNNFUSJD CFIBWJPS�

8F ஷ஫STU GPDVT PO UIF UFNQFSBUVSF EFQFOEFODF PG UIF MPOHJUVEJOBM (S ESBH TJHOBM CZ ESJWJOH UIF

$/5 BT TIPXO JO ஷ஫HVSF ����� "U IJHI UFNQFSBUVSFT XF TFF B WFSZ TVCUMF CJQPMBS CFIBWJPS BCPVU UIF

%JSBD QPJOU SFNJOJTDFOU UP UIF UZQJDBM ESBH TJHOBM� )PXFWFS TUBSUJOH BU BCPVU 230, XF CFHJO UP TFF B

IVNQEFWFMPQJOH JO UIFNJEEMF XIJMF UIF TJHOBM CFDPNFT MBSHFS JONBHOJUVEF BOENPSF OFHBUJWF� 7FSZ

���



'JHVSF ����� %FWJDF GBCSJDBUJPO PG UIF IZCSJE $/5ட(S ESBH EFWJDF� 	B
 B 3BZMFJHI DIBSBDUFSJ[FE $/5 JT USBOT�
GFSSFE POUP B 1µN UIJDL 4J02 TVCTUSBUF BOE DPOUBDUFE VTJOH CSJEHF MFBET� #SJEHF MFBET BMMPX GPS UIF QPTTJCJMJUZ
PG DVSSFOU BOOFBMJOH UIF DPOUBDUT� 	C
 B I#/ட(S 4UBDL JT USBOTGFSSFE POUP UIF $/5 XJUI UIF UIJO I#/ GBDJOH
EPXO� 5ZQJDBM I#/ UIJDLOFTTFT SBOHF GSPN 2 UP 4 ON� 	D
 UIF EFWJDF JT FUDIFE UP IBWF (S DPOUBDUT TUJDLJOH PVU�
	E
 NFUBMMJD DPOUBDUT BSF NBEF POUP UIF (S DPOUBDUT� 	F
 80 ON UIJDL "M203 JT EFQPTJUFE WJB "-% BOE B UPQ HBUF
JT EFQPTJUFE� 	଍
 40 ON UIJDL "M203 JT EFQPTJUFE BHBJO BOE UIF DPOUBDU HBUFT BSF EFQPTJUFE� $POUBDU BOE "-%
SFDJQFT BSF EFUBJMFE JO BQQFOEJY '�

RVJDLMZ
 UIF IVNQ CFDPNFT UIF NBJO GFBUVSF JO BO PWFSBMM OFHBUJWF TJHOBM� 'JHVSF ���� TIPXT B DPNQBS�

JTPO CFUXFFO $/5 ESJWF BOE(S ESJWF TJHOBMT� "U 180,XF TFF UIBU MBZFS SFDJQSPDJUZ JT HSPTTMZ WJPMBUFE

BMUIPVHI JU TFFNT UIBU UIF UXP TJHOBMT BSF UFOEJOH UPXBSET FBDI PUIFS CZ 250, TVHHFTUJOH UIBU BU FWFO

IJHIFS UFNQFSBUVSFT UIFSF JT B QPTTJCJMJUZ PG QFSGFDU MBZFS SFDJQSPDJUZ� 5IF MPOHJUVEJOBM ESBH SFTVMUT

UIVT GBS TVHHFTUT UIBU UIFSF JT B UIFSNPFMFDUSJD DPOUSJCVUJPO UIBU PWFSUBLFT UIF EFWJDF NFBTVSFNFOU

EVF UP UIF MBZFS BTZNNFUSZ�

5IF UIFSNPFMFDUSJD QPTTJCJMJUZ JT GVSUIFS TVCTUBOUJBUFE JG XF MPPL BU UIF )BMM ESBH NFBTVSFNFOU

	ஷ஫HVSF ����C
� "T B SFNJOEFS
 IFSF )BMM ESBH JT FRVJWBMFOU UP B USBOTWFSTF ESBH NFBTVSFNFOU BOE EPFT

OPU SFRVJSF UIF BQQMJDBUJPO PG B NBHOFUJD ஷ஫FME 	TFF ஷ஫HVSF ���
 GPS UIF )BMM ESBH NFBTVSFNFOU TDIFNF
�

���



'JHVSF ����� $PVMPNC ESBH JO B MBSHFS IZCSJE $/5ட(S EFWJDF� 	B
 JT UIF MPOHJUVEJOBM ESBH NFBTVSFNFOUT XIJMF
ESJWJOH UIF $/5 BU EJஶGFSFOU UFNQFSBUVSFT� 	C
 JT UIF IBMM 	USBOTWFSTF
 NFBTVSNFOU XIJMF ESJWJOH UIF $/5 BU
EJஶGFSFOU UFNQFSBUVSFT� 5IF JOTFU TIPXT UIF TJHOBM BNQMJUVEF PG UIF EJQT BOEQFBLT PG UIF IBMM TJHOBM BT B GVODUJPO
PG UFNQFSBUVSF� 5IF DIBSHF OFVUSBMJUZ QPJOU GPS UIF UXP QMPUT BSF BU VCH =∼ 57�

'JSTU
 UIF FYJTUFODF PG B IBMM 	USBOTWFSTF
 TJHOBM JT NPTU MJLFMZ EVF UP UIF WPMUBHF EFWFMPQFE DBVTFE CZ

B UFNQFSBUVSF HSBEJFOU DSFBUFE QFSQFOEJDVMBS UP UIF $/5� 5IJT TJHOBM JODSFBTFT JO NBHOJUVEF XJUI

EFDSFBTJOH UFNQFSBUVSF
 SFNJOJTDFOU PG UIF FOFSHZ ESBH CFIBWJPS�

5IF DSJUJDBM RVFTUJPO UIBU OFFET UP CF BEESFTTFE IFSF JT XIFUIFS UIJT UIFSNPFMFDUSJD�MJLF TJHOBM JT B

DPOTFRVFODF PG FOFSHZ ESBH 	XIFSF $PVMPNC JOUFSBDUJPO QMBZT B DFOUSBM SPMF
 PS TJNQMZ KVTU CFDBVTF

PG UIF UFNQFSBUVSF HSBEJFOU DBVTFE CZ UIF IFBUJOH QPXFS PG UIF $/5�5P JEFOUJGZ UIJT
 B NFBTVSFNFOU

���



'JHVSF ����� .FBTVSFNFOUT TIPXJOH UIF WJPMBUJPO PG MBZFS SFDJQSPDJUZ XIFONFBTVSJOH ESBH JO UIF IZCSJE EFWJDF�
5IF UXP NFBTVSFNFOUT DPNQBSFE BSF UIF $/5 ESJWF BOE (S ESJWF ESBH TJHOBM� 	B
 UISPVHI 	E
 TIPX UFNQFSB�
UVSFT BU 250, 230, 210 BOE 180, SFTQFDUJWFMZ�

PG NBHOFUJD ஷ஫FME EFQFOEFODF NBZ CF FOMJHIUFOJOH�

" MPPL BU B QBSUJDVMBS TBNQMFXIJDIXBT GBCSJDBUFE UP CFNVDI TNBMMFS BOEXJUI MFBET UIBU BSF EFOTFS

BOE MBSHFS 	ஷ஫HVSF ����F

 TIPXT UIBU UIF POTFU PG FOFSHZ ESBH NFDIBOJTN DBO CF EFMBZFE� "T TFFO

JO ஷ஫HVSF ����
 UIF CJQPMBS CFIBWJPS FYJTUT GSPN IJHI UFNQFSBUVSFT UP BT MPX BT 160 , CFMPX XIJDI

UIF NJEEMF IVNQ GFBUVSF
 BT TFFO JO ஷ஫HVSF ����
 CFHJOT UP JOUSVEF UIF TJHOBM� 'JHVSF ���� TIPXT UIF

DPNQBSJTPO CFUXFFO UIF $/5 BOE (S ESJWF TJHOBMT BOE JU TIPXT UIBU MBZFS SFDJQSPDJUZ JT IFME XFMM UP

���



'JHVSF ����� $PVMPNC ESBH JO B TNBMMFS IZCSJE $/5ட(S EFWJDF� 	B
 JT UIF MPOHJUVEJOBM ESBHNFBTVSFNFOUT XIJMF
ESJWJOH UIF $/5 BU EJஶGFSFOU UFNQFSBUVSFT� 	C
 JT UIF %JSBD QFBL PG (S� 5IF TIBEFE HSFFO SFHJPO JOEJDBUFT UIF
'8). XIFSF FMFDUSPO�IPMFT DPFYJTU� 	D
 JT UIF TJHOBMTء EJQT BOE QFBLT QMPUUFE BU EJஶGFSFOU UFNQFSBUVSFT� 	E
 JT
UIF TQBUJBM EFQFOEFODF PG UIF ESBH TJHOBM ஷ஫UUFE XJUI B EFDBZJOH FYQPOFOUJBM� 	F
 JT UIF TNBMM EFWJDF QJDUVSF�

BT MPX BT 160 ,� 8F BUUSJCVUF UIF MBZFS BTZNNFUSZ CFMPX UIJT UFNQFSBUVSF UP FOFSHZ ESBH TVDI BT GPS

UIF CJHHFS EFWJDF� " QPTTJCJMJUZ GPS UIF EFMBZFE POTFU PG FOFSHZ ESBH JT UIF SFEVDFE TBNQMF HFPNFUSZ

BOE DPOUBDUT DPOஷ஫HVSBUJPO� &OFSHZ ESBH EFQFOET PO UIF UIFSNPFMFDUSJD FஶGFDU XIJDI JT ESJWFO CZ B

UFNQFSBUVSF HSBEJFOU� *G B UFNQFSBUVSF HSBEJFOU JT OPU TVTUBJOFE JO B EFWJDF
 UIF FOFSHZ ESBH TJHOBM XJMM

CF TNBMM� *O PVS TNBMM TJHOBM PG TJ[F 	0.7 × 2.5µN2

 B MBSHF UFNQFSBUVSF HSBEJFOU JT IBSEFS UP GPSN

CFDBVTF PG JUT TNBMM TJ[F BOE CFDBVTF UIF MBSHF EFOTF DPOUBDUT TFSWF UP EJTTJQBUF IFBU Fஶஷ஫DJFOUMZ XIJDI

���



'JHVSF ����� .FBTVSFNFOUT TIPXJOH UIBU BU IJHI UFNQFSBUVSF MBZFS SFDJQSPDJUZ DBO CF GPMMPXFE� 5IF UXP NFB�
TVSFNFOUT DPNQBSFE BSF UIF $/5 ESJWF BOE(S ESJWF ESBH TJHOBM BOE UIJT TFU PG NFBTVSFNFOU JT EPOF JO B NVDI
TNBMMFS EFWJDF DPNQBSFE UP UIF TFU PG NFBTVSFNFOUT TIPXO JO ஷ஫HVSF ����� 	B
 UISPVHI 	E
 TIPX UFNQFSBUVSFT BU
200, 170, 140 BOE 110, SFTQFDUJWFMZ�

DPOTFRVFOUMZ TFSWFT UP DPPM UIF EFWJDF VOJGPSNMZ� 'PS UIF EFWJDFT XIFSF FOFSHZ ESBH TFFNT UP SVOBXBZ

SJHIU BXBZ FWFO BU IJHI UFNQFSBUVSFT
 UIF EFWJDFT UZQJDBMMZ IBWF (S DPOUBDUT 	XIJDI JT OPU BT FஶGFDUJWF

BT UIFSNBM TJOL
 BOE BSF SPVHIMZ 2× 5µN2�

'PS UIF TNBMM EFWJDF JO UIF SFHJNF XIFSF MBZFS SFDJQSPDJUZ JT IFME
 XF BSF JODMJOFE UP TBZ UIJT JT UIF

SFHJNF PG NPNFOUVN ESBH� -PPLJOH DMPTFMZ BU UIF EBUB
 UIF ESBH TJHOBM PDDVST XJUIJO UIF GVMM XJEUI

IBMG NBYJNVN 	'8).
 PG UIF %JSBD QFBL BT TIPXO JO ஷ஫HVSF ����C� 5IJT TVHHFTUT UIBU UIF TJHOBM JT

���



EVF UP UIF FMFDUSPO�IPMF QMBTNB PG (S XIFSF UIFSF JT B DP�FYJTUFODF PG FMFDUSPOT BOE IPMFT� ����D TIPXT

UIF BNQMJUVEF PG UIF QFBL BOE EJQ PG UIF ESBH TJHOBM BU EJஶGFSFOU UFNQFSBUVSFT� 5IFTF BNQMJUVEFT

DPSSFTQPOET UP UIF NBYJNVN TDBUUFSJOH SBUFT GPS IPMF BOE FMFDUSPO EPQFE (S� *O UIJT NFBTVSFNFOU


UIF $/5 JT IPMF�EPQFE TP UIF TJHOBM DPSSFTQPOET UP FJUIFS FMFDUSPO�IPMF PS IPMF�IPMF ESBH� "U IJHI

FOPVHI UFNQFSBUVSFT XIFSF MBZFS SFDJQSPDJUZ JT IFME
 UIF ESBH TJHOBM JT MJOFBS XJUI UFNQFSBUVSF� 5IJT JT

JO DPOUSBTU UP UIF UZQJDBM RVBESBUJD ESBH UFNQFSBUVSF EFQFOEFODF CVU UIJT JO GBDU RVBMJUBUJWFMZ GPMMPXT

UIF FYQFDUBUJPO PG FMFDUSPO�FMFDUSPO TDBUUFSJOH BU UIF %JSBD QPJOU JSSFTQFDUJWF PG DBSSJFS UZQF� ���
��� "O�

PUIFS FYQMBOBUJPO GPS UIF MJOFBS UFNQFSBUVSF EFQFOEFODF JT QIPOPO TDBUUFSJOH XIJDI JT FYQFDUFE UP CF

MJOFBS BT XFMM BG஽FS UIF #MPDI�(S¼OFJTFO UFNQFSBUVSF� )PXFWFS
 UIF DPFஶஷ஫DJFOU PG UIF MJOFBS UFNQFSB�

UVSF EFQFOEFODF DPFஶஷ஫DJFOU GPS FMFDUSPO�QIPOPO TDBUUFSJOH JT NFBTVSFE UP CF ∼ 0.14Ω/K 
 XIJDI JT

BO PSEFS PG NBHOJUVEF MBSHFS UIBO UIF NFBTVSFE DPFஶஷ஫DJFOU JO PVS ESBH EFWJDF� ��� 'JHVSF ����E TIPXT

UIF TQBUJBM EFQFOEFODF PG UIF NFBTVSFE MPOHJUVEJOBM ESBH TJHOBM BXBZ GSPN UIF $/5 BOE BO FYQP�

OFOUJBM EFDBZ GVODUJPO QSPWJEFT B HPPE ஷ஫U� 6OGPSUVOBUFMZ
 FJUIFS EVF UP QPPS TQBUJBM SFTPMVUJPO
 QPPS

QSPYJNJUZ UP UIF $/5 JOKFDUJPO MFBE
 PS QPPS TBNQMF RVBMJUZ 	BMUIPVHI UIF TBNQMF NPCJMJUZ JO UIJT

EFWJDF JTµ ∼ 130, 000 DN2/V ·s

 XF BSF VOBCMF UP PCTFSWF UIF TJHO SFWFSTBM
 XIJDI JT POF PG UIFNBJO

TJHOBUVSFT GPS IZESPEZOBNJDT�

%SBH BUUFNQUT XFSF BMTP QFSGPSNFE PO CJMBZFS (S
 XIJDI JT FYQFDUFE UP CF JO UIF IZESPEZBONJD

SFHJNF NPSF FBTJMZ EVF UP JUT QBSBCPMJD EJTQFSTJPO� 'JHVSF ���� TIPXT TPNF SFQSFTFOUBUJWF QMPUT GPS

EFWJDFT DPNQPTFE PG B $/5 BOE CJMBZFS (S UIBU BSF XFMM�SFQSPEVDFE BDSPTT TBNQMFT� 1FSIBQT OPU UP

PVS TVSQSJTF UIF CFIBWJPS JT EJஶGFSFOU GSPN UIF EFWJDF XJUI NPOPMBZFS (S
 HJWFO UIBU CJMBZFS (S IBT B

SFDPSE PG FYIJCJUJOH BOPNBMPVT ESBH CFIBWJPST� ���
���
���
��� -JLF UIF NPOPMBZFS EFWJDFT
 UIF CJMBZFS (S

EFWJDFT BMTP IBWF UIF(S TJUUJOH PO UPQ PG UIF UIF$/5�$POTFRVFOUMZ
 UIF UPQ HBUF 	VUH
 DPOUSPMT QVSFMZ

UIF(S CFDBVTF UIF$/5TIPXT DPNQMFUFMZ JOTFOTJUJWJUZ UP JU EVF UP JUT TNBMM TJ[F BOE(S TDSFFOJOH� 5IF

���



CBDLHBUF 	VCH
 DPOUSPMT CPUI MBZFSTء EFOTJUJFT� 'JHVSF ����C TIPXT UIF DPBSTF NBQ BOE UIFSF BSF UXP

EJTUJODUJWF GFBUVSFT� 0OF JT UIF CJQPMBS CFIBWJPS UIBU GPMMPXT UIF %JSBD QFBL UISPVHIPVU 	%JSBD QFBL

QPTJUJPO JT TIPXO JO ஷ஫HVSF ����B
� 5IF PUIFS GFBUVSF IBQQFOT BSPVOE UIF EPVCMF DIBSHF OFVUSBMJUZ

QPJOU 	%$/1
 XIFSF UIF $/5 DPOEVDUBODF EJQ JT TIPXO JO ஷ஫HVSF ����D
� 5IF CBDLHSPVOE CJQPMBS

USFOE JT QPTTJCMZ JOEJDBUJWF PG UIF UIFSNPFMFDUSJD CFIBWJPS CFDBVTF JU TFFNT UP OPU EFQFOE BU BMM PO UIF

ESJWF MBZFS DBSSJFS UZQF� /PU TIPXO JT UIBU UIJT CJ�QPMBS GFBUVSF JODSFBTFT JO BNQMJUVEF XJUI EFDSFBTJOH

UFNQFSBUVSF� 'JHVSF ����E�F BSF MPOHJUVEJOBM ESBHNFBTVSFNFOUT BOE ஷ஫HVSF ����G JT B IBMMNFBTVSFNFOU


CPUI UBLFO BSPVOE UIF %$/1� -JLF BOZ PUIFS CFIBWJPS GPS UIF CJMBZFS (S EFWJDF
 XF TFF UIBU TJHOBM

JODSFBTFT XJUI EFDSFBTJOH UFNQFSBUVSF� .PSF QFDVMJBSMZ JT UIF EFWFMPQNFOU PG TJY EJTUJODU SFHJPOT JO

UIF ESBH NFBTVSFNFOUT� 5IF NJEEMF MPCFT EFWFMPQ BU UIF SFHJPO PG (SءT %JSBD QPJOU BOE TXJUDIFT TJHO

VQPO DSPTTJOH UIF DIBSHF OFVUSBMJUZ QPJOU PG UIF $/5� 0VUTJEF PG UIF NJEEMF MPCFT BU UIF %JSBD QPJOU

UIF ESBH TJHOBM DIBOHFT TJHO� " IBMM NFBTVSFNFOU BU UIF TBNF HBUF SBOHFT SFWFBM B CJQPMBS CFIBWJPS

BDSPTT UIF $/1 PG UIF $/5� 5IF CFIBWJPST JO HFOFSBM JO UIF UIFTF ESBH EFWJDFT BSF SJDI BOE DPNQMFY

BOE BU UIF UJNF PG XSJUJOH UIF VOEFSTUBOEJOH JT TUJMM MJNJUFE�

5IVT GBS XF IBWF NBJOMZ GPDVTFE PO UIF $/5 ESJWF NFBTVSFNFOUT� )FSF XF TQFDVMBUF UIBU UIJT

UZQF PG NFBTVSFNFOU JT QSPOF UP CF EPNJOBUFE CZ FOFSHZ ESBH� 8IFO UIF $/5 JT ESJWFO
 EVF UP UIF

TVCTUBOUJBM IFBU DVSSFOU HFOFSBUFE UISPVHI UIF IJHI DPOUBDU SFTJTUBODF 	PO UIF PSEFS PG 0.1− 1.Ω



B TVCTFRVFOU UFNQFSBUVSF HSBEJFOU BDDPSEJOH UP FRVBUJPO ���� XJMM EFWFMPQ JO UIF ESBH MBZFS� 0O UIF

PUIFS IBOE
 JG (S JT ESJWFO
 XF HFOUMZ BSHVF UIBU B UFNQFSBUVSF HSBEJFOU JT MFTT MJLFMZ UP CF DSFBUFE BDSPTT

UIF DBSCPO OBOPUVCF� *EFBMMZ
 UIF UFNQFSBUVSF HSBEJFOU TIPVME EFWFMPQ QFSQFOEJDVMBS UP UIF IFBU

DVSSFOU XIJDI JT QBSBMMFM XJUI UIF FMFDUSJD DVSSFOU� "OE TJODF UIF DVSSFOU BOE $/5 JT GBDJOH UIF TBNF

EJSFDUJPO 	XIFOXF BSF ESJWJOH(S

 UIF UFNQFSBUVSF HSBEJFOU UIBU TIPVME EFWFMPQQFSQFOEJDVMBS UP UIF

DVSSFOU EJSFDUJPOXJMM OPU CF FTUBCMJTIFE BMPOH UIF $/5�0G DPVSTF UIF UFNQFSBUVSF HSBEJFOU EJSFDUJPO

���



'JHVSF ����� %SBH NFBTVSFNFOUT PO IZCSJE $/5�CJMBZFS (S EFWJDFT� 	B
 UIF %JSBD QFBL PG UIF (S� 	C
 MPOHJUVEJ�
OBM ESBH NFBTVSFNFOU XIJMF ESJWJOH UIF $/5 BOE ESBHHJOH (S� 	D
 $/5 DPOEVDUBODF� 	E
 MPOHJUVEJOBM ESBH BU
100, BOE BU 	F
 150,� 	଍
 IBMM ESBH NFBTVSFNFOU BU 150,� 5IF %JSBD QFBL IBQQFOT BMPOH UIF NJEEMF MPCFT JO
ஷ஫HVSFT 	E
 UP 	଍
 HPJOH GSPN VUH ≈ 4.2 UP 5.3 7 GSPN CPUUPN UP UPQ PG UIF QMPU� 'PS UIF TBNF QMPUT
 UIF $/5
DPOEVDUBODF EJQ IBQQFOT BMPOH UIF NJEEMF IPSJ[POUBM GFBUVSF BU VCH ≈ 107�

JT DPNQMJDBUFE CZ UIF OBUVSF PGQ BOED CVU JOUVJUJWFMZ JU TFFNT VOMJLFMZ UIBU UIF IFBU DVSSFOU EFWJBUF

NVDI GSPN UIF EJSFDUJPO PG UIF FMFDUSJD DVSSFOU� 8JUI UIJT UIPVHIU JO NJOE
 MPPLJOH BU UIF (S ESJWF

TJHOBMT TIPXO JO ஷ஫HVSF ���� BOE ����
 UIFZ UFOE UP IPME UIF CJQPMBS CFIBWJPS MPOHFS
 XIJMF BU UIF TBNF

UJNF
 PCFZJOH UIF ESBH TJHO EJDUBUFE CZNPNFOUVNESBH BT XFMM BT TVCUMZ EFDSFBTJOH JO BNQMJUVEFXJUI

EFDSFBTJOH UFNQFSBUVSF� 5IFTF USFOET QPTTJCMZ TVHHFTU UIBU (S ESJWFNBZ CF CFUUFS JO CSJOHJOH PVU UIF

NPNFOUVN ESBH NFDIBOJTN�

'JOBMMZ
 XF FOUFSUBJO UIF JEFB UIBU UIF DPNQPOFOUT PG UIF IZCSJE EFWJDF EP OPU GBMM VOEFS UIF DBU�

FHPSZ PG B USJWJBM 'FSNJ MJRVJE� 'PS POF
 UIF 1% $/5 DBO CF DPOTJEFSFE BT B -VUUJOHFS MJRVJE� 5IF

ESBH SFTJTUBODF PG -VUUJOHFS MJRVJE IBT CFFO JOWFTUJHBUFE FYUFOTJWFMZ BOE POF PG UIF LFZ TJHOBUVSFT JT JUT

OPO�NPOPUPOJD UFNQFSBUVSF EFQFOEFODF BOE JUT EJWFSHJOH ESBH TJHOBM UPXBSET [FSP UFNQFSBUVSF� ��� 

���



4JNJMBSMZ
 (S DBO CF JO UIF IZESPEZOBNJDT SFHJNF JO XIJDI DBTF JU JT BMTP FYQFDUFE UP TIPX B OPO�

NPOPUPOJD CFIBWJPS XJUI B TIBSQ DSPTT�PWFS BU JOUFSNFEJBUF UFNQFSBUVSFT� ��� $POTJEFSJOH UIFTF UXP

IJHIMZ SFMFWBOU CFIBWJPST
 JU JT OPU VOSFBTPOBCMF UP TBZ UIF ESBH TJHOBM XF PCTFSWF DPVME QPUFOUJBMMZ CF

B NBOJGFTUBUJPO PG UIF UXP IJHIMZ�JOUFSBDUJOH TUBUFT PG NBUUFS�

8IJMF JU JT QPTTJCMF UIBU BMM UIF OPO�USJWJBM ESBH CFIBWJPS
 FTQFDJBMMZ BU MPX $/5 EFOTJUJFT XIFSF

TDSFFOJOH JT NJOJNBM
 JT EVF UP UIF IJHIMZ�JOUFSBDUJOH TUBUF PG NBUUFS
 B NPSF DPODSFUF TUVEZ PG UIF

ESBH CFIBWJPS XJMM OFFE UP CF EPOF SFHBSEMFTT� "EEJUJPOBM FYQFSJNFOUT PO TFNJDPOEVDUJOH $/5T XJMM

DFSUBJOMZ CF FOMJHIUFOJOHCFDBVTF JUT DVSWBUVSF JO FOFSHZ EJTQFSTJPO DBO HJWF SJTF UP B MBSHFS ESBH TJHOBM؝

B UIFPSFUJDBM QSFEJDUJPO UIBU IBT ZFU UP CF TIPXO� 'VSUIFSNPSF
 XJUI B TFNJDPOEVDUJOH $/5 XF DBO

CF NPSF DPOஷ஫EFOU BCPVU UIF DBSSJFS UZQF FWFO BU MPX EPQJOH UIFSFCZ NBLJOH UIF BOBMZTJT PG UIF ESBH

TJHOBM NPSF DFSUBJO� " UIPSPVHI TUVEZ PO UIF MBZFS EFOTJUZ EFQFOEFODF TIPVME CF EPOF UP TFF NPSF

QSPQFSMZ UIF SPMFT PG UIF ESJWF BOE ESBH MBZFST� $VSSFOUMZ
 XF BSF IJOEFSFE CZ UIF IZTUFSFUJD FஶGFDUT PG

UIF $/5 XIJDI DBVTF DPOGVTJPO JO UIF $/5 DBSSJFS UZQF BT XFMM BT JUT MBSHF DPOUBDU SFTJTUBODFT XIJDI

DBVTF EJஶஷ஫DVMUZ JO QFSGPSNJOHNFBTVSFNFOUT UIBU BSF DPNQMFUFMZ GSFF PG QBSBTJUJD UIFSNPFMFDUSJD FஶGFDUT�

0ODF XJUI BO JNQSPWFE DPOUBDU SFDJQF GPS UIF $/5 BOE XJUI EFஷ஫OJUF BDDFTT UP UIF EJஶGFSFOU DBSSJFS

UZQFT JO$/5
 BMPOHXJUI LOPCT TVDI BT UIFNBHOFUJD ஷ஫FME
 UIF QSPCMFNPG$PVMPNCESBH CFUXFFO UIF

$/5 BOE (S DBO DFSUBJOMZ CF UBDLMFE XJUI DMBSJUZ� "OE JG POF XFSF UP CF BCMF UP JTPMBUF UIF EJSFDUJPOBM

NPNFOUVN ESBH FஶGFDU
 QFSIBQT UIF HPBM PG PCTFSWJOH IZESPEZOBNJDT XJMM DPNF XJUIJO SFBDI�

���



8
$PODMVTJPO� "QQMJDBUJPOT BOE 0VUMPPL

8IBU XF IBWF EFWFMPQFE JO UIF QVSTVJU PG UIF IZCSJE DBSCPO OBOPUVCF�HSBQIFOF EFWJDF JT B TZTUFN

UIBU DBO EFUFSNJOJTUJDBMMZ TFMFDU UIF SJHIU LJOE PG DBSCPO OBOPUVCF GPMMPXFE CZ BO JNNFEJBUF USBOTGFS

PG JU UP B UBSHFU TVCTUSBUF� 5IJT TFSWFT UP CF B QSFDJPVT UPPM NPWJOH GPSXBSE GPS UIF ஷ஫FME PG OBOPUFDI�

OPMPHZ� $VSSFOUMZ
 OBOPGBCSJDBUJPO IBT MBSHFMZ SFMJFE PO UIF UPQ�EPXO BQQSPBDI JO DSFBUJOH OBOPTDBMF

TUSVDUVSFT� *O UIJT UZQF PG QSPDFTT
 UIF JOUSPEVDUJPO PG GBCSJDBUJPO SFTJEVF JT JOFWJUBCMF
 OPU UPNFOUJPO

UIF FEHF BOE TVSGBDF SPVHIOFTT PG EFQPTJUFE TVCTUBODFT BSF JNQPTTJCMF UP TNPPUI� 5IF EFNPOTUSBUJPO

PG UIF QIZTJDBM NBOJQVMBUJPO PG JOEJWJEVBM DBSCPO OBOPUVCFT JT B CJH TUFQ UPXBSE CVJMEJOH OBOPTUSVD�

UVSFT EFUFSNJOJTUJDBMMZ GSPN UIF CPUUPN�VQ BQQSPBDI� #FDBVTF XF BSF VUJMJ[JOH DSZTUBMMJOF QSPEVDUT

���



UIBU BU UIF TBNF UJNF JT POF PG UIF NPTU NJDSPTDPQJD PCKFDUT UP EBUF
 UIFSF JT USFNFOEPVT QPUFOUJBM JO

CVJMEJOH FWFO NPSF QFSGFDU OBOPTUSVDUVSFT UIBO FWFS CFGPSF�

)PXFWFS
 BT EFNPOTUSBUFE JO UIF GBCSJDBUJPO DIBQUFS
 UIF QSPDFTT JT GBS GSPN QFSGFDU BOE UIFSF SF�

NBJOT QMFOUZ UP JNQSPWF PO� 3FHBSEJOH UIF DBSCPO OBOPUVCF USBOTGFS
 DVSSFOUMZ B QPMZNFS JT TUJMM

SFRVJSFE UP BDUJWFMZ HSBC UIF DBSCPO OBOPUVCF GSPN UIF HSPXUI DIJQ UP UIF UBSHFU TVCTUSBUF� 5P DPN�

QMFUFMZ UISPX PVU UIF VTF PG QPMZNFST
 POF DBONBLF HSPXUI DIJQT UIBU IBWF QBJST PG FMFDUSPEFT PO UIF

UXP FOET PG UIF DIJQT� $BSCPO OBOPUVCFT XJMM HSPX PWFS UIFTF FMFDUSPEFT 	UFTUFE UP CF QPTTJCMF
 BOE

UIF NFUIPE PG USBOTGFS XPVME TJNQMZ CF SVOOJOH B MBSHF DVSSFOU CFUXFFO UIF QBJS PG FMFDUSPEFT BU UIF

UXP FOET� 5IF MBSHF DVSSFOU XJMM DVU UIF DBSCPO OBOPUVCF BOE UIF DBSCPO OBOPUVCF XJMM GBMM POUP UIF

UBSHFU TVCTUSBUF
 UIFSFCZ SFNPWJOH UIF OFFE UP VTF B QPMZNFS BT B HSBCCJOH NFDIBOJTN�

0O UIF TFMFDUJPO PG DBSCPO OBOPUVCFT
 UIF PO�DIJQ 3BZMFJHI TFUVQ IBT QSPWFO UP CF FYUSFNFMZ VTF�

GVM� 5IF JEFB CFIJOE PO�DIJQ 3BZMFJHI JT UIF DSPTTFE QPMBSJ[BUJPO NFUIPE XIFSF UIF JNBHJOH PG UIF

DBSCPO OBOPUVCF SFMJFT PO UIF GBDU UIBU UIF EJQPMF NPNFOU PG UIF DBSCPO OBOPUVCF DBO IFMQ USBOTNJU

MJHIU UISPVHI B DSPTTFE QPMBSJ[FS� ��� $VSSFOUMZ UIF 3BZMFJHI TFUVQ JT FRVJQQFE UP EP JU CVU UIF DPNQP�

OFOUT XJMM OFFE UP CF JNQSPWFE JO PSEFS GPS UIF TFUVQ UP CF NPSF DPOTJTUFOUMZ VTFGVM� #FJOH BCMF UP EP

TP XJMM GBDJMJUBUF UIF JNBHJOH PG DBSCPO OBOPUVCFT� 4&.
 "'.
 &'. FUD� BMM PG XIJDI BSF FYUSFNFMZ

TMPX
 JODPOWFOJFOU BOE QPUFOUJBMMZ JOWBTJWF
 DBO CF DPNQMFUFMZ SFNPWFE GSPN UIF PWFSBMM QSPDFTT�

&NQMPZJOH TPNFUIJOH BT TNBMM BT B UIF DBSCPO OBOPUVCF XJMM QSPWF UP CF SFXBSEJOH GPS NBOZ 2%

TZTUFNT� 'PS UIF ஷ஫STU UJNF
 B MPDBM HBUF UIBU JT PO UIF PSEFS PG 2% NBUFSJBMءT 'FSNJ XBWFMFOHUI DBO

CF VTFE� 5IJT VOEPVCUFEMZ XJMM PQFO VQ NBOZ OFX PQQPSUVOJUJFT BOE QPTTJCMZ B OFX QBSBEJHN PG

QIZTJDT� 5IF SFBTPO GPS UIJT JT FMFDUSPOJD DIBOOFMT IBWF BMXBZT IBE B IBSE UJNF JOUFSBDUJOH XJUI FBDI

PUIFS JO B DPOUSPMMBCMF BOE QSFDJTF NBOOFS� 1SFWJPVTMZ NFUBM HBUFT XFSF VTFE BOE UIFTF PCKFDUT BSF OPU

BT OBSSPX BOE OPU BT TNPPUI BT B DBSCPO OBOPUVCF� .FUBM HBUFT BMTP IBWF B MBSHF EFOTJUZ PG TUBUFT UIBU

���



TFSWF UP TDSFFO PVU JOUFSBDUJPOT� " DBSCPO OBOPUVCF JT QPTTJCMZ UIF MFBTU JOWBTJWF 1% PCKFDU BOE VTJOH

JU XJMM ஷ஫OBMMZ BMMPX FMFDUSPOJD DIBOOFMT UP GFFM FBDI PUIFST QSFTFODF NPSF TVCTUBOUJBMMZ�

"NPOH UIF NBOZ UZQFT PG OBSSPX HBUJOH FYQFSJNFOUT
 POF DMFBS EJSFDUJPO JT UPXBSET FOHJOFFSJOH

UIF BSUJஷ஫DJBM -VUUJOHFS MJRVJE� #Z VTJOH UIF DBSCPOOBOPUVCF BT B HBUF UP EFQMFUF UIF SFHJPO VOEFSOFBUI

JU JO B RVBOUVN IBMM TZTUFN
 POF DBO DSFBUF DPVOUFS�QSPQBHBUJOH DIJSBM FEHF TUBUFT USBWFMJOH BMPOH UIF

TJEFT PG UIF DBSCPO OBOPUVCF� (JWFO UIBU UIF FEHF TUBUFT DBO QPTTJCMZ JOUFSBDU
 UIJT GVMஷ஫MMT UIF SFDJQF

GPS B -VUUJOHFS MJRVJE� *G POF XFSF BCMF UP DPOஷ஫EFOUMZ FOHJOFFS B -VUUJOHFS MJRVJE
 B IVHF SFXBSEJOH

WFOVF PQFOT VQ BOE UIJT JT CFDBVTF -VUUJOHFS MJRVJE JT POF PG UIF NPTU IJHIMZ DPSSFMBUFE TZTUFNT BOE

BMTP POF UIBU JT TUVEJFE MFBTU DPOWJODJOHMZ� #FJOH BCMF UP FOHJOFFS B -VUUJOHFS MJRVJEXJMM HJWF POF BDDFTT

UP UIF SJDI QIZTJDT PG UIJT IJHIMZ DPSSFMBUFE TZTUFN XJUI B IJHI EFHSFF PG DPOUSPM� *UT DPWFUFE QSPQFSUZ

PG TQJO�DIBSHF TFQBSBUJPO NBZ QPTTJCMZ CF IBSOFTTFE UIJT XBZ�

3FDFOUMZ
 UIF ஸ஼BU�CBOE QIZTJDT IBWF DBQUJWBUFE UIF XIPMF QIZTJDT DPNNVOJUZ� ��� 5IF ஸ஼BU�CBOEXBT

ஷ஫STU DSFBUFE JO B EPVCMF HSBQIFOF MBZFS TZTUFNXIFSF UIF UXP MBZFST BSF UXJTUFE UP UIF TP�DBMMFE NBHJDأ

BOHMFؤ� 8JUI JU QFPQMF TBX B .PUU JOTVMBUPS BOE TVQFSDPOEVDUJWJUZ� ���
��� 5IF DBSCPO OBOPUVCF JUTFMG

DBO JOUSJOTJDBMMZ IPTU ஸ஼BU CBOET BT TFFO JO UIF CBOETUSVDUVSF PG [JH�[BH DBSCPO OBOPUVCFT 	ஷ஫HVSF #��
�

$PVQMFE XJUI UIF GBDU UIBU UIF DBSCPO OBOPUVCF JT B NPSF DPSSFMBUFE TZTUFN UIBO HSBQIFOF
 POF DBO

FYQFDU TPNFUIJOH QPTTJCMZ FWFO NPSF FYPUJD UIBO XIBU XBT PCTFSWFE� 0O UIF TBNF UPQJD PG ஸ஼BUCBOE


UIF 1% HVJEFE NPEF JO HSBQIFOF JT TIPXO UP IBWF B DZDMJD CFIBWJPS� #Z DIBOHJOH UIF QPUFOUJBM PG UIF

1% HBUF
 POF XJMM FWFOUVBMMZ DSFBUF B 1% ஸ஼BUCBOE JO HSBQIFOF BU UIF TP�DBMMFE ؤNBHJDأ QPUFOUJBM� ���

5IFTF 1% ஸ஼BUCBOET JT B DPNQMFUFMZ VODIBSUFE UFSSJUPSZ BOE DBO QPUFOUJBMMZ ZJFME FYUSFNFMZ HSPVOE

CSFBLJOH SFTVMUT�

*U IBT CFFO NFOUJPOFE
 BOE EJTDVTTFE NBOZ UJNFT XJUI NBOZ UIFPSFUJDBM TVHHFTUJPOT JO MJUFSBUVSF

BMM TVHHFTUJOH UIBU HSBQIFOF DBO CF VTFE BT B QMBUGPSN UP TUVEZ HFOFSBM SFMBUJWJUZ� " CJH QBSU PG UIJT

���



UIFTJT BMPOH XJUI NBOZ PG PUIFS XPSLT JO MJUFSBUVSF IBWF EFNPOTUSBUFE JUT TUSJLJOH DPOOFDUJPO XJUI

TQFDJBM SFMBUJWJUZ JO ஸ஼BU TQBDFUJNF� 5IFSF JT B DBMM GPS FஶGPSUT JO USZJOH UP TUVEZ HFOFSBM SFMBUJWJUZ JO

DVSWFE TQBDFUJNF� 8JUI UIF OBOPUVCF
 MPDBM QFSUVSCBUJPOT DBO CF DSFBUFE JO UIF QPUFOUJBM MBOETDBQF JO

HSBQIFOF FMFDUSPTUBUJDBMMZ� 5IF OBOPUVCF DBO BMTP DSFBUF MBSHF QIZTJDBM NPEVMBUJPOT PG UIF HSBQIFOF

MBUUJDF CZ QMBDJOH UIF HSBQIFOF PO UPQ PG B MBSHF EJBNFUFS DBSCPO OBOPUVCF� 'SPN UIF QFSTQFDUJWF PG

HFOFSBM SFMBUJWJUZ
 UIFTF QFSUVSCBUJPOT DBO CF JOUFSQSFUFE BT UIF DVSWJOH PG B ஸ஼BU TQBDFUJNF� 5PHFUIFS

XJUI UIF MPDBM QSPCJOH DBQBCJMJUZ PG UIF DBSCPO OBOPUVCF
 POF DBO QPTTJCMZ TUVEZ UIF EZOBNJDT PG

QBSUJDMFT JO UIFTF DVSWFE SFHJPOT�

.PSF EJSFDUMZ SFMBUFE XJUI UIF XPSL EFNPOTUSBUFE JO UIJT UIFTJT
 UIFSF BSF QMFOUZ PG JNNFEJBUF DPO�

UJOVBUJPO TUVEJFT� 6TJOH UIF DBSCPO OBOPUVCF BT B MPDBM QSPCF UP NFBTVSF MPDBM EFOTJUZ PG TUBUFT XJMM

DFSUBJOMZ VOWFJM QMFOUZ PG QSPQFSUJFT UIBU DPOWFOUJPOBM USBOTQPSU DBOOPU� 5IJT XJMM FTQFDJBMMZ CF USVF

GPS NBUFSJBMT UIBU BSF TFOTJUJWF UP UIF EFTUSVDUJWF QSPDFTT PG OBOPGBCSJDBUJPO JO XIJDI DPOWFOUJPOBM

USBOTQPSU DBOOPU FWBEF� 4P MPOH BT UIF NBUFSJBMT BSF RVBOUVN NFDIBOJDBM JO UIBU UIF EFOTJUZ PG TUBUFT

BSF TNBMM BOE WBSZJOH
 UIF DBSCPO OBOPUVCF XJMM CF BCMF UP QJDL PVU UIF TMJHIUFTU DIBOHFT UIBU XPVME

PUIFSXJTF CF IJEEFO JO UIF HMPCBM USBOTQPSU NFBTVSFNFOU� 4PNF SFXBSEJOH DIPJDFT PG NBUFSJBMT UP

QFSGPSN MPDBM QSPCJOH BSF UIF USBOTJUJPO NFUBM DIBMDPHFOJEFT 	5.$T
 BOE GFX MBZFS IJHI UFNQFSBUVSF

TVQFSDPOEVDUPST TVDI BT #JTNVUI TUSPOUJVN DBMDJVN DPQQFS PYJEF 	#4$$0
�

'PS UIF TJOHMF HVJEFENPEF
 UIFSF BSF QMFOUZ PG FOHJOFFSJOH RVFTUJPOT UIBU OFFE UP CF BOTXFSFE� 5P

MJTU TPNF PG UIF FTTFOUJBM POFT� XIBU JT UIF BDUVBM MJGFUJNF PS NFBO GSFF QBUI PG UIF HVJEFE NPEFT "SF

UIFZ BDUVBMMZ CBMMJTUJD PWFS IVOESFET PG NJDSPOT )PX EP UIFZ TVSWJWF BU LJOLT PS TIBSQ UVSOT BMPOH

UIF HBUFE SFHJPO
 J�F� XIBU JT JUT BOHMF PG BDDFQUBODF PS DSJUJDBM BOHMF )PX DBO POF JOKFDU BOE SFDFJWF

JOGPSNBUJPO PVU PG UIJT HVJEFENPEF "OE PODFXJUI UIFTF GPVOEBUJPOBM RVFTUJPOT BOTXFSFE
 POF DBO

BDUVBMMZ USZ UP JOUFHSBUF UIFTF HVJEFE NPEFT JOUP FMFDUSPO�PQUJDT� 5IFSF JT CZ OPX B WFSZ TVஶஷ஫DJFOU TFU

���



PG FMFDUSPO�PQUJDT UPPMT UIBU POF DBO VTF� %FNPOTUSBUJOH UIF PO�DIJQ PQUJDBM DBQBCJMJUZ PO HSBQIFOF

XJMM CF B IVHF TUFQ JO UIF ஷ஫FME PG JOGPSNBUJPO QSPDFTTJOH� 4JNQMZ EFNPOTUSBUJOH UIF USBOTNJTTJPO PG

JOGPSNBUJPO BDSPTT B HSBQIFOF TIFFU XJMM CF FYUSFNFMZ JNQBDUGVM�

"T GPS IZESPEZOBNJDT JO HSBQIFOF
 POF XPVME ஷ஫STU IBWF UP ஷ஫OE NPSF DPODMVTJWF BOE DPOWJODJOH

TJHOBUVSFT PG JUT FYJTUFODF� 5IVT GBS
 UIF IZESPEZOBNJD CFIBWJPS JO HSBQIFOF IBTNPTUMZ CFGVEEMFE UIF

QIZTJDT DPNNVOJUZ� .PTU PG UIF QSFMJNJOBSZ SFTVMUT TIPXO BDSPTT UIF DPNNVOJUZ DBOOPU CF EJTUJO�

HVJTIFE GSPN CBMMJTUJD FMFDUSPOT� 5IF TNPLJOH HVO TJHOBUVSF PG IZESPEZOBNJDT XJMM OFFE UP CF FTUBC�

MJTIFE BOE UIF $PVMPNC ESBH JO HSBQIFOF NBZ QPTTJCMZ CF UIF QMBUGPSN GPS UIJT TFBSDI� #VU SFHBSEMFTT

PG XIFUIFS IZESPEZOBNJDT JT UIF NBJO HPBM PS OPU
 ESBH CFUXFFO B 1% XJSF BOE B 2% DPOEVDUPS JT

TUJMM OPU BU BMM VOEFSTUPPE� 5IF DPNQMFYJUZ JOUSPEVDFE CZ UIF 1% XJSF BMPOF
 OPU FWFO DPOTJEFSJOH

UIF DPNQMJDBUJPOT GSPN B $PVMPNC ESBH NFBTVSFNFOU
 JT PWFSXIFMNJOH UP VOSBWFM� -JLFMZ UIF DPO�

WJODJOH XBZ NPWJOH GPSXBSE JT UP TUSJQ FWFSZUIJOH EPXO UP UIF CBSF NJOJNVN BOE TUVEZ FBDI QJFDF

JOEJWJEVBMMZ ஷ஫STU�

5IJT CSJOHT VT UP UIF ஷ஫OBM QPJOU� 5IF DBSCPO OBOPUVCF JT TJNQMZ GVMM PG XPOEFS BOE TVSQSJTFT TUJMM

XBJUJOH UP CF EJTDPWFSFE BOE VOEFSTUPPE� "OZ QSPDMBJNFE DPSSFMBUFE 1% QIZTJDT JT HFOFSBMMZ OPU FBT�

JMZ BDDFQUFE� #FIBWJPST PG BOZ TPSU BSF HFOFSBMMZ TFFO XJUI TUVCCPSO EPVCU BOE BOZ FYQMBOBUJPO BSF

GPMMPXFE CZ VOZJFMEJOH TVTQJDJPO� 5IJT JT CFDBVTF UIF UFDIOPMPHZ JT OPU UIFSF� 5IF DBSCPO OBOPUVCF

JT TJNQMZ UPP NJDSPTDPQJD BOE JU SFBMMZ JT MJLF B CMBDLCPY� 5IFSF XJMM CF OFFE UP CF JNQSPWFNFOUT

PO OBOPGBCSJDBUJPO
 NBJOMZ PO FTUBCMJTIJOH USBOTQBSFOU FMFDUSJDBM DPOUBDUT
 JO PSEFS UP NPWF GPSXBSE

TUFBEJMZ XJUI 1% DBSCPO OBOPUVCF QIZTJDT� "T B RVJDL EJHSFTTJPO
 JG TVQFSDPOEVDUJOH DPOUBDUT DBO

CF NBEF XJUI IJHI USBOTQBSFODZ
 UIF OBOPUVCF XJMM CF HSFBU B QMBUGPSN GPS UIF SFBMJ[BUJPO PG ,JUBFW

DIBJOT BOE TVQFSDPOEVDUJOH RVCJUT JO HFOFSBM� 8JUI UIF DPOUBDU IVSEMF UBDLMFE
 DBSCPO OBOPUVCF XJMM

VOEPVCUFEMZ CF B SFWPMVUJPOJ[JOH NBUFSJBM� -JLF HSBQIFOF UIBU IBT OPX XJEFMZ CFDPNF UIF VOJWFSTBM

���



DIPJDF GPS 2%&( TUVEJFT
 UIF OBOPUVCF IBT QMFOUZ PG SFBTPOT UP CF DPOTJEFSFE UIF VOJWFSTBM 1% FMFD�

USPOJD QMBUGPSN� 5IJT XJMM FWFOUVBMMZ DPNF XJUI VSHFODZ CFDBVTF UIF FWPMVUJPO PG TDJFOUJஷ஫D TUVEJFT

TIPXT UIBU UIFSF JT B HSPXJOH OFFE UP VOEFSTUBOE NBUFSJBMT XJUI BO JODSFBTJOHMZ NJDSPTDPQJD QFSTQFD�

UJWF� 5IJT JT FTQFDJBMMZ USVF OPXBEBZTXIFOXF BSF TUSVHHMJOH UP LFFQ VQXJUI.PPSFءT MBX� 5IF DBSCPO

OBOPUVCF XJMM JOFWJUBCMZ ESBX MBSHFS BUUFOUJPO BT JU JT POF PG UIF NPTU SPCVTU BOE NJDSPTDPQJD TFNJ�

DPOEVDUPS UIBU PDDVST OBUVSBMMZ�

"T B DPODMVEJOH SFNBSL GPS UIJT UIFTJT
 XIBU XF IBWF VOSBWFMFE BOE TFFO TP GBS JT NFSFMZ UIF TVSGBDF

BOE HMJNQTF PG XIBU JT SFBMMZ IJEEFO XJUIJO UIF CPOET CFUXFFO UIF BUPNT� *U JT DFSUBJOMZ B TQBDF OPU

PG WBDVVN CVU GVMM PG VOXPSMEMZ FOUJUJFT BOE FWFOUT� "MUIPVHI UIF UIFTJT NBSLT UIF FOE PG NZ UJNF

JO HSBEVBUF TDIPPM
 NZ DVSJPTJUZ BOE QBTTJPO GPS UIF XPSME PG NFTPTDPQJD QIZTJDT XJMM TUBZ XJUI NF

GPSFWFS� * BN DFSUBJOMZ B WFSZ QSPVE QBSUJDJQBOU JO QVTIJOH UIF GSPOUJFS PG TDJFODF
 SFHBSEMFTT PG IPX

JOTJHOJஷ஫DBOU JU NBZ TFFN JO UIF MBSHF TDIFNF PG UIJOHT� #VU BT XF BMM LOPX CZ OPX
 FWFSZUIJOH JT CVJMU

PO TNBMM CBCZ QJFDFT PG XPSL� &WFO UIF MJLFT PG HSBQIFOF PS DBSCPO OBOPUVCF
 OP NBUUFS IPX TNBMM

UIFZ BSF JO PVS FZFT
 BSF TUJMM NBEF PG VODPVOUBCMF OVNCFS PG VOGBUIPNBCMZ TNBMM CVJMEJOH CMPDLT� *

DBOOPU XBJU GPS XIBU JT JO TUPSF GPS VT UP EJTDPWFS� .BZCF BG஽FS TFWFSBM NPSF UIFTFT
 UIJOHT XJMM DPNF

UPHFUIFS OJDFMZ MJLF QV[[MF QJFDFT BOENBZCF POF EBZ JU XJMM BMM DPNF UPHFUIFS BOE UBLF UIF XIPMF XPSME

BCBDL
 BOE UIFO QVTI IVNBOJUZ MJHIU ZFBST GPSXBSE��� NBZCF POF EBZ���

���



&QJMPHVF� 1SPMPHVF UP UIF "QQFOEJY

*IBWF DPNF BDSPTTNBOZ UFYUCPPLT
 SFWJFXXPSLT BOE UIFTFT CVU POMZ GFXPG UIFNVMUJUVEF * GFMUXBT BMM�

FODPNQBTTJOH FOPVHI GPSNZ PXO UBTUF BOE GPS UIFXPSL UIBU * EP� 0G஽FO UJNFT
 * ஷ஫OENZTFMG SFGFSSJOH

UP SFGFSFODFT BG஽FS SFGFSFODFT XJUIJO SFGFSFODFT� .ZNJTTJPO IFSF JT TJNQMZ UP DSFBUF BT DPNQMFUF B UIFTJT

BT * DBO
 EFTDSJCJOH BMM UIF SFMFWBOU CBTJDT JO B XBZ UIBU BOZ VOEFSHSBEVBUF QIZTJDT NBKPS XIP IBT UBLFO

UIF JOUSPEVDUPSZ QIZTJDT DMBTTFT DBO VOEFSTUBOE
 BOE PG DPVSTF
 XJUIPVU OFFEJOH UP SFGFS UP BOPUIFS

TPVSDF� * XJMM USZ NZ CFTU UP FMVDJEBUF UIF QIZTJDBM NFBOJOH PG UIF NBUIFNBUJDT CFIJOE UIF EFSJWBUJPOT

XIFOFWFS QPTTJCMF JO IPQFT PG NBLJOH UIJT BO FOMJHIUFOJOH SFBE� * XJMM EFஷ஫OJUFMZ BWPJE UIF UIPVHIU

BOE QISBTF� JUأ JT USJWJBM UP TIPXؤ�

5IF MBUFS GFX BQQFOEJDFT BSFNFBOU GPS SFTFBSDIFST JO UIF ஷ஫FME MPPLJOH UP IBWF B DPOTPMJEBUFE MJCSBSZ

PG NFUIPET BOE SFDJQFT� -JLF XIBU XBT TBJE
 UISPVHIPVU NZ HSBEVBUF TDIPPM DBSFFS
 * IBWF GPVOE

NZTFMG KVTU TBMWBHJOH CJUT BOE QJFDFT PG JOGPSNBUJPO TDBUUFSFE IFSF BOE UIFSF� )PQFGVMMZ UIJT DBO TBWF

TPNF PG UIFN TPNF UJNF� 'JOBMMZ
 * BN XSJUJOH UIJT GPS UIPTF XIP IBWF BMXBZT EFNPOTUSBUFE JOUFSFTU

JO NZ XPSL� 6OGPSUVOBUFMZ
 * DBO POMZ EP UIJT UP B DFSUBJO MFWFM PG TJNQMJDJUZ PUIFSXJTF UIJT UIFTJT XJMM

KVTU CF UPP MFOHUIZ BOE XPSEZ UIBO JU BMSFBEZ JT� * IPQF * IBWF EPOF B SFBTPOBCMF KPC BU UIJT BOE UIBU JU

NBZCF IFMQGVM GPS TPNFPOF JO UIF GVUVSF�

'PS UIPTFXIPXBOU BNPSF SJHPSPVT BOE DPNQMFUF EFSJWBUJPOPG UIF FMFDUSPOJDQSPQFSUJFT PG HSBQIFOF


* IJHIMZ SFDPNNFOE UIF CPPL (SBQIFOF� $BSCPO JO 5XP %JNFOTJPOT CZ .� ,BUTOFMTPO��� BT XFMM BT

���



UIF SFWJFX QBQFS&MFDUSPOJD 1SPQFSUJॻ PG (SBQIFOF CZ "�)� $� /FUP FU BM� ��� "T GPS DBSCPO OBOPUVCFT


* IJHIMZ SFDPNNFOE UIF CPPL $BSCPO /BOPUVCF BOE (SBQIFOF %FWJDF 1IZTJDT CZ )��4� 1� 8POH FU

BM� ��� BOE UIF SFWJFX QBQFS VBOUVNآ 5SBOTQPSU JO $BSCPO /BOPUVCॻ CZ &� "� -BJSE FU BM� �� .VDI PG

UIF CBDLHSPVOE LOPXMFEHF * IBWF SFHBSEJOH FJUIFS NBUFSJBM BSF BDRVJSFE GSPN UIF TPVSDFT NFOUJPOFE

BCPWF� "T GPS UIF GVOEBNFOUBMT SFRVJSFE UP VOEFSTUBOE UIF BEWBODFE UPQJDT
 UIFZ BSF BMM GSPN UIF

CPPL 4PMJE 4UBUF 1IZTJDT CZ /�8� "TIDSPG஽ BOE /� %� .FSNJO� ��� 5IJT CPPL
 * IBWF SFBE SFMJHJPVTMZ


PWFS BOE PWFS BHBJO� *U XBT UIF CPPL UIBU ஷ஫STU JOUSPEVDFENF UP TPMJE TUBUF QIZTJDT BT BO VOEFSHSBEVBUF


UIF CPPL UIBU DPOEJUJPOFE NF BT B ஷ஫STU ZFBS HSBEVBUF TUVEFOU
 UIF CPPL UIBU QSFQBSFE NF GPS BMM NZ

RVBMJஷ஫DBUJPO FYBNT
 UIF CPPL UIBU * DPOTUBOUMZ GFMM CBDL UP UISPVHIPVU HSBEVBUF SFTFBSDI BOE TUJMM EP

BT * BN XSJUJOH UIJT UIFTJT� 8JUIPVU GVSUIFS BEP
 MFUءT NPWF POUP UIF BQQFOEJDFT�

���



A
0WFSWJFX PG UIF &MFDUSPOJD 1SPQFSUJFT PG

(SBQIFOF

*O UIJT BQQFOEJY
 * XJMM HJWF B CSJFG PWFSWJFX PG UIF FMFDUSPOJD QSPQFSUJFT PG HSBQIFOF� * XJMM NPTUMZ

GPMMPX UIF UJHIU CJOEJOH NPEFM JO XIJDI TPNF OBJWF CVU BSHVBCMZ JOTJHOJஷ஫DBOU BQQSPYJNBUJPOT BSF

NBEF� $POTFRVFOUMZ
 UIF FMFDUSPOJD EFTDSJQUJPO QSPWJEFE IFSF JT OPU DPNQMFUF� 5IF SFBEFS XJMM CF

OPUJஷ஫FE PG UIF BQQSPYJNBUJPOT BOE IFODF ஸ஼BXT PG UIJT NPEFM� 5IJT PWFSWJFX JT NFBOU UP POMZ DPWFS

UIF CBTJDT FTTFOUJBM UP UIF VOEFSTUBOEJOH PG UIJT UIFTJT BOE * BN XSJUJOH UIJT BTTVNJOH SFBEFST IBWF BU

���
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'JHVSF "��� *MMVTUSBUJPO PG UIF EJSFDU BOE SFDJQSPDBM MBUUJDFT PG HSBQIFOF
 CPUI PG XIJDI IBWF B IFYBHPOBM #SBWBJT
MBUUJDF� 	B
 5IF EJSFDU MBUUJDF JO SFBM TQBDF� 5IF DPMPSJOH TDIFNF TIPXT IPX JU DBO CF CSPLFO EPXO JOUP UXP
TVCMBUUJDFT� 4VCMBUUJDF " JT DPMPSFE SFE BOE TVCMBUUJDF # JT DPMPSFE CMVF� 5IF ZFMMPX TIBEFE QBSBMMFMPHSBN JT UIF
QSJNJUJWF VOJU DFMM EFஷ஫OFE CZ UIF SFBM TQBDF #SBWBJT WFDUPST a1 BOEa2� 5IF OFBSFTU OFJHICPVS WFDUPST BSF HJWFO
CZ δ1, δ2 BOE δ3. 	C
 5IF SFDJQSPDBM MBUUJDF JO NPNFOUVN TQBDF� 5IF HSBZ TIBEFE IFYBHPO JO UIF NJEEMF JT UIF
ஷ஫STU #SJMMPVJO ;POF� b1 BOEb2 BSF UIF UXP SFDJQSPDBM MBUUJDF WFDUPST� 5IF IJHI TZNNFUSZ QPJOUT BSF MBCFMFE BT
Γ,K,K′ BOEMXIFSFK BOEK′ BSF UXP JOFRVJWBMFOU QPTJUJPOT UIBU IBWF %JSBD DPOFT XJUI PQQPTJUF IFMJDJUZ�

MFBTU UBLFO BO VOEFSHSBEVBUF TPMJE TUBUF QIZTJDT DPVSTF� * XJMM
 IPXFWFS
 USZ UP FMVDJEBUF UIF QIZTJDBM

NFBOJOH PG UIF NBUIFNBUJDT CFIJOE UIF EFSJWBUJPOT XIFOFWFS QPTTJCMF JO IPQFT PG NBLJOH UIJT BO

FOMJHIUFOJOH SFBE�

"�� (৤৓ৢ৚ৗৠৗ -৓০০৛৕ৗ

(SBQIFOF JT B TJOHMF MBZFS PG DBSCPO BUPNT BSSBOHFE JO B IPOFZDPNC MBUUJDF BT TIPXO JO ஷ஫HVSF "��B�

5IJT IPOFZDPNC MBUUJDF JT TZTUFNBUJDBMMZ DIBSBDUFSJ[FE CZ B IFYBHPOBM #SBWBJT MBUUJDF XJUI B CBTJT PG

UXP BUPNT XIJDI BSF MBCFMFE " BOE # 	DPMPS DPEFE SFE BOE CMVF SFTQFDUJWFMZ
� 5IJT NFBOT UIBU BUPNT

" BOE # TFQBSBUFMZ NBLF VQ B IFYBHPOBM TVCMBUUJDF� 5IF #SBWBJT MBUUJDF WFDUPST BSF�

a1 =
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XIFSF a = |a1| = |a2| JT UIF #SBWBJT MBUUJDF DPOTUBOU PG HSBQIFOF BOE IBT B WBMVF PG BCPVU 2.46 ��

5IFTF #SBWBJT MBUUJDF WFDUPST EFஷ஫OF UIF QSJNJUJWF VOJU DFMM XIJDI JT UIF QBSBMMFMPHSBN TIBEFE JO ZFMMPX�

&BDI DBSCPO IBT UISFF OFBSFTU OFJHICPST
 BMM PG XIJDI BSF PDDVQBOUT PG UIF PUIFS TVCMBUUJDF� 5IFTF

OFBSFTU�OFJHICPS WFDUPST BSF�
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XIFSF UIF DBSCPO UP DBSCPO CPOE MFOHUI PS UIF OFBSFTU OFJHICPVS EJTUBODF
 aDD = |δ1| = |δ2| = |δ3|


JT BCPVU 1.42��

5IF SFDJQSPDBM MBUUJDF JT UIF 'PVSJFS USBOTGPSN PG UIF EJSFDU MBUUJDF
 UBLJOH UIF EJNFOTJPO SFDJQSPDBM

PG SFBM TQBDF XIJDI JT TQBUJBM GSFRVFODZ
 NPSF DPNNPOMZ LOPXO BT UIF XBWFWFDUPSk؝BRVBOUJUZ UIBU

JT EJSFDUMZ UJFE XJUI DSZTUBM NPNFOUVN
 HJWFO CZ !k� 5IJT DSZTUBM NPNFOUVN JT B DPOTFSWFE RVBOUJUZ

UIBU DIBSBDUFSJ[FT UIF BMMPXFE TUBUFT JO BO FMFDUSPOJD TZTUFNXJUI B QFSJPEJD QPUFOUJBM� *U HJWFT JOGPSNB�

UJPO PO IPX FMFDUSPOT QSPQBHBUF JO B DSZTUBMMJOF NBUFSJBM BT #MPDI XBWFT� 'PMMPXJOH UIF DVMUVSF JO UIF

ஷ஫FME PG DPOEFOTFE NBUUFS QIZTJDT
 GSPN IFSFJOBG஽FS
 * XJMM SFGFS UP DSZTUBM NPNFOUVN TJNQMZ BT NP�

NFOUVN BOEXJMM EFOPUF JU BTk VOMFTT OPUFE PUIFSXJTF� #VU CFIPME
 * XPVME MJLF UP SFNJOE UIF SFBEFS

UIBU UIFSF JT B EJTUJODU EJஶGFSFODF CFUXFFO DSZTUBM NPNFOUVN BOE NPNFOUVN� 5P CF CSJFG
 NPNFO�

UVN JT HFOFSBMMZ BQQMJFE UP GSFF FMFDUSPOT XIFSFBT DSZTUBM NPNFOUVN JT TQFDJஷ஫D UP FMFDUSPOT VOEFS UIF

JOஸ஼VFODF PG B QFSJPEJD QPUFOUJBM� 4JODF XF BSF BMNPTU OFWFS EFBMJOH XJUI GSFF FMFDUSPOT JO DPOEFOTFE

NBUUFS
 UIF VTBHF PG NPNFOUVN XJMM MBSHFMZ CF BCTFOU BOE TP XIFO POF TQFBLT PG NPNFOUVN
 JU JT

BMNPTU BMXBZT JO SFGFSFODF UP DSZTUBM NPNFOUVN����

5IFSF BSF POMZ B ஷ஫OJUF OVNCFS PG VOJRVFNPNFOUB UIF FMFDUSPOT BSF BMMPXFE UPIBWF� 5IFTF BMMPXFE

NPNFOUB BSF BMM DPOUBJOFE XJUIJO UIF ஷ஫STU #SJMMPVJO ;POF 	#;
� 5IJT #; JT B QSJNJUJWF VOJU DFMM JO

���



NPNFOUVN TQBDF
 XIJDI JT BMTP DBMMFE UIF8JHOFS�4FJU[ DFMM� 5IJT DFMM GPSNT UIF CBTJT PG UIF SFDJSQPDBM

MBUUJDF UIBU TQBOT UIF FOUJSF NPNFOUVN TQBDF� 5IF SFDJQSPDBM MBUUJDF WFDUPST BSF�

b1 =

(
2π√
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XIJDI BSF PCUBJOFE WJB UIF SFDJQSPDJUZ DPOEJUJPO UIBU GVMஷ஫MMT UIF 'PVSJFS USBOTGPSN SFMBUJPO CFUXFFO

UIF EJSFDU BOE SFDJQSPDBM MBUUJDF� ��� 'JHVSF"��C EFQJDUT UIFNPNFOUVN TQBDF UIBU FMFDUSPOT JO HSBQIFOF

MJWF JO� 5IF IFYBHPO UIBU JT TIBEFE JO HSFZ JT UIF ஷ஫STU #;� "U UIF DFOUFS JT UIF PSJHJO PG NPNFOUVN

TQBDF XIFSF NPNFOUVN JT [FSP� 5IJT QPJOU JT DPOWFOUJPOBMMZ MBCFMMFE Γ� M EFOPUFT UIF #; FEHF

BOE JT UIVT B IJHI TZNNFUSZ QPJOU� 5IF NPTU JNQPSUBOU QPJOUT JO UIF HSBQIFOF #; BSF UIFK BOEK′

QPJOUT� 5IFTF UXP QPJOUT BSF MPDBUFE BU UIF UXP JOFRVJWBMFOU DPSOFST PG UIF #; BOE BSF EFTDSJCFE CZ

UIF GPMMPXJOH WFDUPS XJUI SFTQFDU UPΓ�

ΓK =
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5IF MPXFTU�MZJOH FOFSHZ TUBUFT PG HSBQIFOF XJUI SFTQFDU UP UIF 'FSNJ MFWFM FYJTU IFSF� 5IFTF TUBUFT GPSN

B DPOF�MJLF TUSVDUVSF BOE JT DBMMFE UIF %JSBD DPOF� "MM PG XIBU XF TUVEZ JO HSBQIFOF JT BTTPDJBUFE XJUI

UIJT DPOF�MJLF EJTQFSTJPO SFMBUJPO� *U JT HJWFO UIF OBNF %JSBD DPOF CFDBVTF UIF OBUVSF PG UIJT DPOF�MJLF

EJTQFSJPO SFMBUJPO SFTFNCMFT UIBU PG NBTTMFTT SFMBUJWJTUJD GFSNJPOT QSFEJDUFE CZ 1BVM %JSBD�

5IFSF XJMM CF NVDI UP UBML BCPVU SFHBSEJOH UIF %JSBD DPOF CVU XF XJMM ஷ஫STU IBWF UP TFF IPX JU BSJTFT�

���
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(JWFO UIF JOGPSNBUJPO PG HSBQIFOFءT EJSFDU BOE SFDJQSPDBM MBUUJDF
 XF DBO QSPDFFE UP ஷ஫OE UIF EJTQFS�

TJPO SFMBUJPO PS CBOETUSVDUVSF PG HSBQIFOF� 5IF QPQVMBS NFUIPE PG PCUBJOJOH UIF EJTQFSTJPO SFMBUJPO

JT UIF UJHIU�CJOEJOH NFUIPE� 5IJT NFUIPE BTTVNFT UIBU FMFDUSPOT EP OPU JOUFSBDU XJUI POF BOPUIFS PS

BOZ PUIFS PCKFDUT 	TVDI BT JNQVSJUJFT
 QIPOPOT FUD�
 FYDFQU GPS UIF FOFSHZ QPUFOUJBM GSPN UIF HSBQIFOF

MBUUJDF
 GPSNJOH UIF TP�DBMMFE 'FSNJ HBT� 5IJT NFUIPE JT CBTFE TPMFMZ PO UIF TVQFSQPTJUJPO PG XBWF�

GVODUJPOT GPS BUPNT BU FBDI MBUUJDF TJUF BOE SFRVJSFT UIBU UIF PWFSMBQ PG UIFTF XBWFGVODUJPO CF TNBMM

PS UIBU UIF XBWFGVODUJPO JT UJHIUMZأ CPVOEؤ UP UIF BUPN� " DPNNPO OBNF GPS UIJT NFUIPE JT� MJOFBS

DPNCJOBUJPO PG BUPNJD PSCJUBMT 	-$"0
�

5IJT NFUIPE QPTFT UIF CBSF NJOJNVN USFBUNFOU GPS EFTDSJCJOH FMFDUSPOT JO B QFSJPEJD QPUFOUJBM�

%FTQJUF UIJT
 UIF SFTVMUT IFSF BSF BCMF UP EFTDSJCF FMFDUSPOT JO HSBQIFOF FYUSFNFMZ XFMM� 5IJT JT MBSHFMZ

EVF UP UIF QPXFS PG UIF 'FSNJ MJRVJE UIFPSZ XIJDI TUBUFT UIBU BU TVஶஷ஫DJFOUMZ MPX UFNQFSBUVSFT JOUFSBDU�

JOH GFSNJPOT
 SFHBSEMFTT PG IPX TUSPOH UIF JOUFSBDUJPO JT
 DBO CFIBWF BT B 'FSNJ HBT XJUI B POF�UP�POF

DPSSFTQPOEFODF
 J�F�
 BMM UIF JOEJWJEVBM QSPQFSUJFT PG B 'FSNJ HBT DBO CF NBQQFE EJSFDUMZ UP JOEJWJE�

VBM QSPQFSUJFT PG UIF 'FSNJ MJRVJE� 'PS FYBNQMF
 TQJO
 DIBSHF BOE NPNFOUVN PG GFSNJPOT JO B 'FSNJ

HBT SFNBJOT VODIBOHFE BT JOUFSBDUJPO JT UVSOFE PO
 XIJMF EZOBNJDBM QSPQFSUJFT TVDI BT FஶGFDUJWF NBTT


TQFDJஷ஫D IFBU BOE TQJO TVTDFQUJCJMJUZ BSF SFOPSNBMJ[FE UP OFX WBMVFT� ���

5IF BCPWF JT UP QPJOU PVU UIBU UIF UJHIU�CJOEJOH NPEFM DBO UBLF POF WFSZ GBS JO UFSNT PG VOEFS�

TUBOEJOH HSBQIFOF
 CVU PG DPVSTF
 UIFSF BSF JUT MJNJUT BOE UIFSF BSF QMFOUZ PG QIFOPNFOB UIBU UIF UJHIU�

CJOEJOH NPEFM GBJMT UP BEESFTT
 POF PG XIJDI JT IZESPEZOBNJDT
 TVCKFDU UP JOUFOTF SFTFBSDI FஶGPSUT BU

UIF UJNF PG XSJUJOH BOE JT GVSUIFS EFUBJMFE JO UIF NBJO UFYU PG UIJT UIFTJT� 4P HPJOH CBDL UP UIF UJHIU�

CJOEJOH NPEFM PG HSBQIFOF
 XF CFHJO CZ TUBUJOH UIF UJNF�JOEFQFOEFOU 4DIS¶EJOHFSءT FRVBUJPO JO UIF

���



CSB�LFU OPUBUJPO�

H |Ψ(k, r)⟩ = ε(k) |Ψ(k, r)⟩ , 	"��


XIFSFΨ JT UIF XBWFGVODUJPO BOEH JT UIF )BNJMUPOJBO PQFSBUPS HJWFO CZ�

H =
!2

2m
∇2 +

N∑

n=1

[U(r−Rn) + U(r−Rn − δ1)]. 	"��


5IF ஷ஫STU UFSN SFQSFTFOUT UIF LJOFUJD FOFSHZ BOE UIF TFDPOE UFSN JT UIF QPUFOUJBM FOFSHZ GSPN UIF

HSBQIFOF MBUUJDF
 XIFSFRn =
∑

{n1,n2}∈n n1a1 + n2a2 JT UIF HFOFSBMJ[FE #SBWBJT MBUUJDF WFDUPS
N

JT UIF OVNCFS PG QSJNJUJWF VOJU DFMMT BOE n JT B DPVOUFS UIBU DPVOUT BMM UIF QSJNJUJWF VOJU DFMMT 	XIJDI

BSF HJWFO CZ UIF DPPSEJOBUFT {n1, n2}
� 5IF UXP UFSNT JO UIF QPUFOUJBM FOFSHZ DPSSFTQPOET UP UIF

UXP CBTJT BUPNT BOE δ1 JT UIF MPDBUJPO PG UIF TVCMBUUJDFB BUPN XJUI SFTQFDU UP UIF TVCMBUUJDFA BUPN

XJUIJO UIF TBNF QSJNJUJWF VOJU DFMM 	TFF ஷ஫HVSF "��B
�

"T B SFTVMU PG UIF USBOTMBUJPOBM TZNNFUSZ PG B #SBWBJT MBUUJDF
 UIF XBWFGVODUJPO IBT UP TBUJTGZ #MPDIءT

UIFPSFN BT TIPXO JO FRVBUJPO ��� JO "TIDSPG஽ BOE.FSNJO� ��� 8IBU UIJT UIFPSFN CBTJDBMMZ TBZT JT UIBU

UIF XBWFGVODUJPO PG BO FMFDUSPO HBJOT B QIBTF GBDUPS BTTPDJBUFE XJUI JUT NPNFOUVN BT JU USBOTMBUFT

UISPVHIPVU UIF DSZTUBM BOE UIJT TJNQMZ SFஸ஼FDUT UIF QFSJPEJDJUZ PS USBOTMBUJPOBM TZNNFUSZ PG UIF DSZTUBM

MBUUJDF� $PVQMF UIJT JEFB XJUI UIF GBDU UIBU HSBQIFOF IBT B CBTJT PG UXP BUPNT QFS MBUUJDF TJUF 	XIJDI

GPSN UIF CBTJT PG TVCMBUUJDFA BOEB

 UIF XBWFGVODUJPO IBT UIF GPMMPXJOH GPSN�

|Ψ(k, r)⟩ = CA(k) |ΦA(k, r)⟩+ CB(k) |ΦB(k, r)⟩ . 	"��


)FSF |ΦA(k, r)⟩ BOE |ΦB(k, r)⟩ FBDI BSF UIF MJOFBS DPNCJOBUJPOT PG BUPNJD PSCJUBMT PG FWFSZ DBSCPO BU

TVCMBUUJDFA BOEB SFTQFDUJWFMZ� /PUFIFSF UIFVTF PG UXP TFQBSBUFXFJHIUT� CA BOECB 
 XIJDI BSF POMZ

���



GVODUJPOT PGk BOE OPU r� 5IJT FOUBJMT UIBU UIF TVCMBUUJDFT BSF TFQBSBUF FOUJUJFT XJUI EJஶGFSFOU FOFSHFUJDT


CVU XJUIJO UIF TBNF TVCMBUUJDF BMM TJUFT BSF FOFSHFUJDBMMZ FRVJWBMFOU� &YQBOEJOH UIF XBWFGVODUJPO GVMMZ

UP FODPNQBTT UIFXIPMF DSZTUBM MBUUJDFXJUIN VOJU DFMMTXIJMF SFTQFDUJOH#MPDIءT UIFPSFN
 UIFZ CFDPNF�

|ΦA(k, r)⟩ =
1√
N

N∑

n=1

eik·RAn

∣∣φ(r−RAn
)
〉
, 	"��


|ΦB(k, r)⟩ =
1√
N

N∑

n=1

eik·RBn

∣∣φ(r−RBn
)
〉
, 	"��


XIFSF
∣∣φ(r−RAn

)
〉
BOE

∣∣φ(r−RBn
)
〉
BSF UIF MPDBMJ[FE BUPNJD PSCJUBMT PG FBDI JOEJWJEVBM DBSCPO

TJUVBUFE BU QPTJUJPOT RAn
BOE RBn


 UIF #SBWBJT MBUUJDF WFDUPST GPS TVCMBUUJDF A BOE B� /PUF UIBU

RBn
= RAn

+ δ1 	TFF ஷ஫HVSF "��B
�

5IF BUPNJD PSCJUBMT PG DIPJDF DBO WBSZ CVUXF LOPX UIF GPMMPXJOH� HSBQIFOF JT DPNQPTFE PG DBSCPO

XJUI sp2 IZCSJEJ[BUJPO XIFSF FBDI DBSCPOءT 2s PSCJUBM NJYFT XJUI JUT PXO 2px BOE 2py PSCJUBMT BOE

PWFSMBQT XJUI PUIFS sp2 IZCSJEJ[FE PSJCUBMT GSPN PUIFS DBSCPOT WJB σ CPOEJOH
 QBJSJOH VQ BMM PG UIFTF

PSCJUBMTء FMFDUSPOT JO UIF QSPDFTT� 5IFTF σ CPOET GPSN UIF CBDLCPOF PG HSBQIFOFءT IPOFZDPNC MBUUJDF

BOE UIF PSCJUBMT SFTQPOTJCMF GPS UIFTF σ CPOET BSF FOFSHFUJDBMMZ TUBCMF� 5IJT MFBWFT UIF 2pz PSCJUBMT

XJUI VOQBJSFE WBMFODF FMFDUSPOT
 XIJDI BSF UIFO SFBEJMZ BWBJMBCMF UP QBSUJDJQBUF JO UIF TFB PG FMFDUSPOT

BMTP LOPXO BT UIF DPOEVDUJPO CBOE� ,OPXJOH UIJT
 XF DBO TBGFMZ EFTJHOBUF UIF 2pz PSCJUBM BT UIF TPMF

PSCJUBM DPOUSJCVUJOH UP HSBQIFOFءT XBWFGVODUJPO�

8F OPX IBWF BMM UIF JOGPSNBUJPO UP EFSJWF UIF EJTQFSTJPO SFMBUJPO 	PS FRVJWBMFOUMZ
 UIF FJHFOFOFS�

HJFT
� 'PMMPXJOH UIF TQJSJU PG UIF UJHIU CJOEJOH NPEFM
 XF DBO JTPMBUF UIF FJHFOFOFSHZ
 ε(k)
 CZ PQFSBU�

JOH PO UIF FRVBUJPO XJUI ⟨Ψ(k, r)| BT TVDI�

⟨Ψ(k, r)|H |Ψ(k, r)⟩ = ε(k) ⟨Ψ(k, r)|Ψ(k, r)⟩ , 	"���


���



XIFSF ε(k) JT OPX JO SFMBUJPO UP TDBMBST BT PQQPTFE UP WFDUPST� 8F BSF OPX FTTFOUJBMMZ DPNQVUJOH

UIF FYQFDUFE WBMVF GPS FOFSHZ BU FBDI k� 5P DPOUJOVF XF KVTU JOTFSU FRVBUJPOT "�� UISPVHI "�� JOUP

FRVBUJPO "��� CVU BT POF DBO JNBHJOF UIF FRVBUJPO XJMM HFU MPOH BOE NFTTZ� 8F DBO DJSDVNWFOU UIJT

QSPCMFN JG XF USBOTDSJCFE UIF FRVBUJPOT JOUPNBUSJY GPSNXIFSF XF DIPPTF {ΦA(k, r),ΦB(k, r)} BT

PVS CBTJT� *O UIJT DBTF
 UIF XBWFGVODUJPO 	GSPN FRVBUJPO "��
 CFDPNFT B DPMVNO WFDUPS�

Ψ(k) =

⎡

⎢⎣
CA(k)

CB(k)

⎤

⎥⎦ , 	"���


BOE UIF )BNJMUPOJBO JO UIJT CBTJT CFDPNFT UIF )BNJMUPOJBO NBUSJY 	OPUJOH UIBU UIF SFBM TQBDF QBSBN�

FUFS JT JOUFHSBUFE PVU XIFO DBMDVMBUJOH UIF NBUSJY FMFNFOUT
�

H(k) =

⎡

⎢⎣
⟨ΦA(k, r)|H |ΦA(k, r)⟩ ⟨ΦA(k, r)|H |ΦB(k, r)⟩

⟨ΦB(k, r)|H |ΦA(k, r)⟩ ⟨ΦB(k, r)|H |ΦB(k, r)⟩

⎤

⎥⎦

=

⎡

⎢⎣
HAA HAB

HBA HBB

⎤

⎥⎦ =

⎡

⎢⎣
HAA HAB

H∗
AB HAA

⎤

⎥⎦ = H†(k),

	"���


BOE MBTUMZ
 XF DBMM UIF GPMMPXJOH UIF PWFSMBQ NBUSJY�

S(k) =

⎡

⎢⎣
⟨ΦA(k, r)|ΦA(k, r)⟩ ⟨ΦA(k, r)|ΦB(k, r)⟩

⟨ΦB(k, r)|ΦA(k, r)⟩ ⟨ΦB(k, r)|ΦB(k, r)⟩

⎤

⎥⎦

=

⎡

⎢⎣
SAA SAB

SBA SBB

⎤

⎥⎦ =

⎡

⎢⎣
SAA SAB

S∗
AB SAA

⎤

⎥⎦ = S†(k).

	"���


8F ஷ஫STU OPUF UIBU CPUI NBUSJDFT BSF IFSNJUJBO 	CFDBVTF UIFZ BSF PCTFSWBCMFT
 BOE UIBU UIF PWFSMBQ CF�

���



UXFFO BUPNT JO TVCMBUUJDFA JT JEFOUJDBM UP PWFSMBQ CFUXFFO BUPNT JO TVCMBUUJDFB
 BOE IFODF UIF BCPWF

FRVBMJUJFT�

5IF PWFSMBQ NBUSJY JT B NFBTVSF PG IPX UJHIUMZ CPVOE UIF BUPNJD PSCJUBMT BSF UP UIFJS SFTQFDUJWF

BUPNT� *G XF BTTVNF UIBU BUPNJD PSCJUBMT BSF UJHIUMZ CPVOE FOPVHI UIBU OFJHICPVSJOH BUPNJD PSCJUBMT

EP OPU PWFSMBQ
 UIFO�

Slm = δlm. 	"���


#VU UIJT JT B ஷ஫STU PSEFS BQQSPYJNBUJPO BOE JO SFBMJUZ UIFSF JT TPNF BNPVOU PG PWFSMBQ� 5IJT PWFSMBQ

DPOUSJCVUFT UP HSBQIFOFءT TMJHIU FMFDUSPO�IPMF BTZNNFUSZ 	BT XF TIBMM MBUFS TFF
 BOE UIJT PSEFS PG DPS�

SFDUJPO JT TJNJMBS UP UIBU DPNJOH GSPN UIF OFYU OFBSFTU OFJHICPVS 	OOO
 IPQQJOH UFSN 	XIJDI XF XJMM

DPWFS TIPSUMZ
� 4VDI DPSSFDUJPOT
 IPXFWFS
 BSF RVJUF TNBMM SFMBUJWF UP PVS NFBTVSFNFOU TFOTJUJWJUZ BOE

XIFO UIF DPSSFDUJPOT EP CFDPNF OPO�OFHMJHJCMF
 UIBU POMZ IBQQFOT JO BO FOFSHZ SBOHF UIBU XF DBO�

OPU UZQJDBMMZ BDDFTT� 4P CPUUPN MJOF JT
 JU JT HFOFSBMMZ TBGF UP BTTVNF UIBU FRVBUJPO "��� JT USVF BOE

UIBU FMFDUSPO�IPMF TZNNFUSZ JT QSFTFSWFE JO HSBQIFOF� 5IF SFBEFS TIBMM CF OPUJஷ஫FE JO DBTFT XIFSF UIJT

BTTVNQUJPO JT OPU WBMJE�

$POUJOVJOH PO
 XJUI UIF NBUSJY SFGPSNVMBUJPO
 XF IBWF UIF GPMMPXJOH FJHFOWBMVF QSPCMFN UP TPMWF�

H(k)Ψ(k) = ε(k)S(k)Ψ(k), 	"���


BOE TP UIF TPMVUJPO JT PCUBJOFE GSPN UIF TFDVMBS FRVBUJPO�

EFU[H(k)− ε(k)S(k)] = 0, 	"���


XIJDI JT B DPOEJUJPO UP TBUJTGZ GPS OPO�USJWJBM TPMVUJPOT UP FYJTU 	XBWFGVODUJPO OPU CFJOH [FSP
� 8SJUJOH

���



UIF TFDVMBS FRVBUJPO PVU FYQMJDJUMZ BOE TPMWJOH GPS UIF FJHFOFOFSHZ TQFDJஷ஫DBMMZ
 XF IBWF�

ε(k) =
ε0(k)±

√
ε0(k)

2 − 4(SAA(k)
2 − |SAB(k)|

2)(HAA(k)
2 − |HAB(k)|

2)

2(SAA(k)
2 − |SAB(k)|

2)
, 	"���


XJUI

ε0(k) = (2HAA(k)SAA(k)− SAB(k)H
∗
AB(k)−HAB(k)S

∗
AB(k). 	"���


"CPWF JT UIF EJTQFSTJPO SFMBUJPO GPS HSBQIFOF XSJUUFO PVU JO UIF NPTU HFOFSJD XBZ BDDPSEJOH UP UIF

UJHIU CJOEJOH NPEFM� 1SFWJPVTMZ XF NFOUJPOFE UIBU UIF PWFSMBQ NBUSJY DPOUSJCVUFT UP FMFDUSPO�IPMF

BTZNNFUSZ BOE JG XF MPPL BU UIF SPMF PG SAB UIFO XF XJMM TFF XIZ� 5IF RVBOUJUZ SAB IFSF TFSWFT UP

TIJG஽ B QFSGFDUMZ TZNNFUSJD TRVBSF SPPU GVODUJPOXJUI SFTQFDU UP FOFSHZ DBVTJOH UIF SFஸ஼FDUJPO TZNNFUSZ

BMPOH UIF FOFSHZ BYJT UP WBOJTI� #VU BHBJO
 UIJT DPSSFDUJPO JT WFSZ TNBMM BOE GPS UIF TBLF PG FMFHBODF BOE

TJNQMJDJUZ 	BT PQQPTFE UP BO PUIFSXJTF NFTTZ BOE UFEJPVT EFSJWBUJPO

 GSPN IFSF POXBSET
 XF XJMM

BTTVNF FRVBUJPO "��� UP CF USVF� -PPLJOH CBDL BU UIF EJTQFSTJPO SFMBUJPO
 XF TFF UIBU UIFSF BSF B UPUBM

PG GPVS RVBOUJUJFT XF OFFE UP EFUFSNJOF CVU XF KVTU UPPL DBSF PG UXP
 OBNFMZSAA = 1 BOESAB = 0�

4P OPX MFUءT NPWF PO UP UIF SFNBJOJOH UXP� UIF)BNJMUPOJBONBUSJY FMFNFOUT� 'PS UIF EJBHPOBM UFSNT

XF IBWF�

HAA =
1

N

N∑

l=1

N∑

m=1

eik·(RAl
−RAm

) 〈φ(r−RAm
)
∣∣H
∣∣φ(r−RAl

)
〉
, 	"���


=
1

N

N∑

l=1

N∑

m=1

eik·(RAl
−RAm

)ε2Q[
δlm = ε2Q[

, 	"���


IFSF XF IBWF VUJMJ[FE UIF GBDU UIBU H
∣∣φ(r−RAl

)
〉

= ε2Q[

∣∣φ(r−RAl
)
〉
XIFSF XF SFNJOE UIF

SFBEFS UIBU IFSF
∣∣φ(r−RAl

)
〉
JT UIF 2pz BUPNJD PSCJUBM BU QPTJUJPORAl

BOE ε2Q[
JT JUT FOFSHZ
 XIJDI

���



JO UIJT DPOUFYU JT DBMMFE UIF POTJUF FOFSHZ� "T GPS UIF PஶG�EJBHPOBM UFSNT�

HAB =
1

N

N∑

l=1

N∑

m=1

eik·(RBl
−RAm

) 〈φ(r−RAm
)
∣∣H
∣∣φ(r−RBl

)
〉
, 	"���


≈ 1

N

N∑

l=1

3∑

n=1

eik·δntOO = (eik·δ1 + eik·δ2 + eik·δ3)tOO. 	"���


*O UIF BCPWF
 XF VTFE UIF BQQSPYJNBUJPO UIBU POMZ OFBSFTU OFJHICPST 	OO
 XPVME DPOUSJCVUF UP B OPO�

[FSP WBMVF GPS UIF IPQQJOH 	PS USBOTGFS PS PWFSMBQ
 JOUFHSBM

〈
φ(r−RAm

)
∣∣H
∣∣φ(r−RBl

)
〉

 XIJDI

NFBOT UIBUδn∈1,2,3 BSF UIF UISFF WFDUPST UIBU DPOOFDU B TVCMBUUJDFA BUPN UP JUT UISFF OFBSFTU OFJHICPS�

JOH TVCMBUUJDFB BUPNT 	TFF ஷ஫HVSF ���B
� 5IF RVBOUJUZ tOO JT UIF IPQQJOH 	PS USBOTGFS PS PWFSMBQ
 FOFSHZ

CFUXFFO OFBSFTU OFJHICPST HJWFO CZ UIF DPSSFTQPOEJOH IPQQJOH 	PS USBOTGFS PS PWFSMBQ
 JOUFHSBM� 3F�

QPSUFE WBMVFT GPS tOO SBOHF GSPN−2.7 F7 UP−3.3 F7� ��� /PUF UIBU UIF FOFSHZ IFSF JT OFHBUJWF XIJDI

SFஸ஼FDUT UIF BUUSBDUJWF OBUVSF PG UIF DSZTUBM MBUUJDF QFSJPEJD QPUFOUJBM� )FSF XF VTF tOO UP BDDFOUVBUF UIBU

UIF IPQQJOH FOFSHZ JT POMZ GPS OFBSFTU OFJHICPST� "OPUIFS DPNNPO MBCFM GPS UIF OFBSFTU OFJHICPS

IPQQJOH FOFSHZ JT HJWFO CZ γ0�

/PXXF DBO ஷ஫OBMMZ QMVH FWFSZUIJOH XF LOPX JOUP FRVBUJPO"��� BOE PCUBJO UIF EJTQFSTJPO SFMBUJPO

PG HSBQIFOF�

ε(k) = ±tOO

√

1 + 4DPT
√
3a

2
kxDPT

√
a

2
ky + 4DPT2a

2
ky. 	"���


*O BSSJWJOH BU UIJT GPSNVMB
 XF IBWF TFU ε2Q[
= 0 BOE UIJT DBO CF EPOF XJUIPVU MPTT PG HFOFSBMJUZ PS

BDDVSBDZ� 5IF SFBTPO JT BOZ FOFSHZ SFGFSFODF QPJOU JT BSCJUSBSZ BOE JO UIF DPOWFOUJPO PG DPOEFOTFE

NBUUFS QIZTJDT
 UIF 'FSNJ MFWFM JT EFTJHOBUFE BT [FSP FOFSHZ� 'PS HSBQIFOF
 UIF 'FSNJ MFWFM FYJTUT BU UIF

K BOEK′ QPJOUT JO UIF #; 	TFF ஷ஫HVSF ���C
� 5IJT JT CFDBVTF VOEPQFE HSBQIFOF IBT FYBDUMZ POF EPOPS

FMFDUSPO QFS BUPN XIJDI SFTVMUT JO POF FMFDUSPO QFS VOJU DFMM 	B VOJU DFMM DPOTJTUJOH PG UIF UXP CBTJT

���



BUPNT
� "DDPVOUJOH GPS TQJO EFHFOFSBDZ UIJT NFBOT HSBQIFOFءT FOFSHZ CBOE JT JOUSJOTJDBMMZ IBMG ஷ஫MMFE


XIJDI DBVTFT UIF 'FSNJ MFWFM UP SFTU BU FYBDUMZ XIFSF UIF WBMFODF BOE DPOEVDUJPO CBOET UPVDI
 NBLJOH

HSBQIFOF B TFNJ�NFUBM� 'JHVSF "��B TIPXT UIF CBOETUSVDUVSF PG HSBQIFOF QMPUUFE VTJOH FRVBUJPO"���

BOE ஷ஫HVSF "��D TIPXT UIF FOFSHZ DPOUPVS MJOFT PG UIF CBOETUSVDUVSF� 'JHVSF "��E TIPXT UIF MJOF DVU

PG UIF CBOETUSVDUVSF BMPOH UIF IJHI TZNNFUSZ QPJOUT BOE POF DBO TFF UIBU BU UIFK QPJOU UIF EJTQFS�

TJPO MPPLT MJOFBS BOE UIBU UIF DPOEVDUJPO BOE WBMFODF CBOET UPVDI� /PUF UIBU
 XJUIPVU HPJOH UISPVHI

EFSJWBUJPO
 UIF WBMFODF 	MPXFS FOFSHZ
 CBOE DPSSFTQPOET UP UIF π 	CPOEJOH
 pz PSCJUBMT BOE UIF DPO�

EVDUJPO 	IJHIFS FOFSHZ
 CBOE DPSSFTQPOET UP UIF π∗ 	BOUJCPOEJOH
 pz PSCJUBMT� 5IFK BOEK′ QPJOUT

BSF BMTP LOPXO BT UIF %JSBD QPJOUT 	GPS B SFBTPO UIBU XJMM TPPO CF DMFBS
 BOE BSF SFGFSSFE UP BT UIF K

BOEK′ WBMMFZT� 5IF SFNBJOJOH GPVS DPSOFST PG UIF #; BSF TJNQMZ QBSU PG FJUIFS UIFK BOEK′ QPJOUT

TJODF UIFZ DBO BMM CF KPJOFE XJUI B SFDJQSPDBM MBUUJDF WFDUPS�

"�� -৛ৠৗ৓৤ %৛৥ৢৗ৤৥৛ৡৠ ৡ৘ (৤৓ৢ৚ৗৠৗ� .৓৥৥৞ৗ৥৥ %৛৤৓৕ 'ৗ৤য়৛ৡৠ৥

-FU VT OPX FYBNJOF UIF FOFSHJFT BSPVOE UIF 'FSNJ MFWFM
 UIF %JSBD QPJOUT
 NPSF DMPTFMZ� 5P EP TP


ஷ஫STU XF SFDPHOJ[F UIBU UIF EJTQFSTJPO SFMBUJPO BSPVOE UIF %JSBD QPJOU JT MJOFBS� 5IFO HPJOH CBDL UP

UIF )BNJMUPOJBO PG HSBQIFOF 	FRVBUJPO "���

 XIJMF OPUJOH UIBU UIF EJBHPOBM UFSNT BSF [FSPT MFBWJOH

POMZ OPO�[FSP PஶG�EJBHPOBM UFSNT 	HJWFO CZ FRVBUJPO"���

 XF QFSGPSN B5BZMPS FYQBOTJPO BSPVOE UIF

%JSBD QPJOU� 'PS UIF SFBEFSءT DPOWFOJFODF
 UIF PSJHJOBM )BNJMUPOJBO JT SFXSJUUFO EPXO CFMPX�

H(k) =

⎡

⎢⎣
0 HAB

HBA 0

⎤

⎥⎦ =
3∑

n=1

tOO

⎡

⎢⎣
0 eik·δn

e−ik·δn 0

⎤

⎥⎦ . 	"���


���



	B
 	C


	D
 	E


'JHVSF"��� *MMVTUSBUJPO PG UIF EJTQFSTJPO SFMBUJPO 	ε WTk
 PG HSBQIFOF� 	B
 5IF CBOETUSVDUVSF PG HSBQIFOF JO UIF
ஷ஫STU #;�3FE EFOPUFT UIF DPOEVDUJPO CBOE BOE CMVF EFOPUFT UIF WBMFODF CBOE� 	C
 5IF%JSBD DPOF
 J�F�
 UIF DPOF
TUSVDUVSF BU UIF K BOE K′ QPJOUT� )FSF UIF EJTQFSTJPO SFMBUJPO JT MJOFBS BOE TZNNFUSJD� 	D
 5IF QSPKFDUJPO PG
UIF HSBQIFOF CBOETUSVDUVSF JOUP UIF �%NPNFOUVNQMBOF XIJDI TIPXT UIF �% 'FSNJ TVSGBDF PG HSBQIFOF� 5IF
DPOUPVS MJOFT SFQSFTFOU DPOTUBOU FOFSHJFT� 5IF HSFFO MJOFNBSLT UIF ஷ஫STU #; BOE UIF CMBDL MJOF USBDFT UISPVHI UIF
IJHI TZNNFUSZ QPJOUT JO HSBQIFOF� Γ EFஷ஫OFT UIF PSJHJO PG UIF #;
K BOEK′ BSF BOZ UXP OFJHICPSJOH DPSOFST
PG UIF #;�M JT UIFNJEQPJOU CFUXFFOK BOEK′ BMPOH UIF #; FEHF� 	E
 5IF EJTQFSTJPO SFMBUJPO BMPOH UIF CMBDL
MJOF BT TFFO JO ஷ஫HVSF 	D
 XIJDI USBDFT UISPVHI UIF IJHI TZNNFUSZ QPJOUTΓ,K,K′ BOEM�

���



5P FBTF UIF FYQBOTJPO
 XF EFஷ஫OF B XBWFWFDUPS XJUI SFTQFDU UP UIF %JSBD QPJOU BT�

q = k−K, q′ = k−K′, 	"���


UIFO
 GPDVTJOH POMZ PO UIF K QPJOU BOE POMZ PO QPTJUJWF WBMVFT
 UIF FYQBOTJPO PG UIF )BNJMUPOJBO

CFDPNFT�

H(q) ≈
√
3tOOa

2

⎡

⎢⎣
0 e−i5π/6(qx − iqy)

ei5π/6(qx + iqy) 0

⎤

⎥⎦ (1 +O(q/K)2)

→ H(q) =

√
3tOOa

2

⎡

⎢⎣
0 qx − iqy

qx + iqy 0

⎤

⎥⎦ .

	"���


*O UIF BCPWF TFRVFODF
 XF IBWF DIPTFO UP JHOPSF UIF IJHIFS PSEFS UFSNT BT XFMM BT UIF QIBTF GBDUPST BOE

XIFSF XF POMZ BEESFTT UIF QPTJUJWF TPMVUJPO� 5IF IJHIFS PSEFS UFSNT BSF JHOPSFE CFDBVTF UIF WBMVF JT

OFHMJHJCMF DPNQBSFE UP UIF ஷ஫STU PSEFS UFSN JO UIF MJOFBS SFHJNF� )JHIFS PSEFS UFSNT
 PG DPVSTF
 CF�

DPNFNPSF TJHOJஷ஫DBOU BT XF HP GBSUIFS BXBZ UIF%JSBD QPJOUT� "T GPS UIF QIBTF GBDUPS
 JU JT NFBOJOHMFTT

BOE EPFT OPU DPOUSJCVUF UP BOZ PCTFSWBCMF RVBOUJUJFT� 8F DBO FBTJMZ TFF UIJT CZ USZJOH UP DPNQVUF UIF

FJHFOFOFSHZ PG UIF BCPWF )BNJMUPOJBO XIFSF XF XJMM TFF UIBU UIF QSFGBDUPS XJMM CF BCTPMVUF TRVBSFE

JO XIJDI DBTF UIF QIBTF GBDUPS XJMM WBOJTI 	UIF FJHFOFOFSHZ XJMM CF TIPXO CSJFஸ஼Z
� *O QFSGPSNJOH UIF

FYQBOTJPO BSPVOEK
 XF IBWF FஶGFDUJWFMZ DPOWFSUFE UIF)BNJMUPOJBO CBTJT� {ΦA(k, r),ΦB(k, r)} →

{ΦA(q, r),ΦB(q, r)} ≡ {ΦA,K,ΦB,K}� 8IBU UIJT FOUBJMT JT UIFXBWFGVODUJPOTOPXCFDPNF TMPXMZ

WBSZJOH XJUI TQBUJBM GSFRVFODZ q 	TFF TFDUJPO "�� GPS UIF XBWFGVODUJPO BSPVOE UIF %JSBD DPOFT
�

3FXSJUJOH UIF )BNJMUPOJBO DPOWFOUJPOBMMZ GPS CPUIK BOEK′ QPJOUT XJUI CBTFT {ΦA,K,ΦB,K}

BOE {ΦA,K
′ ,ΦB,K

′} SFTQFDUJWFMZ XIJMF UBLJOH JOUP BDDPVOU UIF QPTJUJWF BOE OFHBUJWF TPMVUJPOT
 XF

���



IBWF�

H(q) = ±!vF

⎡

⎢⎣
0 qx − iqy

qx + iqy 0

⎤

⎥⎦ ,

H(q′) = ±!vF

⎡

⎢⎣
0 q′x + iq′y

q′x − iq′y 0

⎤

⎥⎦ ,

	"���


XIFSF QPTJUJWF BOEOFHBUJWF WBMVFT DPSSFTQPOE UP UIF DPOEVDUJPO BOE WBMFODF CBOET SFTQFDUJWFMZXIJDI

NFBOT UIBU UIF 'FSNJ MFWFM DSPTTFT UIF %JSBD QPJOU� 5IF 'FSNJ WFMPDJUZ JT EFஷ஫OFE BT�

vF =

√
3tOOa

2! ≈ c/300 	N�T
, 	"���


XJUI c CFJOH UIF TQFFE PG MJHIU≈ 3 × 108 N�T� 1VU NPSF TJNQMZ
 UIF )BNJMUPOJBO GPS B TJOHMF WBMMFZ

	JO UIJT DBTF GPSK WBMMFZ JO QBSUJDVMBS BT JU JT USBEJUJPOBMMZ UIF POF UIBU JT SFGFSFODFE
 DBO CF XSJUUFO BT�

H(q) = !vFσ · q, 	"���


XIFSFσ BSF UIF 1BVMJ NBUSJDFT HJWFO CZ�

σx =

⎡

⎢⎣
0 1

1 0

⎤

⎥⎦ , σy =

⎡

⎢⎣
0 −i

i 0

⎤

⎥⎦ , 	"���


BOE XIFSF σz JT JOUFOUJPOBMMZ MFG஽ PVU UP IJHIMJHIU UIF GBDU UIBU UIF )BNJMUPOJBO EPFT OPU 	JOUSJOTJ�

DBMMZ
 EFQFOE PO JU TJODF q POMZ FYJTUT JO UIF 2% xy QMBOF� 5IF SFBEFS NVTU CF DBVUJPOFE UIBU UIF

)BNJMUPOJBO DBO JO GBDU BDRVJSF B σz UFSN BOE NPSF PO UIJT XJMM CF EJTDVTTFE JO UIF OFYU TFDUJPO� "T

���



GPS UIF )BNJMUPOJBO PG UIFK′ WBMMFZ
 JU JT TJNQMZ SFMBUFE UPK WBMMFZ UISPVHIH(q′) = H∗(q)� 5IJT

SFMBUJPO JNQMJFT UIBU UIF UXP WBMMFZT BSF MJOLFE WJB B UJNF SFWFSTBM PQFSBUJPO 	TFF TFDUJPO "��
� $POTPMJ�

EBUJOH UIF )BNJMUPOJBO GPS UIFK
K′ WBMMFZT JOUP BO PWFSBMM MPX FOFSHZ )BNJMUPOJBO
 JO UIF CBTJT PG

{ΦA,K,ΦB,K,ΦA,K
′ ,ΦB,K

′}XF IBWF�

H(q) = !vF

⎡

⎢⎣
σ · q 0

0 σ∗ · q

⎤

⎥⎦ , 	"���


BOE UIF FJHFOFOFSHZ PG UIF )BNJMUPOJBO JO UIF MJOFBS SFHJNF XJUIJO FBDI WBMMFZ JT�

ε(q) = ±!vF |q|. 	"���


5IF FJHFOFOFSHZ BT XF DBO TFF JT JTPUSPQJD BSPVOE UIF %JSBD QPJOU
 EFQFOEJOH POMZ PO UIF NBHOJUVEF

PG q� 5IF QPTJUJWF BOE OFHBUJWF WBMVFT DPSSFTQPOE UP UIF DPOEVDUJPO BOE WBMFODF CBOET SFTQFDUJWFMZ�

5IF HSBQIFOF )BNJMUPOJBO JO UIF MJOFBS SFHJNF 	FRVBUJPO "���
 JT B 2% BOBMPHVF PG UIF %JSBD

)BNJMUPOJBO GPS NBTTMFTT GFSNJPOT FYDFQU XJUI UIF WFMPDJUZ PG MJHIU c SFQMBDFE CZ HSBQIFOFءT 'FSNJ

WFMPDJUZ vF � 5IF TJNJMBSJUZ CFUXFFO UIF EJTQFSJTPO SFMBUJPO PG VMUSB�SFMBUJWJTUJD QBSUJDMFT 	pc ≫ mc2


MJLF MJHIU 	ε = !ω = !ck = pc
 BOE UIBU PG UIF FMFDUSPOT JO HSBQIFOFNBLF HSBQIFOF B QMBZHSPVOEPO

XIJDI POF DPVME TUVEZ WBSJPVT RVBOUVN SFMBUJWJTUJD FஶGFDUT� #FDBVTF PG UIJT
 HSBQIFOF JT PG஽FO DPJOFE

/3&$أ PO POFءT EFTLؤ 	$&3/ JT JO SFGFSFODF UP UIF -BSHF )BESPO $PMMJEFS JO 4XJU[FSMBOE
� ��

���



"�� $ৡ৤৤ৗ৕০৛ৡৠ৥ ০ৡ ০৚ৗ -৛ৠৗ৓৤ %৛৥ৢৗ৤৥৛ৡৠ� .৓৥৥৛২ৗ %৛৤৓৕ 'ৗ৤য়৛ৡৠ৥

'PDVTJOH POMZ PO UIFK QPJOU
 UIF )BNJMUPOJBO DBO CF NPSF GVMMZ XSJUUFO BT�

H(q) = !vFσ · q+m∗v2Fσz

=

⎡

⎢⎣
m∗v2F !vF (qx − iqy)

!vF (qx + iqy) −m∗v2F

⎤

⎥⎦ ,
	"���


XIFSF FTTFOUJBMMZ B TP�DBMMFE NBTTأ UFSNؤ JT BEEFE UP UIF PSJHJOBM )BNJMUPOJBO BOE UIJT OFX )BNJM�

UPOJBO OPX EFTDSJCFT UIF ؤNBTTJWFأ %JSBD 'FSNJPOT PG HSBQIFOF� m∗ JT UFSNFE UIF HMPCBM FஶGFDUJWF

NBTT PG HSBQIFOF BOE XIBU UIJT TFSWFT UP SFஸ஼FDU JT UIF EJஶGFSFOU POTJUF FOFSHJFT FYQFSJFODFE CZ UIF UXP

TVCMBUUJDFT� 5IF FJHFOFOFSHZ PG UIF ؤNBTTJWFأ )BNJMUPOJBO JT�

ε(q) = ±
√

(!vF |q|)
2 + (m∗v2F )

2, 	"���


NBLJOH UIJT DMPTFS UP &JOTUFJOءT FOFSHZ�NPNFOUVN SFMBUJPO 	UIF VTF PG σz JT SFRVJSFE GPS UIJT UP XPSL


PUIFSXJTF JU XJMM CF ,MFJO UVOOFMJOH QSPCMFN XIFSF FMFDUSPOT XJMM CF JNNVOF UP UIF FOFSHZ CBSSJFS

JOUSPEVDFE� ,MFJO UVOOFMJOH JT DPWFSFE JO UIFNBJO DIBQUFST PG UIJT UIFTJT
� )FSF XF DBO TFF UIF SFBTPO

UIF BEEJUJPOBM UFSN JT SFGFSSFE UP BT UIF NBTT UFSN� JU QSFDJTFMZ CFIBWFT BT UIF SFTU NBTT PG UIF TZTUFN�

"OEXIBU UIJTNBTT UFSNEPFT JT PQFO B CBOEHBQ BU UIF%JSBD QPJOU PG HSBQIFOFXJUI B CBOE HBQ FOFSHZ

PG�

∆ = 2m∗v2F . 	"���


���



"�� "৖৖৛০৛ৡৠ৓৞ 3ৗয়৓৤ঢ়৥ ৡৠ ০৚ৗ (৤৓ৢ৚ৗৠৗ )৓য়৛৞০ৡৠ৛৓ৠ

" HFOFSBM SFNBSL PO UIF)BNJMUPOJBO PG HSBQIFOF� UIF JOUSJOTJD GVMM )BNJMUPOJBO JT UJNF�SFWFSTBM BOE

JOWFSTJPO TZNNFUSJD� *O BOZ DSZTUBM MBUUJDF
 UIF QFSJPEJD QPUFOUJBM BMXBZT GPSDFT B CBOEHBQ PQFOJOH BU

UIF IJHI TZNNFUSZ QPJOUT JO UIF #; FEHFT XIFSF CBOET DSPTT ���� 5IFSF JT BO FYDFQUJPOXIFO TBJE CBOE

DSPTTJOHT BSF QSPUFDUFE CZ TZNNFUSJFT TVDI BT UIF UJNF SFWFSTBM BOE JOWFSTJPO TZNNFUSZ PG HSBQIFOF�

0OF QPQVMBS TBZJOH HPFT BT� TZNNFUSZ CSFBLJOH MJG஽T EFHFOFSBDZ� "OE TP
 JG TZNNFUSZ JT NBJOUBJOFE


EFHFOFSBDJFT TVDI BT UIF %JSBD QPJOU DBO CF QSPUFDUFE�

5IF FஶGFDU PG UJNF�SFWFSTBM JT UP HP CBDL JO UJNF� " OFHBUJPO JO UJNF TFOTJUJWF RVBOUJUJFT TVDI BT

NPNFOUVN 	k → −k
 BOE UJNF FWPMVUJPO 	XIJDI JT BMXBZT UJFE XJUI BO JNHJOBSZ VOJU� it → −it


TFSWFT UP CBDLUSBDL JO UJNF� "T GPS JOWFSTJPO
 XF BSF TJNQMZ JOWFSUJOH UIF TQBUJBM DPPSEJOBUFT 	x → −x


XIJDI JNQMJFT BMTP k → −k TJODF SFBM BOE SFDJQSPDBM TQBDF EJSFDUJPOT BSF UJFE
 BOE JO HSBQIFOFءT DBTF

UIJT BNPVOUT UP TJNQMZ TXJUDIJOH TVCMBUUJDF " BOE #� 5IFTF UXP UPHFUIFS FOGPSDF UIF FYJTUFODF PG B

HBQMFTT NPEF 	UIF %JSBD QPJOU BU UIF #; DPSOFS
 JO HSBQIFOF� 5IF DPOEJUJPOT GPSDFE POUP UIF (S

)BNJMUPOJBO BSF�

H(k) = H∗(−k), 	"���


H(k) = H(−k). 	"���


)FSF XF TUSFTT UIBU UIF DPOEJUJPOT SFGFS UP UIF GVMM )BNJMUPOJBO 	JNQMJFE CZ UIF VTBHF PG k JOTUFBE

PG q
 BOE OPU UIF MPX�FOFSHZ�BQQSPYJNBUJPO )BNJMUPOJBO� "MM PG UIJT JOGPSNBUJPO JT DBQUVSFE JO UIF

XFBMUI PG JOGPSNBUJPO QSPWJEFE UISPVHIPVU UIF CBOETUSVDUVSF EFSJWBUJPO� 5IF NPNFOU B TZNNFUSZ�

CSFBLJOH UFSN JT JOUSPEVDFE JOUP UIF )BNJMUPOJBO
 UIF BCPWF DPOEJUJPOT XJMM OP MPOHFS IPME BOE UIF

���



CBOE DSPTTJOH BU UIF %JSBD DPOF XJMM OP MPOHFS CF QSPUFDUFE� " TJNQMF DBTF PG CSFBLJOH UJNF SFWFSTBM

TZNNFUSZ JT UIF BQQMJDBUJPO PG B NBHOFUJD ஷ஫FME BOE B QPTTJCMF DBTF PG JOWFSTJPO TZNNFUSZ CSFBLJOH

JT XIFO XF QVU (S PO B QJFDF PG IFYBHPOBM�#PSPO /JUSJEF 	I#/
 XJUI B TNBMM PS OP SPUBUJPO BOHMF

XJUI SFTQFDU UP POF BOPUIFS� *O UIJT DBTF
 UIF QFSJPEJD QPUFOUJBM DPNJOH GSPN UIF I#/ MBUUJDF DBVTFT B

EJஶGFSFODF JO QPUFOUJBM GFMU CZ TVCMBUUJDF A BOE B� 5IF LFZ IFSF JT UP CF BCMF UP JOEVDF B TIPSU SBOHF

QPUFOUJBM WBSJBUJPO UIBU IBT B MFOHUI TDBMF DMPTF UP UIF DBSCPO UP DBSCPO EJTUBODF�

"�� (৤৓ৢ৚ৗৠৗء৥ 8৓২ৗ৘১ৠ৕০৛ৡৠ ৓৤ৡ১ৠ৖ ০৚ৗ %৛৤৓৕ 1ৡ৛ৠ০� " 1৥ৗ১৖ৡ�4ৢ৛ৠ

5IF HSBQIFOF )BNJMUPOJBO BSPVOE UIF %JSBD QPJOUT 	FRVBUJPO "���
 DBO CF SFXSJUUFO JO QPMBS DPPS�

EJOBUFT BT�

H(q) = !vF |q|

⎡

⎢⎣
0 e−iθq

eiθq 0

⎤

⎥⎦ ,

H(q′) = !vF |q
′|

⎡

⎢⎣
0 e

iθ
q
′

e
−iθ

q
′

0

⎤

⎥⎦ ,

	"���


XIFSF |q|2 = q2x + q2y BOE UIF BOHMF JT HJWFO CZ�

θq = UBO−1
(
qx
qy

)
, 	"���


���



JO XIJDI DBTF JU JT FBTZ UP TFF UIBU UIF SFTQFDUJWF FJHFOGVODUJPOT 	XIJDI BSF DPFஶஷ஫DJFOUT PG UIF XBWFGVOD�

UJPOT
 PG UIF )BNJMUPOJBOT JO UIF MJOFBS SFHJNF BSPVOE UIF %JSBD QPJOUT JO NPNFOUVN TQBDF BSF�

Ψ(q) =
1√
2

⎡

⎢⎣
e−iθq/2

±eiθq/2

⎤

⎥⎦ ,

Ψ(q′) =
1√
2

⎡

⎢⎣
e
iθ

q
′/2

±e
−iθ

q
′/2

⎤

⎥⎦ ,

	"���


XIFSF UIF QPTJUJWF JT GPS UIF FMFDUSPO TUBUFT JO UIF DPOEVDUJPO CBOE BOE OFHBUJWF JT GPS UIF IPMF TUBUFT

JO UIF WBMFODF CBOE� 5IF CBTFT PG UIF UXP XBWFGVODUJPOT 	XIJDI BSF UIF TQBUJBM DPNQPOFOU PG UIF

XBWFGVODUJPOT
 BSF� {ΦA,K,ΦB,K} BOE {ΦA,K
′ ,ΦB,K

′} 	HJWFO CZ FRVBUJPO "�� BOE "�� XJUI k →

q BOE q′ SFTQFDUJWFMZ GPS K BOE K′ WBMMFZT
� /PUF BHBJO UIBU UIF UXP XBWFGVODUJPOT BSF MJOLFE WJB B

UJNF SFWFSTBM PQFSBUJPO KVTU MJLF UIF )BNJMUPOJBOT BSPVOE UIF %JSBD QPJOUT
 J�F�
Ψ(q′) = Ψ∗(q)� "T

GPS UIF XBWFGVODUJPOءT DPFஶஷ஫DJFOUT JO SFBM TQBDF SFQSFTFOUBUJPO�

Ψ(r) = ⟨r|Ψ⟩

=

∫ kF

0
dk ⟨r|k⟩ ⟨k|Ψ⟩

≈
∫ qF

0
dq ⟨r|q⟩ ⟨q|Ψ⟩+

∫ q
′
F

0
dq′ 〈r

∣∣q′〉 〈q′∣∣Ψ
〉

=
1√
2

(∫ qF

0
dqeiq·r

⎡

⎢⎣
e−iθq/2

±eiθq/2

⎤

⎥⎦+

∫ q
′
F

0
dq′eiq

′·r

⎡

⎢⎣
e
−iθ

q
′/2

±e
iθ

q
′/2

⎤

⎥⎦

)
.

	"���


*O UIF BCPWF TUFQT
 UIF TUBUFT UIBU DPOUSJCVUF UP UIF UPUBM XBWFGVODUJPO BSF PDDVQJFE TUBUFT XJUI NP�

NFOUVN VQ UPkF BOE XF IBWF BTTVNFE UIF 'FSNJ MFWFM JT MPX FOPVHI TVDI UIBU UIF 'FSNJ TVSGBDF DBO

���



CF UIPVHIU PG BT UXP TFQBSBUF DJSDMFT� *U JT NPSF VTFGVM UP SFUBJO UIFNPNFOUVN JOGPSNBUJPO
 UIFO UIF

DPFஶஷ஫DJFOUT PG UIF XBWFGVODUJPO XJUI B TQFDJஷ஫FE NPNFOUVN BU UIFK BOEK′ WBMMFZT SFTQFDUJWFMZ BSF�

Ψ(q, r) =
1√
2

⎡

⎢⎣
e−iθq/2

±eiθq/2

⎤

⎥⎦ eiq·r,

Ψ(q′, r) =
1√
2

⎡

⎢⎣
e
iθ

q
′/2

±e
−iθ

q
′/2

⎤

⎥⎦ eiq
′·r.

	"���


)FSF XF TFF UIBU UIF XBWFGVODUJPOTء DPFஶஷ஫DJFOUT BSF NFSFMZ QMBOF XBWFT 	XJUI UIF QIBTF JOGPSNBUJPO

SFHBSEJOH UIF TVCMBUUJDFT SFUBJOFE

 XIJDI JT FYQFDUFE CFDBVTF UIF (S )BNJMUPOJBO DPNNVUFT XJUI

NPNFOUVN�

5IF TUSVDUVSF PG UIF XBWFGVODUJPO JT MJLF UIBU PG B TQJOPS EFTSJCJOH BO FMFDUSPO TQJO XIFSF UIF

UXP WFDUPS DPNQPOFOUT BSF SFMBUFE BOE EFஷ஫OFE CZ B SPUBUJPO BOHMF XIJDI EFTDSJCFT UIF TQJO EJSFD�

UJPO� )PXFWFS
 JO HSBQIFOFءT DBTF
 UIF UXP DPNQPOFOUT DPSSFTQPOE UIF JOEJWJEVBM TVCMBUUJDFT 	UPQ

DPNQPOFOU SFGFST UP UIF A TVCMBUUJDF BOE CPUUPN DPNQPOFOU SFGFST UP UIF B TVCMBUUJDF
 BOE UP EJT�

UJOHVJTI HSBQIFOFءT XBWFGVODUJPO GSPN UIF BDUVBM TQJOPS
 JU JT JOTUFBE DBMMFE UIF �ؤQTVFEP�TQJOأ 5IF

FMFDUSPOT BSF FRVBMMZ EJTUSJCVUFE CFUXFFO TVCMBUUJDF A BOE B FYDFQU UIBU UIFSF JT B SFMBUJWF RVBOUVN

NFDIBOJDBM QIBTF EJஶGFSFODF CFUXFFO UIF TVCMBUUJDFT� 5IF FYJTUFODF PG UIF TVCMBUUJDF QIBTF EJஶGFSFODF

NBZ IBWF JNQMJDBUJPOT XIFO JO UIF RVBOUVN MJNJU EVSJOH UIF IPQQJOH CFUXFFO TVCMBUUJDFT
 FMFDUSPOTء

XBWFGVODUJPOT NBZ DPOTUSVDUJWFMZ PS EFTUSVDUJWFMZ JOUFSGFSF� .PSF JNQPSUBOUMZ
 IPXFWFS
 JT UIBU UIFSF

FYJTUT B OPO�USJWJBM #FSSZءT QIBTF 	PS HFPNFUSJD QIBTF
 DPNJOH GSPN UIF EJWJTJPO PG UXP JO UIF QIBTF�

5IJT NFBOT UIBU B GVMM SPUBUJPO JONPNFOUVN TQBDF BCPVU UIF%JSBD QPJOU XJMM IBWF UIF XBWFGVODUJPO

BDRVJSF B π QIBTF BT PQQPTFE UP UIF FYQFDUFE 2π QIBTF 	BOE IFODF OP QIBTF
� 5IJT #FSSZ QIBTF JT SF�

���



TQPOTJCMF GPS NBOZ PVUTUBOEJOH USBOTQPSU CFIBWJPST VOJRVF UP HSBQIFOF� 0OF TVDI JT UIF TVQQSFTTFE

CBDLTDBUUFSJOH� 8F DBO TFF UIJT CZ VTJOH 'FSNJءT (PMEFO 3VMF 	BDDVSBUF POMZ UP ஷ஫STU PSEFS
 UP DBMDVMBUF

UIF SBUF PG TDBUUFSJOH CFUXFFO UIF JOJUJBM TUBUF XJUI NPNFOUVN qi UP UIF ஷ஫OBM TUBUF XJUI NPNFOUVN

qf NFEJBUFE CZ B MPOH SBOHF TDBUUFSJOH QPUFOUJBM V (r)�

Γi→f =
2π

!
∣∣〈Ψ(qf , r)

∣∣V (r) |Ψ(qi, r)⟩
∣∣2δ(εf − εi). 	"���


5IF EFMUB GVODUJPO JT B SFTUBUFNFOU PG FOFSHZ DPOTFSWBUJPO� 5IF USBOTJUJPO NBUSJY FMFNFOU VTJOH

HSBQIFOFءT XBWFGVODUJPO UBLFT UIF GPMMPXJOH GPSN�

∣∣〈Ψ(qf , r)
∣∣V (r) |Ψ(qi, r)⟩

∣∣= |V (qi − qf )|DPT(θqi,qf
/2), 	"���


XIFSF θqi,qf
JT UIF BOHMF CFUXFFO UIF JOJUJBM BOE ஷ஫OBM TUBUFT JO NPNFOUVN TQBDF XJUI UIF %JSBD QPJOU

BT UIF PSJHJO� *O UIF DBTF PG CBDLTDBUUFSJOH
 θqi,qf
= π
 UIF USBOTJUJPONBUSJY FMFNFOU WBOJTIFT BOE UIF

TDBUUFSJOH SBUF 	FRVBUJPO "���
 CFDPNFT [FSP؝ CBDLTDBUUFSJOH JT TVQQSFTTFE� /PUF UIBU UIF TDBUUFSJOH

QPUFOUJBM NVTU CF MPOH SBOHF GPS UIF BCPWF UP CF WBMJE� -POH SBOHF IFSF NFBOT NVDI MBSHFS UIBO UIF

MBUUJDF DPOTUBOU PG HSBQIFOF
 PS FRVJWBMFOUMZ JO NPNFOUVN MBOHVBHF
 q ≪ K 	NPNFOUVN CFJOH JO�

WFSTFMZ QSPQPSUJPOBM UP SFBM TQBDF
� 5IJT NBLFT TFOTF TJODF JG NPNFOUVN TDBUUFSJOH JT MBSHF
 JOUFSWBMMFZ

	K BOEK′
 TDBUUFSJOH CFDPNFT QPTTJCMF XIJDI SFOEFST FRVBUJPO "��� JOWBMJE� ���
���
���

.PSF PO UIF XBWFGVODUJPO JT UIBU UIF FMFDUSPO BOE IPMFT BSF IFMJDBM CFDBVTF UIFZ BSF FJHFOGVODUJPOT

���



	B
 	C


'JHVSF"��� *MMVTUSBUJPO PG UIF FWPMVUJPO PG HSBQIFOF QTFVEP�TQJO 	TQFDJஷ஫DBMMZ PG UIF DPOEVDUJPO CBOET PG UIFK
BOEK′ WBMMFZT� 	B
 5IF QTFVEP�TQJO PG UIF DPOEVDUJPO CBOE PG UIFK WBMMFZ SPUBUFT DPVOUFS�DMPDLXJTF BSPVOE
UIFK QPJOU
 DPSSFTQPOEJOH UP SJHIU�IBOEFE 	QPTJUJWF
 IFMJDJUZ� 	C
 5IF QTFVEP�TQJO PG UIF DPOEVDUJPO CBOE PG
UIFK′ WBMMFZ SPUBUFT DMPDLXJTF BSPVOE UIFK′ QPJOU
 DPSSFTQPOEJOH UP MFG஽�IBOEFE 	OFHBUJWF
 IFMJDJUZ�

PG UIF IFMJDJUZ PQFSBUPS�

σ · q

|q|Ψ(q) = ±Ψ(q), 	"���


σ · q′

|q′|
Ψ(q′) = ∓Ψ(q′), 	"���


XIFSF UIF FJHFOWBMVF 	PS IFMJDJUZ
 JT QPTJUJWF GPS FMFDUSPOT BOE OFHBUJWF GPS IPMFT� 5IF IFMJDJUZ JT BMTP JO�

WFSUFE JO UIF PQQPTJUF WBMMFZ� 5IJT FRVBUJPO UFMMT VT UIBU UIF QTFVEP�TQJO PG HSBQIFOF JT MPDLFE XJUI JUT

NPNFOUVNXJUI SFTQFDU UP UIF %JSBD QPJOU 	TFF ஷ஫HVSF "��
� 5IJT IFMJDJUZ CFDPNFT DSVDJBM JO JOTUBODFT

TVDI BT ,MFJO UVOOFMJOH XIJDI XJMM CF UPVDIFE VQPO JO UIF NBJO DIBQUFST PG UIF UIFTJT�

���
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5IF EFOTJUZ PG TUBUFT JO d EJNFOTJPOT JT HJWFO CZ�

g(ε) =
g

Ld

N∑

i=0

δ(ε− ε(ki)) 	"���


XIFSF L JT UIF MFOHUI PG UIF TZTUFN BOE g JT UIF EFHFOFSBDZ PG UIF TZTUFN 	OPU UP CF DPOGVTFE XJUI

EFOTJUZ PG TUBUFT XIJDI JT FOFSHZ EFQFOEFOU BOE XJMM BMXBZT CF SFGFSSFE UP BT g(ε) BOE OPU g
� *O UIF

DPOUJOVVN MJNJU
 J�F�
∆k → dk BOE GPS d = 2
 XF IBWF�

g2%(ε) =
g

4π2

∫ ∞

0
dk 2πk · δ(ε− ε(k)). 	"���


5P ஷ஫OE UIF MPX FOFSHZ EFOTJUZ PG TUBUFT PG HSBQIFOF
 J�F� JG XF POMZ DBSF BCPVU TUBUFT OFBS UIF UXP

%JSBD DPOFT
 TVCTUJUVUF g = 2 × 2 = 4 GPS UIF TQJO BOE WBMMFZ EFHFOFSBDZ
 BOE VTF HSBQIFOFءT MJOFBS

EJTQFSTJPO HJWFO CZ FRVBUJPO "��� 	ε = !vF |q|

 XIFSF XF NBLF UIF DIBOHF PG k → q
 XF BDRVJSF

UIJT TJNQMF FYQSFTTJPO�

g(S(ε) =
2ε

π!2v2F
, 	"���


JO VOJUT PG OVNCFS QFS FOFSHZ QFS BSFB� 5IF MPX FOFSHZ EFOTJUZ PG TUBUFT PG HSBQIFOF IBT B MJOFBS EFQFO�

EFODF PO FOFSHZ
 XIJDI JT TUSJLJOHMZ EJஶGFSFOU GSPN UIF DPOTUBOU EFOTJUZ PG TUBUFT 	g2%
QBSBCPMJD(ε) =

m/(π!2)
 GPS TZTUFNT XJUI B QBSBCPMJD EJTQFSTJPO�

���
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#FDBVTF UIF FMFDUSPOT OFBS UIF %JSBD QPJOU GPMMPX B MJOFBS EJTQFSTJPO
 UIF FஶGFDUJWF NBTT DBOOPU CF

DBMDVMBUFE CZ UIF USBEJUJPOBM EFஷ஫OJUJPO 	m∗
QBSBCPMJD = (∂2ε/∂k2)−1
 BTTVNJOH JTPUSPQJD QBSBCPMJD EJT�

QFSTJPO SFMBUJPO
 PUIFSXJTF FஶGFDUJWF NBTT JT HJWFO CZ B UFOTPS
 UIBU JT POMZ BQQSPQSJBUF GPS NBUFSJBMT

XJUI QBSBCPMJD EJTQFSTJPOT� *OTUFBE
 XIFO QFPQMF TQFBL PG UIF FஶGFDUJWF NBTT PG HSBQIFOF
 UIFZ JN�

QMJDJUMZ SFGFS UP UIF DZDMPUSPO FஶGFDUJWF NBTT XIJDI JT UIF NBTT EFEVDFE XIFO NFBTVSJOH UIF NBUFSJBMءT

DZDMPUSPO SFTPOBODF GSFRVFODZ�

ωc =
eB

m∗ , 	"���


XIFSF B JT UIF BQQMJFE NBHOFUJD ஷ஫FME BOE m∗ JT UIF DZDMPUSPO FஶGFDUJWF NBTT� #FDBVTF UIF DZDMPUSPO

GSFRVFODZ JT EFUFSNJOFE CZ UIF QFSJPE PG B DMPTFE PSCJU JO NPNFOUVN TQBDF� ���

τc =
!2

eB

∂A(ε)

∂ε
, 	"���


XIFSFA(ε) JT UIF BSFB JO NPNFOUVN TQBDF CPVOE CZ UIF DMPTFE QBUI GPSNFE CZ UIF FMFDUSPO JO PSCJU

XJUI FOFSHZ ε
 UIF DZDMPUSPO FஶGFDUJWF NBTT DBO CF XSJUUFO BT�

m∗ =
!2

2π

∂A(k)

∂k

∂k

∂ε
, 	"���


XIFSF XF IBWF UBLFO ωc = 2π/τc� "QQMZJOH UIJT UP HSBQIFOFءT MJOFBS EJTQFSTJPO 	FRVBUJPO "���
 BOE

VTJOHA(k) = πk2
 HSBQIFOFءT FஶGFDUJWF NBTT OFBS UIF %JSBD QPJOU JT TJNQMZ�

m∗ =
!k
vF

. 	"���


���



/PUF UIBU UIJT JT DBO CF FBTJMZ BDRVJSFE CZ USFBUJOH HSBQIFOFءT EJTQFSTJPO SFMBUJPO UIF TBNF BT SFMBUJWJTUJD

FOFSHZ�

ε = pvF = !kvF , 	"���


XIFSF p = mSFMvF BOE XIFSF vF IBT SFQMBDFE UIF SPMF PG TQFFE PG MJHIU c
 JO XIJDI DBTF UIF SFMBUJWJTUJD

NBTT 	mSFM
 JT FRVJWBMFOU UP UIF DZDMPUSPO FஶGFDUJWF NBTT�

"�� 4ৡ১৤৕ৗ $ৡ৖ৗ ৘ৡ৤ ০৚ৗ %৛৥ৢৗ৤৥৛ৡৠ 3ৗ৞৓০৛ৡৠ ৡ৘ (৤৓ৢ৚ৗৠৗ ৩৛০৚ 1% 1ৡ০ৗৠ�
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1ZUIPO DPEF EFWFMPQFE CZ +FBO%BNJFO 1JMMFU GPS UIF EJTQFSTJPO SFMBUJPO PG HSBQIFOFXJUI B 1%QPUFO�

UJBM BOE NBHOFUJD ஷ஫FME� 5IJT TJNVMBUJPO GPMMPXT UIF UJHIU�CJOEJOH BQQSPBDI� 4PVSDF DPEFT SFHBSEJOH

PUIFS TJNVMBUJPOT GPVOE JO UIJT UIFTJT BSF BMM QFSGPSNFE XJUI .BUMBC BOE DBO CF QSPWJEFE VQPO SFB�

TPOBCMF SFRVFTU�
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B
0WFSWJFX PG UIF &MFDUSPOJD 1SPQFSUJFT PG

$BSCPO /BOPUVCFT

5IF TJOHMF�XBMM DBSCPO OBOPUVCF 	48$/5
 JT B QJFDF PG HSBQIFOF 	(S
 SPMMFE VQ JOUP B IPMMPX UVCF�

*O UIJT BQQFOEJY
 UIF FMFDUSPOJD QSPQFSUJFT PG DBSCPO OBOPUVCF 	$/5
XJMM CF EFSJWFE CBTFE PஶG PG UIJT

JEFB BT JT DPOWFOUJPOBMMZ EPOF� "T TVDI
 POMZ UIF TJOHMF QBSUJDMF QJDUVSF XJMM CF BEESFTTFE� 5IF OPWFM

NBOZ�CPEZ FஶGFDUT UJFE XJUI $/5T BSF NFOUJPOFE UISPVHIPVU UIF NBJO UFYU 	FTQFDJBMMZ UIF CFHJOOJOH

PG DIBQUFS �
� 5IF SFBEFS JT SFGFSSFE UP UIFJS DJUBUJPOT GPS NPSF JOGPSNBUJPO�

���
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5IFSF BSF B ஷ஫OJUF OVNCFS PG XBZT UP SPMM VQ (S BOE QSPEVDF B VOJRVF 48$/5� 'JHVSF "�� JT UIF TP�

DBMMFE QFSJPEJD UBCMF PG $/5T XIJDI TIPXT UIF NBOZ XBZT PG XSBQQJOH B QJFDF PG (S UP GPSN$/5T PG

EJஶGFSFOU DIJSBMJUJFT� $IJSBMJUZ JT B DPODFQU VTFE UP DIBSBDUFSJ[F BOE EJTUJOHVJTI UIF OVNFSPVT UZQFT PG

48$/5� .PSF JOGPSNBUJPO PO UIJT DPODFQU XJMM CF QSPWJEFE MBUFS� 5IF QFSJPEJD UBCMF TIPXO JT USVO�

DBUFE� *O SFBMJUZ JU FYUFOET UP DIJSBMJUZ JOEJDFT UIBU BSF NVDI IJHIFS BOE UP WBMVFT UIBU BSF
 UIFPSFUJDBMMZ

TQFBLJOH
 VODBQQFE� )PXFWFS
 CBTFE PO UIF ,BUBVSB QMPU
 XIJDI JT B QMPU UIBU FYQFSJNFOUBMMZ SFMBUFT

OBOPUVCF EJBNFUFST BOE UIFJS CBOEHBQ FOFSHJFT
 BT XFMM BT CFJOH UIFNPTU FYUFOTJWF SFDPSE PG 48$/5

EBUB
 UIF IJHIFTU SFQPSUFE PCTFSWBCMF DIJSBMJUZ JOEFY TP GBS JT (n,m) = (37, 1)
 XIJMF
 UIF EJBNFUFS PG

UIF MBSHFTU SFQPSUFE 48$/5 JT BCPVU 2.9995 ON XJUI B DIJSBMJUZ JOEFY PG (33, 9)� ���

"T TVHHFTUFE BCPWF
 48$/5 IBT BO FYUSFNFMZ TNBMM EJBNFUFS� 5ZQJDBMMZ XF FYQFDU 48$/5 UP

CF PO UIF PSEFS PG 1ON JO SBEJVT� .PSF SFNBSLBCMZ
 UIF MFOHUI PG B 48$/5 DBO SFBDI VQ UP IBMG B

NFUFS
 NBLJOH JUT BTQFDU SBUJP PG 132, 000, 000 UP 1 VOFRVBMMFE CZ BOZ PUIFS NBUFSJBM JO UIF XPSME� ���

5IJT IVHF BOJTPUSPQZ DFSUBJOMZ RVBMJஷ஫FT DBSCPOOBOPUVCFT JO HFOFSBM BT RVBTJ�POF�EJNFOTJPOBM PCKFDUT�

&WFO NPSF JNQPSUBOUMZ
 JUT TNBMM SBEJVT DPOஷ஫OFT FMFDUSPOT UP TVDI B EFHSFF UIBU JUT FOFSHZ TVCCBOET

BSF TFQBSBUFE PO UIF PSEFS PG POF UP UISFF FMFDUSPO WPMUT 	F7
 	BT XF XJMM TFF MBUFS
� 5IJT JT XIBU USVMZ

TFUT UIF DBSCPO OBOPUVCF BQBSU GSPN PUIFS TVQQPTFEMZ RVBTJ�POF�EJNFOTJPOBM PCKFDUT XIFSF UZQJDBMMZ

NBOZ FOFSHZ TVCCBOET OBUVSBMMZ DPOUSJCVUF UP FMFDUSPO USBOTQPSU� 0O UPQ PG UIJT
 DBSCPO OBOPUVCF

IBT UIF JOIFSFOU QSPQFSUJFT PG JUTNPUIFSNBUFSJBM
 HSBQIFOF� "NPOH UIF QSPQFSUJFT
 GPSNFUBMMJD 48$�

/5T TQFDJஷ஫DBMMZ 	XF XJMM TFF MBUFS XIZ UIJT EPFT OPU BQQMZ UP TFNJDPOEVDUJOH $/5T

 UIFJS TVQQSFTTFE

CBDLTDBUUFSJOH EVF UP JUT OPO�USJWJBM #FSSZءT QIBTF NBLF UIFN FYDFQUJPOBM DBOEJEBUFT GPS IJHINPCJMJUZ

FMFDUSPOJDT�

���
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5IF DBSCPO OBOPUVCF 	$/5
 SFUBJOT UIF HSBQIFOF 	(S
 MBUUJDF DPOTUBOU BOE QSJNJUJWF MBUUJDF WFDUPST

a1 BOE a2� 	/PUF UIBU JO 'JHVSF #�� UIF MBUUJDF TIPXO JT SPUBUFE 30◦ BXBZ GSPN UIF MBUUJDF TIPXO

JO ஷ஫HVSF "��B GPS UIF TBLF PG QSFTFOUBUJPO DPOWFOJFODF� 5IF QSJNJUJWF CBTJT WFDUPST TUBZ VODIBOHFE�


5IF BEEJUJPOT UP UIF HFPNFUSJDBM QBSBNFUFST GPS $/5T EVF UP JUT NPSF DPNQMFY TUSVDUVSF BSF� UIF

DIJSBM WFDUPS C
 UIF USBOTMBUJPO WFDUPS T
 BOE UIF DIJSBM BOHMF θ� 5IF DIJSBM WFDUPS EFTDSJCFT IPX UIF

(S JT XSBQQFE UP CFDPNF B $/5� *U QPJOUT GSPN POF MBUUJDF TJUF UP BOPUIFS POF UIBU JU XJMM DPOOFDU UP

VQPO XSBQQJOH UIF HSBQIFOF� 5IF WFDUPS JT�

C = na1 +ma2, 	#��


XIFSF n BOEm UBLF PO QPTJUJWF JOUFHFS WBMVFT XJUI 0 ≤ m ≤ n
 BOE UPHFUIFS UIFZ GPSN UIF DIJSBMJUZ

JOEFY (n,m)
 XIJDI VOJRVFMZ JEFOUJஷ஫FT FBDI $/5� 5IF DJSDVNGFSFODF PG B $/5 JT TJNQMZ HJWFO CZ

|C|� 5IF USBOTMBUJPO WFDUPS 	PS VOJU MBUUJDF WFDUPS
 EFஷ஫OFT UIF QFSJPEJDJUZ PG UIF DBSCPO OBOPUVCF

BMPOH JUT BYJT� *U IBT UIF GPMMPXJOH GPSN�

T = t1a1 + t2a2, 	#��


GPS JOUFHFS WBMVFT PG t1 BOE t2� 'PS B HJWFO $/5 DIJSBMJUZ UIFJS BMMPXFE WBMVFT BSF HJWFO CZ UIF DPOEJ�

UJPO�

C ·T = 0. 	#��


���



'JHVSF #��� 5IF QFSJPEJD UBCMF PG DBSCPO OBOPUVCFT� 4IPXO JT UIF HSBQIFOF EJSFDU MBUUJDF
 XIJDI JT UIF TBNF BT
ஷ஫HVSF "��B FYDFQU JU JT SPUBUFE CZ 30◦� "U UIF UPQ TIPXT UIF HSBQIFOF CBTJT WFDUPST XIJDI JT BMTP VTFE BT UIF
CBTJT GPS UIF DBSCPO OBOPUVCFءT DIJSBM WFDUPS� " DBSCPO OBOPUVCF JT GPSNFE CZ QJDLJOH BO PSJHJO 	JO UIF DBTF PG
UIJT TDIFNBUJD JU JT UIF CMVF BUPN JO UIF CPUUPN MFG஽ MBCFMFE (0, 0)
 BOE GPMEJOH JU UP BOPUIFS BUPN JO UIF TBNF
TVCMBUUJDF 	DPMPSFE CMVF
 HSFFO PS SFE

 IFODF DSFBUJOH B IPMMPX DZMJOESJDBM TUSVDUVSF� UIF DBSCPO OBOPUVCF� 5IF
BUPN QJDLFE GPS UIF PSJHJO UP GPME UP IBT DPPSEJOBUFT (n,m)
 XIJDI EFஷ஫OFT UIF DIJSBMJUZ JOEFY� C JT UIF DIJSBM
WFDUPS
 T JT UIF USBOTMBUJPO WFDUPS 	PS VOJU MBUUJDF WFDUPS
 BOE θ JT UIF DIJSBM BOHMF� 5IF CPUUPN FEHF JO CPME
CMBDL JT UIF [JH�[BH FEHF BOE UIF PUIFS CPME CMBDL MJOF EFஷ஫OFT UIF BSNDIBJS FEHF� 5IF DIJSBM BOHMF JT EFஷ஫OFE
XJUI SFTQFDU UP UIF [JH�[BH FEHF
 NFBOJOH UIBU DBSCPO OBOPUVCFT XJUI [JH�[BH FEHFT OFDFTTBSJMZ IBWFm = 0 BOE
θ = 0� 'PMMPXJOH UIF TBNF MJOF PG SFBTPOJOH
 DBSCPO OBOPUVCFT XJUI BSNDIBJS FEHFT OFDFTTBSJMZ IBWF n = m
BOE θ = π/6� 5IF HSFZ EBTIFE MJOF EFNBSDBUFT OBOPUVCF EJBNFUFST PG BCPVU 1ON� 'JOBMMZ
 NFUBMMJD OBOPUVCFT
BSF GPSNFE XIFOFWFS CMVF BUPNT BSF DIPTFO GPS GPMEJOH BOE TFNJDPOEVDUPST BSF GPSNFE PUIFSXJTF�

-BTUMZ
 UIF DIJSBM BOHMF EFஷ஫OFT UIF BOHMF CFUXFFOC BOE a1 XIJDI JT KVTU�

DPT(θ) = C · a1
|C||a1|

=
2n+m

2
√
n2 + nm+m2

. 	#��


5IF XBWFWFDUPST EFஷ஫OJOH UIF #SJMMPVJO [POF 	#;
 PG UIF $/5 XIJDI DPOUBJOT BMM UIF VOJRVF DSZTUBM

NPNFOUB BSF HJWFO CZ UIF SFDJQSPDJUZ DPOEJUJPO KVTU MJLF IPX JU XBT EPOF GPS (S� K JT DPOWFOUJPOBMMZ

���



VTFE UP EFOPUF UIF HFOFSBM SFDJQSPDBM MBUUJDF WFDUPS CVU UP BWPJE DPOGVTJPO XJUI UIF K BOE K ′ WBMMFZ

QPJOUT PG(S
G 	XIJDI JT BMTP DPNNPOMZ VTFE
XJMM CF VTFE JOTUFBE UP EFOPUF UIF HFOFSBM SFDJQSPDBM MBU�

UJDF WFDUPS� 5IF SFDJQSPDBM MBUUJDF WFDUPST XIJDI BSF BMHFCSBJDBMMZ EFSJWFE GSPN UIF SFDJQSPDJUZ SFMBUJPO

BSF�

G∥ =
1

NH
(mb1 − nb2),

G⊥ =
1

NH
(−t2b1 + t1b2),

	#��


XIFSF G∥ BOE G⊥ DPSSFTQPOE UP UIF XBWFWFDUPST QPJOUJOH BMPOH BOE BSPVOE UIF $/5 SFTQFDUJWFMZ

BOENH JT UIF OVNCFS PG IFYBHPOT 	UIF (S 8JHOFS�4FJU[ DFMM
 JO B $/5 VOJU DFMM�

NH =
|C×T|
|a1 × a2|

. 	#��


"NPSFEFUBJMFEEFTDSJQUJPOPG UIF$/5MBUUJDF JT HJWFOCZ DIBQUFS �PG$BSCPO/BOPUVCF BOE(SBQIFOF

%FWJDF 1IZTJDT CZ )��4� 1� 8POH FU BM� ���

#�� %৛৥ৢৗ৤৥৛ৡৠ 3ৗ৞৓০৛ৡৠ ৡ৘ $৓৤৔ৡৠ /৓ৠৡ০১৔ৗ৥� 2১৓ৠ০৛৬ৗ৖ (৤৓ৢ৚ৗৠৗ

8JUI BMM UIF $/5 MBUUJDF JOGPSNBUJPO EPXO
 BDRVJSJOH UIF EJTQFSTJPO SFMBUJPO JT SFMBUJWFMZ TUSBJHIUGPS�

XBSE� 0ODF BHBJO
 B DBSCPO OBOPUVCF JT B (S XSBQQFE JOUP B DZMJOEFS� 5IJT NFBOT UIBU XIBU XBT

PSJHJOBMMZ B 2% NPNFOUVN TQBDF FஶGFDUJWFMZ CFDPNFT 1% CFDBVTF PG UIF JNQPTFE QFSJPEJD CPVOEBSZ

DPOEJUJPO UIBU FYJTUT JO UIF OFXMZ GPSNFE B[JNVUIBM BOHMF 	JO UFSNT PG DZMJOESJDBM DPPSEJOBUFT
� 5IF

OFXMZ JNQPTFE QFSJPEJD CPVOEBSZ DPOEJUJPO JT 	BT B SFRVJSFNFOU GPS UIF #MPDIXBWF USBWFSTJOH BSPVOE

UIF $/5 DZMJOEFS UP CF DPOUJOVPVT
�

eik⊥·C = 1, 	#��


���



	B
 	C
 	D


	E
 	F
 	଍


'JHVSF #��� 5IF UISFF EJஶGFSFOU TUSVDUVSBM UZQFT PG $/5T� *MMVTUSBUJPOT PO UIF MFG஽ DPMVNO 	B

 	E
 TIPX B [JH�
[BH $/5 XJUI DIJSBM JOEFY (10, 0)
 UIF NJEEMF DPMVNO 	C

 	F
 TIPX B DIJSBM $/5 XJUI DIJSBM JOEFY (10, 5)

UIF SJHIU DPMVNO 	D

 	଍
 TIPX BO BSNDIBJS $/5 XJUI XJUI DIJSBM JOEFY (10, 10)� 	B
�	D
 TIPX UIF UPQ WJFX PG
UIF $/5T� 	E
�	଍
 TIPX UIF TMBOUFE TJEF WJFX PG UIF $/5T� 5BLF OPUF UIBU UIF FOET PG UIF $/5 JOEJDBUF UIFJS
SFTQFDUJWF TUSVDUVSBM UZQF� ;JH�[BH BOE BSNDIBJS BSF UFSNT HJWFO UP EFTDSJCF IPX UIF $/5T UFSNJOBUF� $IJSBM
$/5T BSF POFT UIBU BSF OFJUIFS [JH�[BH OPS BSNDIBJS UZQFT�


XIFSF k⊥ JT UIF XBWFWFDUPS QFSQFOEJDVMBS UP UIF DZMJOESJDBM TVSGBDF PG UIF $/5 XIJDI EFTDSJCFT UIF

DJSDVNGFSFOUJBM NPNFOUVN BOE JT GPSDFE UP UBLF PO EJTDSFUF WBMVFT PG�

k⊥ =
2πj

|C| , j = 0, 1, ..., NH − 1, 	#��


XIFSF j JT BO JOUFHFS SFTUSJDUFE UP WBMVFT UIBUNBLF UIFXBWFWFDUPS VOJRVF JO SFDJQSPDBM TQBDF� "T GPS UIF

XBWFWFDUPS BMPOH UIF BYJT PG UIF $/5
 JU JT HJWFO CZ UIF #PSO�WPO ,BSNBO 	PS NBDSPTDPQJD QFSJPEJD


CPVOEBSZ DPOEJUJPO PO UIF #MPDI XBWFGVODUJPOT UIBU QSPQBHBUF BMPOH UIF BYJT PG UIF $/5 	PG MFOHUI

���



L = NucTXIFSFNuc JT UIF OVNCFS PG VOJU DFMMT BMPOH UIF $/5
�

eik∥·NucT = 1, 	#��


XIJDI SFTVMUT JO UIF TFU PG XBWFWFDUPST�

k∥ =
2πl

Nuc|T| , l = 0, 1, ..., Nuc − 1, 	#���


XIFSF l JT BO JOUFHFS SFTUSJDUFE UP WBMVFT UIBU NBLF UIF XBWFWFDUPS UP CF JO UIF ஷ஫STU #SJMMPVJO [POF 	#;
�

%VF UPNuc ≫ 1
 UIF XBWFWFDUPS DBO CF DPOTJEFSFE BT B DPOUJOVPVT WBSJBCMF XJUIJO UIF $/5#; UIBU

JT DPOWFOUJPOBMMZ DFOUFSFE TZNNFUSJDBMMZ BSPVOE [FSP�

k∥ =

(
− π

|T| ,
π

|T|

)
. 	#���


$PNCJOJOH BMM UIF JOGPSNBUJPO BCPWF
 UIF HFOFSBM SFDJQSPDBM TQBDF WFDUPS 	PS XBWFWFDUPS
 GPS B $/5

JT�

k = k∥
G∥
|G∥|

+ k⊥
G⊥
|G⊥|

= k∥
G∥
|G∥|

+
2πj

|C|
G⊥
|G⊥|

,

	#���


GPS−π/|T| < k∥ < π/|T| BOE j = 0, 1, ..., NH − 1
 XIFSFG∥/|G∥| JT UIF BYJBM VOJU XBWFWFDUPS

BOEG⊥/|G⊥| JT UIF DJSDVNGFSFOUJBM VOJUXBWFWFDUPS� 5IJT FYQSFTTJPO UFMMT VT UIF BMMPXFENPNFOUB PG

BO BSCJUSBSZ$/5XJUIk∥ CFJOH UIF MJOFBSNPNFOUVNBOE j CFJOH UIF EJTDSFUJ[FE BOHVMBSNPNFOUVN

RVBOUVN OVNCFS� &BDI WBMVF PG j IBT B MJOF DVU UIBU JT 2π/|T| MPOH BOE FYJTUT TPNFXIFSF JO UIF

���



SFDJQSPDBM TQBDF PG HSBQIFOF� &BDI PG UIFTF MJOF DVUT DPSSFTQPOET UP BO JOEJWJEVBM 1% TVCCBOE PG

UIF $/5� 'JHVSF #�� TIPXT FYBNQMFT PG UIF MJOF DVUT JO UIF SFDJQSPDBM TQBDF PG HSBQIFOF BOE UIFJS

DPSSFTQPOEJOH FOFSHZ TVCCBOET� 5P HFU UIFTF FOFSHZ TVCCBOET
 POF TJNQMZ JNQPTFT UIF XBWFWFDUPS

SFTUSJDUJPO 	FRVBUJPO #���
 POUP UIF EJTQFSTJPO SFMBUJPO PG HSBQIFOF 	FRVBUJPO "���
� 0OF XJMM ஷ஫OE

UIBU UIF DIJSBMJUZ JOEFY (n,m) EFஷ஫OFT B VOJRVF TFU PG TVCCBOET� *U JT JOUFSFTUJOH UP OPUF UIBU GPS

UIF [JH�[BH $/5T TIPXO JO ஷ஫HVSF #��
 UIF CBOETUSVDUVSFT IPTU ஸ஼BU FOFSHZ CBOET� 3FDFOUMZ
 JU XBT

GPVOE UIBU UXP MBZFST PG HSBQIFOF UXJTUFE BU B ؤNBHJDأ BOHMF SFMBUJWF UP POF BOPUIFS NPEJஷ஫FT UIF

EPVCMF MBZFS HSBQIFOF CBOETUSVDUVSF UP IPTU ஸ஼BU FOFSHZ CBOET� "T B SFTVMU PG UIFTF ஸ஼BU FOFSHZ CBOET


HSBQIFOF DBO EFNPOTUSBUF IJHIMZ DPSSFMBUFE FMFDUSPOJD QIBTFT TVDI BT CFDPNJOH B .PUU JOTVMBUPS PS B

TVQFSDPOEVDUPS� *O MJHIU PG UIJT
 [JH�[BH $/5T DBO QPTTJCMZ PQFO VQ PQQPSUVOJUJFT GPS FYQMPSJOH 1%

ஸ஼BU FOFSHZ CBOE QIZTJDT�

#�� .ৗ০৓৞৞৛৕ 7ৗ৤৥১৥ 4ৗয়৛৕ৡৠ৖১৕০৛ৠ৙ $৓৤৔ৡৠ /৓ৠৡ০১৔ৗ৥

"$/5XJUIOPCBOEHBQ TVDI BT UIF POF TIPXO JO ஷ஫HVSF#��C BSFNFUBMMJD$/5T� 0OFTXJUI BCBOEHBQ

MJLF UIF POF TIPXO JO ஷ஫HVSF #��B BSF TFNJDPOEVDUJOH $/5T� "T BMMVEFE UP GSPN UIF QSFWJPVT TFDUJPO


XIFUIFS UIF CBOETUSVDUVSF PG B $/5 IBT B CBOEHBQ PS OPU EFQFOET QVSFMZ PO UIF MJOF DVUT JO UIF

SFDJQSPDBM MBUUJDF PG (S؝ JG B MJOF DVU DSPTTFT UIF %JSBD QPJOU PG (S
 UIF $/5 JT NFUBMMJD
 PUIFSXJTF JU

JT TFNJDPOEVDUJOH� 5IF DPOEJUJPO GPS UIJT JT TUSBJHIUGPSXBSE�

k⊥ = |ΓK|DPT(θ). 	#���


	4FF FRVBUJPO "��
 #�� BOE #�� GPS WBSJBCMF EFஷ஫OJUJPOT
 5IJT DPOEJUJPO FOTVSFT UIBU BU MFBTU B QBSU PG

UIF MJOF DVU XJMM PWFSMBQ UIF %JSBD QPJOU� 8SJUJOH UIF FRVBUJPO PVU POF XJMM ஷ஫OE UIBU UIF FRVBUJPO DBO

���



	B
 	C


'JHVSF #��� &YBNQMFT PG [JH�[BH $/5T� 5PQ� %JTQFSTJPO SFMBUJPO� .JEEMF� 'FSNJ MJOFT� #PUUPN� $/5 FOE WJFX�
-FG஽ 	B
 BOE SJHIU 	C
 DPMVNOT DPSSFTQPOE UP (n,m) = (8, 0) BOE (12, 0) SFTQFDUJWFMZ�

���



	B
 	C


'JHVSF #��� &YBNQMFT PG BSNDIBJS $/5T� 5PQ� %JTQFSTJPO SFMBUJPO� .JEEMF� 'FSNJ MJOFT� #PUUPN� $/5 FOE
WJFX� -FG஽ 	B
 BOE SJHIU 	C
 DPMVNOT DPSSFTQPOE UP (n,m) = (8, 8) BOE (12, 12) SFTQFDUJWFMZ�

���



	B
 	C


'JHVSF #��� &YBNQMFT PG DIJSBM $/5T� 5PQ� %JTQFSTJPO SFMBUJPO� .JEEMF� 'FSNJ MJOFT� #PUUPN� $/5 FOE WJFX�
-FG஽ 	B
 BOE SJHIU 	C
 DPMVNOT DPSSFTQPOE UP (n,m) = (8, 2) BOE (12, 2) SFTQFDUJWFMZ�

���



	B
 	C


'JHVSF #��� 5IF USBOTQPSU QSPQFSUJFT PG B NFUBMMJD BOE TFNJDPOEVDUJOH $/5� 	B
 UIF SFTJTUBODF PG B NFUBMMJD
$/5� *U TIPXT B QFBL SFTFNCMJOH UIF %JSBD QFBL PG (S� 	C
 UIF SFTJTUBODF PG B TFNJDPOEVDUJOH $/5� *U IBT B
CBOEHBQ XIFSF UIF $/5 CFDPNFT DPNQMFUFMZ JOTVMBUJOH�

POMZ CF TBUJTஷ஫FE JG BOE POMZ JG UIF GPMMPXJOH JT USVF�

n−m = 3l, l = 0, 1, 2, ... 	#���


GPS l CFJOH BOZ JOUFHFS JODMVEJOH 0� 5IJT JT UIF DFMFCSBUFE DPOEJUJPO GPS XIFO B $/5 JT NFUBMMJD� 5IF

$/5 JT TFNJDPOEVDUJOH XIFOFWFS UIJT DPOEJUJPO JT OPU TBUJTஷ஫FE� -PPLJOH NPSF JOUP UIJT DPOEJUJPO


POF DBO EFEVDF UIBU JG UIFSF JT BO FRVBM QSPCBCJMJUZ PG PCUBJOJOH FBDI DIJSBMJUZ JO B $/5 HSPXUI
 UIFO

B $/5 IBT B 1/3 DIBODF PG CFJOH NFUBMMJD BOE 2/3 DIBODF PG CFJOH TFNJDPOEVDUJOH� 5IF TFNJDPO�

EVDUJOH $/5 DBO CF GVSUIFS DMBTTJஷ஫FE JOUP UXP UZQFT� UZQF 1 BOE 2� 5ZQF 1 TFNJDPOEVDUJOH $/5T BSF

UIPTF XJUI B DIJSBMJUZ UIBU TBUJTஷ஫FT NPE(n −m, 3) = 1 BOE UZQF 2 TFNJDPOEVDUJOH $/5T BSF XIFO

NPE(n − m, 3) = 2 	POF DBO TFF UIBU NFUBMMJD $/5T BSF UIFO KVTU UZQF 0 $/5T
� 5IFSF JT B OFFE

GPS UIJT UZQF PG DMBTTJஷ஫DBUJPO CFDBVTF JU UVSOT PVU UIFSF JT BO VOEFSMZJOH EJஶGFSFODF JO QIZTJDBM CFIBWJPS

CFUXFFO UIF UXP� 5IJT XJMM CF GVSUIFS EJTDVTTFE JO TFDUJPO #���

���



#�� 5৚ৗ%ৗৠ৥৛০৫ ৡ৘ 4০৓০ৗ৥ ৓ৠ৖0০৚ৗ৤ *য়ৢৡ৤০৓ৠ০2১৓ৠ০৛০৛ৗ৥ ৡ৘ $৓৤৔ৡৠ/৓ৠ�

ৡ০১৔ৗ৥

4UBSUJOH GSPN UIF HFOFSBM EFஷ஫OJUJPO PG EFOTJUZ PG TUBUFT 	FRVBUJPO "���

 POF DBO TIPX UIBU JO 1%
 UIF

EFOTJUZ PG TUBUFT 	%04
 DBO CF SFXSJUUFO JO UIF GPMMPXJOH XBZ�

g1%(ε) =
g

π

∣∣∣∣
∂k

∂ε

∣∣∣∣
ε

, 	#���


XIFSF g JT UIF EFHFOFSBDZ 	BHBJO
 UIJT JT OPU UP CF DPOGVTFE XJUI EFOTJUZ PG TUBUFT XIJDI JT FOFSHZ

EFQFOEFOU BOEXJMM BMXBZT CF SFGFSSFE UP BT g(ε) BOE OPU g
 BOE UIF FYQSFTTJPO JT RVJUF TFMG�FYQMBOBUPSZ�

"DRVJSJOH UIF %04 PG EJஶGFSFOU $/5T JT KVTU B NBUUFS PG EPJOH UIF DBMDVMBUJPO
 BOE VOGPSUVOBUFMZ


UIFSF JT OP XBZ UP PCUBJO B VOJWFSTBM BOBMZUJDBM FYQSFTTJPO GPS BMM $/5T� 5IFSF BSF
 IPXFWFS
 TPNF

BQQSPYJNBUFE GPSNT UIBU BSF BDDFQUFE BT VOJWFSTBM GPSNT PG %04 GPS UIF MPXFTU FOFSHZ TVCCBOE	T
 PG

CPUINFUBMMJD BOE TFNJDPOEVDUJOH $/5T� )FSF XF KVTU DJUF UIF SFTVMUT GPS SFGFSFODF� ��� .FUBMMJD $/5Tء

ஷ஫STU FOFSHZ TVCCBOE IBT B VOJWFSTBM %04 UIBU HPFT BT�

g$/5
.(εF ) = g$/5 =
8√

3aπγ0
=

8

hvF
≈ 2 ON−1F7−1, 	#���


XIJDI JT BMTP B NBUFSJBM DPOTUBOU BOE IFODF HJWFO UIF MBCFM g$/5� γ0 ≈ 3.1 F7 JT UIF OFBSFTU OFJHICPS

IPQQJOH FOFSHZ
 a ≈ 2.46� JT UIF (S #SBWBJT MBUUJDF DPOTUBOU BOE vF JT UIF 'FSNJ WFMPDJUZ HJWFO CZ

FRVBUJPO "���� 5IF BQQSPYJNBUFE VOJWFSTBM GPSN GPS UIF MPXFTU TVCCBOET PG TFNJDPOEVDUJOH $/5T

BSF EFSJWFE GSPN [JH�[BH $/5T� *U UVSOT PVU UIBU [JH�[BH $/5T XIJDI IBT B DIJSBM JOEFY PG (n, 0) BSF

EFDFOU SFQSFTFOUBUJWFT PG $/5T XJUI DIJSBM JOEFY (n,m)� "OE TP UIF TFNJDPOEVDUJOH $/5T BMM IBWF

���



B %04 UIBU SPVHIMZ GPMMPXT�

g$/5
4$(ε, j) ≈
g$/5γ0
εWI2

|ε|√
ε2 − ε2WI1

, 	#���


XIFSF UIF FOFSHJFT BU UIF WBO )PWF TJOHVMBSJUJFT 	εWI
 BSF HJWFO CZ�

εWI1(j) = ±γ0
∣∣∣∣1 + 2DPT

(
jπ

n

)∣∣∣∣
[JH�[BH,(m=0)
−−−−−−−−→ ± γ0

∣∣∣∣1 + 2DPT
(
ja

d

)∣∣∣∣, 	#���


εWI2(j) = ±γ0
∣∣∣∣1− 2DPT

(
jπ

n

)∣∣∣∣
[JH�[BH,(m=0)
−−−−−−−−→ ± γ0

∣∣∣∣1− 2DPT
(
ja

d

)∣∣∣∣, 	#���


XJUI j CFJOH UIF TVCCBOE JOEFY
 aCFJOH UIF(S#SBWBJT MBUUJDF DPOTUBOU
 BOEdCFJOH UIF$/5EJBNFUFS

HJWFO CZ�

d =
|C|
π

=
a
√
n2 + nm+m2

π

[JH�[BH,(m=0)
−−−−−−−−→ an

π
. 	#���


/PUF UIBU j UIF TVCCBOE JOEFY 	PS BOHVMBS NPNFOUVN RVBOUVN OVNCFS
 TUBSUT BU 0 XIJDI DPSSF�

TQPOET UP UIF ஷ஫STU MJOFDVU UIBU DSPTTFT UIFΓQPJOU BU UIF DFOUFS PG UIF(S#;�5IF TVCCBOEOFJHICPSJOH

UIF CBOEHBQ 	PS UIF TVCCBOE DMPTFTU UP UIF #; FEHF PG (S
 XIJDI JT UIF MPXFTU FOFSHZ TVCCBOE
 BMXBZT

IBT UIF TVCCBOE JOEFY PG j = SPVOE(2n/3)� ��� "T GPS XIZ UIFSF BSF UXP WBO)PWF TJOHVMBSJUJFT
 FBDI

MJOFDVU PS TVCCBOE PG UIF$/5 SPVHIMZ GPMMPXT B TJOVTPJEBM GPSNXJUI BNJOJNVNBOENBYJNVN 	TFF

BOZ$/5CBOETUSVDUVSF
 F�H� JO ஷ஫HVSF #��XIJDI JT TIPXO JO UIF GPMEFE�[POF TDIFNF
 POF DBO JNBHJOF

JO UIF SFQFBUFE�[POF TDIFNF FBDI TVCCBOEXJMM IBWF BNJOJNVN BOENBYJNVN
� εWI1(j) SFGFST UP UIF

UIF FYUSFNVN UIBU JT DMPTFS UP UIF 'FSNJ MFWFM 	ε = 0
� 5IJT JT UIF NPSF SFMFWBOU FOFSHZ QBSBNFUFS

BT UIJT HJWFT VT JOGPSNBUJPO SFHBSEJOH UIF CBOEHBQ� &RVBUJPOT #���
 #��� BOE #��� UPHFUIFS DPOTUJUVUF

UIF VOJWFSTBM %04 GPS $/5T� 3FHBSEJOH UIF TFNJDPOEVDUJOH $/5 %04 HJWFO CZ FRVBUJPO #���
 JU JT

BDDVSBUF VQ UP UIF CPUUPN PG UIF UIJSE TVCCBOE�

���



,OPXJOH UIF %04 BMMPXT POF UP DBMDVMBUF UIF DBSSJFS EFOTJUZ�

n4$
. =

∫ ∞

−∞
dεf(ε)g$/5
	4$
.
(ε, j), 	#���


XIFSF f(ε) JT UIF 'FSNJ EJTUSJCVUJPO� 'PS B NFUBMMJD $/5 JU JT TUSBJHIUGPSXBSE� 6TJOH UIF TPNNFSGFME

FYQBOTJPO
 GPS B NFUBMMJD $/5 JO UIF ஷ஫STU TVCCBOE XF HFU�

nM,e(h) = ±g$/5|(ε− εF )|, 	#���


CVU GPS UIF TFNJDPOEVDUJOH $/5
 UIF DPNQVUBUJPO CFDPNFT HSVFMJOH BOE NVTU CF EPOF OVNFSJDBMMZ�

#FMPXXF DJUF UIF TFNJ�FNQJSJDBM BOBMZUJDBM GPSNVMB GPS DBSSJFS EFOTJUZ UIBU UBLFT JOUP BDDPVOU UIF ஷ஫STU

UXP TVCCBOET� *U IBT CFFO TIPXO UIBU UZQJDBMMZ POMZ VQ UP UIF ஷ஫STU UXP TVCCBOET BSF TJHOJஷ஫DBOU GPS

UIF DIBSHF USBOTQPSU PG $/5T
 BOE TP UIF FRVBUJPOT CFMPX BSF NPTUMZ TVஶஷ஫DJFOU���

ne ≈
2∑

q=1

ne(q) =
2∑

j=1

2N0e
xO

1 +AeαxO+βx
2
O+γx

3
O
, xO =

2ε' − εH
2kBT

, 	#���


nh ≈
2∑

q=1

nh(q) =
2∑

j=1

2N0e
xQ

1 +AeαxQ+βx
2
Q+γx

3
Q
, xQ =

−2ε' − εH
2kBT

. 	#���


"CPWF BSF UIF UXP�TVCCBOE DBSSJFS EFOTJUJFT GPS FMFDUSPOT BOE IPMFT SFTQFDUJWFMZ� α,β, γ BOE A BSF

ஷ஫UUJOH QBSBNFUFST� 5IF ஷ஫UUJOH QBSBNFUFST UIBU ZJFME B IJHI BDDVSBDZ BSF�α = 0.88,β = 3.57 ×

10−3, γ = −4.23 × 10−5, A = 0.66� 5IFTF QBSBNFUFST XJMM CF UIF POFT VTFE GPS UIF TJNVMBUJPOT

JO UIF DIBQUFS UXP PG UIF NBJO UIFTJT� $POUJOVJOH
 q JT UIF TVCCBOE OVNCFS 	XIJDI NFSFMZ TFSWFT BT

B DPVOUFS GPS UIF OVNCFS PG TVCCBOET BXBZ GSPN UIF 'FSNJ MFWFM BOE JT OPU UP CF DPOGVTFE XJUI UIF

BDUVBM TVCCBOE JOEFY j� 5IF TVCCBOE JOEFY DMPTFTU UP UIF 'FSNJ MFWFM JT HJWFOCZ j = SPVOE(2n/3) ���



���



εg JT UIF CBOEHBQ PG UIF $/5 BOEN0 JT UIF FஶGFDUJWF EFOTJUZ PG TUBUFT HJWFO CZ�

N0 = g$/5γ0
(2εWI1 + kBT )

4εWI2

√
2πkBT

εWI1
≈ g$/5

4

√
πkBTεH, 	#���


BOE XIFSF UIF TJNQMJஷ஫DBUJPO JT NBEF UISPVHI UIF TVCTUJUVUJPO� εWI1 + kBT/2 ≈ εH/2 BOE εWI2 ≈

2γ0�
��� *U GPMMPXT UIBU UIF BQQSPYJNBUFE BMHFCSBJD FRVBUJPO JO UIF OPO�EFHFOFSBUF MJNJU 	µ < kBT 


GPS B TJOHMF TVCCBOE JT HJWFO CZ���

ne(h) = nie
±µ/kBT , 	#���


XIJDI XF DBO TFF DMPTFMZ SFTFNCMFT UIF DBSSJFS EFOTJUZ GPS 3% CVML TFNJDPOEVDUPST� )FSF
 ni JT UIF

JOUSJOTJD DBSSJFS EFOTJUZ
 εg JT UIF CBOEHBQ PG UIF $/5� 5IF SFNBJOJOH JNQPSUBOU QBSBNFUFST PG UIF

$/5 BSF BT GPMMPXT 	XIFSF XF IBWF JODMVEFE UIF BMM�JNQPSUBOU FஶGFDUJWF NBTT
m
� ���

ni =
2g$/5γ0(εg + kBT )

εg + 4γ0

√
πkBT

εg
e−εg/2kBT , 	#���


εg = 2εWI�(j) = 2γ0

∣∣∣∣1 + 2DPT
(
πj

n

)∣∣∣∣

≈ 2accγ0
d

,

	#���


m =
4!2

3γ0a
2

εH
2γ0 + εg

. 	#���


8F DBVUJPO UIF SFBEFS UP CF DBSFGVM XJUI acc BOE a� 5IF GPSNFS JT UIF DBSCPO�DBSCPO CPOE MFOHUI

≈ 1.42� BOE MBUUFS JT UIF (S #SBWBJT MBUUJDF DPOTUBOU≈ 2.46�� "OE ZFU BHBJO
 XF SFNJOE UIF SFBEFS

UIBU UIF TVCCBOE JOEFY DMPTFTU UP UIF 'FSNJ MFWFM JT HJWFO CZ j = SPVOE(2n/3) ���� 'JHVSF #�� TIPXT

TPNF FYBNQMFT PG UIF %04 PG EJஶGFSFOU $/5T 	DPNQVUFE OVNFSJDBMMZ UIPVHI FRVBUJPO #���
� 5IF

NBJO GFBUVSF POF TIPVME LOPX JT UIBU BU UIF CPUUPN PG UIF TVCCBOET XIFSF UIF CBOET ஸ஼BUUFO PVU UIF

���



%04 TIPX TVEEFO QFBLT� 5IFTF BSF UIF WBO )PWF TJOHVMBSJUJFT 	7)4
� 5IFZ BSF JNQPSUBOU BT UIFZ

EFUFSNJOF UIF DIBSBDUFSJTUJD PQUJDBM BCTPSQUJPO BOE FNJTTJPO TQFDUSB UIBU EJTUJOHVJTI EJஶGFSFOU $/5T

GSPN POF BOPUIFS� 'JHVSF #�� TIPXT UIF [PPNFE�JO %04 PG B NFUBMMJD BOE TFNJ�DPOEVDUJOH $/5�

*O UIFTF QMPUT
 UIF ஷ஫STU UISFF PQUJDBM USBOTJUJPOT BSF NBSLFE BOE EFOPUFE CZ &11
 &22
 &33 SFTQFDUJWFMZ�

5IF OBUVSF PG UIF PQUJDBM USBOTJUJPOT BSF DBQUVSFE CZ 3BZMFJHI TQFDUSPTDPQZ XIJDI JT FTTFOUJBM JO PVS

DIBSBDUFSJ[BUJPO PG $/5 BOE JT GVSUIFS BEESFTTFE JO DIBQUFS 3 PG UIF UIFTJT� /PUF UIBU UIF NFUBMMJD

$/5IBT B DPOTUBOU OPO�[FSP%04XJUIJO UIF &11 PQUJDBM USBOTJUJPO JO DPOUSBTU UP UIF WBOJTIJOH%04

XJUIJO UIF CBOEHBQ PG B TFNJDPOEVDUJOH UVCF�

#�� " -৛০০৞ৗ '১৤০৚ৗ৤ ৛ৠ০ৡ ০৚ৗ 4ৢৗ৕৛৘৛৕৥ ৡ৘ $৓৤৔ৡৠ /৓ৠৡ০১৔ৗ৥

*G XF MPPL BU UIF ,BUBVSB QMPU 	TFF ஷ஫HVSF #��

 XF DBO TFF UIBU UXP CSBODIFT BSF GPSNFE GPS FBDI PQUJDBM

USBOTJUJPO USFOE� 5IF CSBODIFT CFDPNFNPSF XJEFMZ TQMJU BT XF HP JOUP IJHIFS PQUJDBM USBOTJUJPOT� 5IF

UXP CSBODIFT XIJDI CFMPOH UP UZQF 1 BOE 2 $/5T BMTP BMUFSOBUF JO UIFJS SFMBUJWF QPTJUJPOT XJUIJO BO

PQUJDBM USBOTJUJPO USFOE� 'PS FYBNQMF
 &211 > &111 CVU &122 > &222� *U UVSOT PVU UIBU UZQF 	PS NPE


1 WT 2 TFNJDPOEVDUJOH $/5T BSF FYQFDUFE UP IBWF ESBTUJDBMMZ EJஶGFSFOU PQUJDBM CFIBWJPS� 5IJT TUFNT

GSPN UIF GBDU UIBU UIF USBOTJUJPO FOFSHJFT FYJTU BU PQQPTJOH TJEFT PG UIFK QPJOU JO UIF #; GPS UIF UXP

UZQFT PG$/5�"OE BDDPSEJOH UPCPUI UIFPSFUJDBM DBMDVMBUJPO BOE FYQFSJNFOUBM PCTFSWBUJPO
 UIF PQUJDBM

BCTPSQUJPO JT JOIPNPHFOFPVT BSPVOE K� ���
��� 5IJT MJOF PG UIPVHIU CSJOHT VT UP BOPUIFS JNQPSUBOU

PCTFSWBUJPO BOE UIBU JT UIF FYQFSJNFOUBM PQUJDBM USBOTJUJPOT EFWJBUF GSPN UIF UIFPSFUJDBM POF QSFEJDUFE

CZ UJHIU�CJOEJOH UIFPSZ� 5IF CBSF�NJOJNVN UIFPSFUJDBM QSFEJDUJPO GSPN UIF UJHIU�CJOEJOH NPEFM JT�

Eii ≈
2jaccγ0

d
, 	#���


���



	B


	C


	D


'JHVSF #��� 5IF CBOETUSVDUVSFT PG DBSCPO OBOPUVCFT BOE UIFJS DPSSFTQPOEJOH EFOTJUZ PG TUBUFT 	%04
� 5IF ஷ஫STU
UISFF 7BO)PWF TJOHVMBSJUJFT PG FBDI CBOE BOE UIFJS %04 BSF JOEJDBUFE CZ B HSBZ EBTIFE MJOF� 	B
 " [JH�[BH (8, 0)
$/5� 	C
 " DIJSBM NFUBMMJD (8, 2) $/5� 	D
 "O BSNDIBJS (8, 8) $/5�

���



'JHVSF #��� 5IF ,BUBVSB QMPU BOE EFQJDUJPO PG UIF $/5 USBOTJUJPO FOFSHJFT� 5IF ,BUBVSB QMPU JT HFOFSBUFE
GSPN UIF DBMDVMBUJPO PG UJHIU�CJOEJOH UIFPSZ� 5IF QBSBNFUFST BTTVNFE BSF� tOO = 2.9 F7 	UIF OFBSFTU OFJHICPS
IPQQJOH FOFSHZ
 BOE aDD = 0.144 ON 	UIF DBSCPO UP DBSCPO CPOE MFOHUI
 ��� 5IF CMBDL DJSDMFT DPSSFTQPOE UP
UZQF 1 TFNJDPOEVDUJOH $/5T
 UIF CMVF QPJOUT DPSSFTQPOE UP UZQF 2 TFNJDPOEVDUJOH $/5T BOE UIF SFE QPJOUT
DPSSFTQPOE UP NFUBMMJD $/5T� 5IFTF QPJOUT BSF UIF USBOTJUJPO FOFSHJFT PG UBLJOH BO FMFDUSPO GSPN UIF WBMFODF
CBOE UP UIF DPOEVDUJPO CBOE BT TIPXO JO ஷ஫HVSF ���� 5IF ஷ஫STU ஷ஫WF PQUJDBM USBOTJUJPOT BSF MBCFMFE� 5IF TIBEFE
HSFFO BSFB DPSSFTQPOET UP UIF $/5T UIBU PVS 3BZMFJHI TFUVQ DBO TFF�

XIFSF j JT BO JOUFHFS
 XIJDI JT UJFE XJUI
 i
 UIF PQUJDBM USBOTJUJPO OVNCFS
 γ0 JT UIF OFBSFTU OFJHICPS

IPQQJOH QBSBNFUFS
 BOE d JT UIF $/5 EJBNFUFS� 8IFO j = 1, 2, 4, 5... UIF DPSSFTQPOEJOH USBOTJUJPO

FOFSHJFT BSFE11, E22, E33, E44...XIJDI BSF UIF USBOTJUJPO FOFSHJFT GPS TFNJDPOEVDUJOH $/5T� 8IFO

j = 3, 6...
 UIF DPSSFTQPOEJOH USBOTJUJPO FOFSHJFT BSF EM
11 , E

M
22 ... XIJDI BSF UIF USBOTJUJPO FOFSHJFT

GPS NFUBMMJD $/5T� 6Q UP UIF UJNF PG UIJT XSJUJOH
 UIFSF BSF TUJMM POHPJOH FஶGPSUT JO EFTDSJCJOH UIF

PQUJDBM USBOTJUJPOT NPSF BDDVSBUFMZ� 5IF QPTTJCMF DBVTFT GPS EFWJBUJPO BSF FMFDUSPO JOUFSBDUJPOT BOE

���



	B
 	C


'JHVSF #��� ;PPNFE�JO EFOTJUZ PG TUBUFT QMPUT PG 	B
 B (8, 0) TFNJDPOEVDUJOH [JH�[BH DBSCPO OBOPUVCF BOE PG 	C

B (8, 8)NFUBMMJD BSNDIBJS DBSCPO OBOPUVCF� E11, E22, E33 BSF UIF ஷ஫STU UISFF BMMPXFE PQUJDBM USBOTJUJPOT� 5IFTF
BSF UIF FOFSHJFT UIBU BSF SFRVJSFE UP FYDJUF BO FMFDUSPO GSPN UIF WBMFODF CBOE UP UIF DPOEVDUJPO CBOEXIJMF PCFZ�
JOH UIF TFMFDUJPO SVMF� /PUF UIBU UIF NFUBMMJD DBSCPO OBOPUVCF IBT B DPOTUBOU OPO�[FSP EFOTJUZ PG TUBUFT BSPVOE
UIF DIBSHF OFVUSBMJUZ QPJOU BT PQQPTFE UP UIF WBOJTIJOH EFOTJUZ PG TUBUFT JO UIF CBOEHBQ PG B TFNJDPOEVDUJOH
OBOPUVCF�

TQJO�PSCJU DPVQMJOH EVF UP DVSWBUVSF FஶGFDUT� 4P GBS
 SFWJTFE EFTDSJQUJPOT BSF BMM FNQJSJDBM NPEFMT BOE

IFSF XF TUBZ BXBZ GSPN HPJOH JOUP UIF FYQMJDJU FRVBUJPOT� 5IF JOUFSFTUFE SFBEFS JT SFGFSSFE UP UIF DJUFE

SFGFSFODFT���
��
��

*U JT JNQPSUBOU UP OPUF UIBU B NFUBMMJD $/5 TIBSFT UIF TBNF FMFDUSPOJD QSPQFSUJFT BT (S TVDI BT

TVQQSFTTFE CBDLTDBUUFSJOH EVF UP JUT OPO�USJWJBM CFSSZ QIBTF� 8IFO B QBSUJDMF JO B SJHIU NPWJOH TUBUF

TDBUUFST UP B MFG஽ NPWJOH TUBUF
 UIF XBWFGVODUJPO PG UIF MFG஽ NPWJOH QBSUJDMF BDRVJSFT B π/2 QIBTF XIJDI

EFTUSVDUJWFMZ JOUFSGFSFT XJUI UIF JODJEFOU SJHIU NPWJOH QBSUJDMF� 5IJT BHBJO JT POMZ CFDBVTF UIF SJHIU

BOE MFG஽ NPWJOH CSBODIFT BSF PO UIF UXP TJEFT PG UIF %JSBD QPJOU� 5IJT
 IPXFWFS
 EPFT OPU FYUFOE UP

TFNJDPOEVDUJOH$/5T TJNQMZ CFDBVTF UIF MJOF DVU EPFT OPU SVOPWFS UIF%JSBD QPJOU
 XIJDINFBOT UIBU

UIF SJHIU BOE MFG஽ NPWJOH CSBODIFT BSF OPU EJSFDUMZ PO PQQPTJUF TJEFT PG UIF %JSBD QPJOU� 5IJT SFTVMUT

JO B QIBTF MFTT UIBO π/2 XIJDI UIFO MFBET UP B OPO�[FSP CBDLTDBUUFSJOH QSPCBCJMJUZ� 4FF ஷ஫HVSF #�� GPS

���



	B
 	C


'JHVSF #���� -JOF DVUT 	TUSBJHIU CMBDL MJOFT
 PG NFUBMMJD BOE TFNJDPOEVDUJOH DBSCPO OBOPUVCFT JO UIF SFDJQSPDBM
MBUUJDF TQBDF PG HSBQIFOF BOE BSPVOE UIF %JSBD QPJOU 	[PPNFE JO JNBHFT PG UIF DPOUPVS QMPUT GSPN ஷ஫HVSF #��
�
5IF HSFFO MJOF NBSLT UIF #; CPVOEBSZ BOE UIF DPSOFS JT UIF %JSBD QPJOU� 	B
 -JOF DVUT PG B NFUBMMJD $/5XIFSF
XF TFF UIF MJOF DVUT BDSPTT UIF%JSBD DPOF� " CBDLTDBUUFSJOH FWFOU XJMM UBLF B QBSUJDMF GSPN UIF SFE DPMPSFE TUBUF UP
UIF FNQUZ TUBUF BOE UIF SFMBUJWF BOHMF CFUXFFO UIF TUBUFT JTπ 	XJUI UIF%JSBD QPJOU BT UIF SFGFSFODF QPJOU

 XIJDI
XIFO JOTFSUFE JOUP FRVBUJPO "��� ZJFMET B WBOJTIJOH TDBUUFSJOH SBUF
 NFBOJOH UIBU CBDLTDBUUFSJOH JT OPU QPTTJCMF�
	C
 -JOF DVUT PG B TFNJDPOEVDUJOH $/5 XIFSF OP MJOFT DVU BDSPTT UIF %JSBD DPOF� " CBDLTDBUUFSJOH FWFOU JT
DIBSBDUFSJ[FE CZ B OPO�π BOHMF� 5IF CFJHF EPUUFE MJOF JT ESBXO UP IFMQ EJTUJOHVJTI B π BOE OPO�π BOHMF SFMBUJWF
UP UIF %JSBD QPJOU� *O UIJT DBTF
 FRVBUJPO "��� XJMM ZJFME OPO�[FSP XIJDI NFBOT UIFSF DBO CF B CBDLTDBUUFSJOH
SBUF�

B NPSF QJDUPSJBM FYQMBOBUJPO� %VF UP UIJT EJTDSFQBODZ
 NFUBMMJD $/5T EFNPOTUSBUF CBMMJTUJD FMFDUSPO

USBOTQPSU XIJDI SFTVMUT JO QFSGFDU USBOTNJTTJPO BDSPTT UIF $/5
 JO DPOUSBTU UP TFNJDPOEVDUJOH $/5T

UIBU IBWF NVDI IJHIFS SFTJTUBODF JO HFOFSBM�

���



C
0WFSWJFX PG UIF &MFDUSPOJD 5SBOTQPSU PG

$BSCPO /BOPUVCF VBOUVNߕ %PUT

8IFO FMFDUSPOT BSF DPOஷ஫OFE JOUP BO BSFB UIBU JT BSPVOE PS TNBMMFS UIBO JUT 'FSNJ XBWFMFOHUI 	UIF EF�

#SPHMJF XBWFMFOHUI BU UIF 'FSNJ MFWFM
 λF = 2π/kf 

 UIF FMFDUSPOT MPTF UIFJS XBWF�MJLF QSPQFSUZ BOE

FYIJCJU RVBOUJ[BUJPO FஶGFDUT� 5IJT NBLFT TFOTF CFDBVTF SPVHIMZ TQFBLJOH UIF FMFDUSPOT BSF VOBCMF UP

DPNQMFUF B GVMM QFSJPEPG BOPTDJMMBUJPO 	TUSJDUMZ TQFBLJOH UIJT JT OPU OFDFTTBSJMZ UIF DBTF CVUXIBU GPMMPXT

TUJMM IPMET
� VBOUJUJFTߕ MJLF XBWFMFOHUI BOE QIBTF
 XIJDI BSF FTTFOUJBM UP CSJOH PVU XBWF�JOUFSGFSFODF

���



FஶGFDUT
 BSF OP MPOHFS ஷ஫U EFTDSJQUJPOT� 5IF RVBOUVN EPU JT B DBTF XIFSF FMFDUSPOT BSF DPOஷ஫OFE JO BMM

EJNFOTJPOT
 FஶGFDUJWFMZ SFOEFSJOH JU BO BSUJஷ஫DBM BUPN� 5IFTF FMFDUSPOT GPSN CPVOE 	PS SFTPOBOU
 MP�

DBMJ[FE
 TUBUJPOBSZ
 TUBUFT BOE FYIJCJU EJTDSFUF FOFSHZ MFWFMT
 MJLF BO BUPN� 4VDI JT DBMMFE UIF RVBOUVN

DPOஷ஫OFNFOU FஶGFDU� .PSF UP UIJT JT UIBU BT B DPOEVDUJOH PCKFDU TJ[F TISJOLT
 JUT DBQBDJUBODF XJUI JUT TVS�

SPVOEJOHT CFDPNFT TNBMMFS� "T UIJT IBQQFOT
 UIF FMFDUSPOT JO UIF PCKFDU CFDPNF MFTT TVTDFQUJCMF UP UIF

POHPJOHT PG UIF PVUTJEF XPSME BOE JOTUFBE GFFM UIF QSFTFODF PG JUT OFJHICPVSJOH FMFDUSPOT NVDI NPSF

TUSPOHMZ� 5IJT SFTVMUT JO BO JODSFBTFE $PVMPNC FஶGFDU XIJDI DBVTFT FMFDUSPOT UP CFDPNF NVDI NPSF

DPSSFMBUFE XJUI POF BOPUIFS� $POTFRVFOUMZ
 UIF FMFDUSPOJD USBOTQPSU PG UIF TZTUFN JT FYQFDUFE UP CF

ESBTUJDBMMZ VODPOWFOUJPOBM� *O UIJT BQQFOEJY
 XF XJMM DPWFS UIF LFZ QSPQFSUJFT BT XFMM BT UIF TJHOBUVSF

CFIBWJPST PG B RVBOUVN EPU�

$�� $ৡৠ৘৛ৠ৛ৠ৙ ০৚ৗ &৞ৗ৕০৤ৡৠ৥ ৛ৠ ৓ $৓৤৔ৡৠ /৓ৠৡ০১৔ৗ &২ৗৠ .ৡ৤ৗ

5IF DBSCPO OBOPUVCF 	$/5
 BMSFBEZ DPOஷ஫OFT FMFDUSPOT UP POF EJNFOTJPO 	1%
 BOE BT B SFTVMU UIF

FMFDUSPOJD FOFSHJFT BSF B TFU PG 1% TVCCBOET BT XF TBX JO BQQFEJY #��� 5IF SFNBJOJOH USBOTMBUJPOBMMZ�

JOWBSJBOU BYJT
 UIF MPOHJUVEJOBM EJSFDUJPO PG UIF DBSCPO OBOPUVCF
 DBO BMTP CF DPOஷ஫OFE JO XIJDI DBTF

UIF 1% FOFSHZ TVCCBOET XJMM BMTP CFDPNF EJTDSFUJ[FE� 5IF NFUIPE PG DPOஷ஫OFNFOU JT OBUVSBMMZ EPOF

UISPVHI MBZJOH FMFDUSJDBM DPOUBDUT EPXO POUP UIF $/5� *O UIF DBTF XIFSF UIFTF DPOUBDUT BSF OPU USBOT�

QBSFOU
 JU CFDPNFT EJஶஷ஫DVMU GPS FMFDUSPOT UP IPQ JO BOE PVU PG UIF $/5� #Z JODSFBTJOH UIJT EJஶஷ஫DVMUZ


UIF FMFDUSPOT FWFOUVBMMZ CFIBWF BT UIPVHI UIFZ BSF DPOஷ஫OFE XJUIJO UIF TQBDF CFUXFFO UIF DPOUBDUT


J�F� UIFZ UFOE UP MJWF JO UIF $/5 MPOHFS UIBO UIF SBUF BU XIJDI UIFZ FOUFS BOE MFBWF UIF $/5
 BOE

UIJT JOFWJUBCMZ NFBOT UIF FMFDUSPOT XJUIJO UIF $/5 XJMM GFFM FBDI PUIFS NVDI NPSF 	B NPSF RVBOUJUB�

UJWF EFTDSJQUJPO XJMM GPMMPX
� #FDBVTF UIF MPOHJUVEJOBM VOJU XBWFWFDUPS GPMMPXT UIF VTVBM XBWFWFDUPS

���



DPOEJUJPO GPS B QBSUJDMF�JO�B�CPY QSPCMFN XIJDI JT

∆k|| =
π

L
, 	$��


XIFSF L JT UIF DPOஷ஫OFNFOU MFOHUI PG UIF $/5
 XF TFF UIBU BT L TISJOLT
 UIF EJTDSFUF OBUVSF PG UIF

XBWFWFDUPS CFDPNFT NPSF BQQBSFOU� $POTFRVFOUMZ
 JG XF MPPL BU B $/5 XJUI B MJOFBS EJTQFSTJPO 	BOZ

NFUBMMJD $/5 PS B EFHFOFSBUFMZ EPQFE $/5 XIFSF FWFO B TFNJDPOEVDUJOH $/5 SFDPWFST JUT MJOFBS

EJTQFSTJPO

 UIF FOFSHZ TQFDUSVN BMTP CFDPNFT EJTDSFUJ[FE JOUP VOJUT PG FOFSHZ�

∆εDPOG = !vF∆k|| =
!vFπ
L

. 	$��


5IJT JT DBMMFE UIF DPOஷ஫OFNFOU FOFSHZ XIJDI JT B EJSFDU SFTVMU PG UIF MPOHJUVEJOBM DPOஷ஫OFNFOU PG UIF

$/5� 5IFSF BSF QPJOUT UP NBLF IFSF� 'JSTU
 UIJT JT POMZ BO BQQSPYJNBUJPO PG UIF DPOஷ஫OFNFOU FOFSHZ�

*O SFBMJUZ UIF DPOஷ஫OFNFOU FOFSHZ EFQFOET B MPU PO UIF UZQF PG DPOஷ஫OFNFOU� 'PS FYBNQMF
 UIFSF DBO

CF IBSE BOE TPG஽ DPOஷ஫OFNFOU BOE FBDI ZJFMET EJஶGFSFOU DPOஷ஫OFNFOU FOFSHJFT� 5IF BCPWF FYQSFTTJPO

JT POMZ VTFE UP SPVHIMZ ஷ஫OE PVU UIF MFOHUI PG UIF $/5 RVBOUVN EPU BOE JT CFTU TVJUFE GPS IBSE DPO�

ஷ஫OFNFOU 	FOTVSJOH UIF BDDVSBDZ PG UIF NPNFOUVN EJTDSFUJ[BUJPO DPOEJUJPO
 BOE XIFO UIF $/5 IBE

B MJOFBS EJTQFSTJPO QSJPS UP EJTDSFUJ[BUJPO BT TVHHFTUFE BCPWF� #VU FWFO TP
 UIFSF BSF FBSMZ FYQFSJNFOUBM

SFQPSUT UIBU TVHHFTU VOEFS IBSE DPOஷ஫OFNFOU BOE GPS MJOFBS EJTQFSTJPO UIF DPOஷ஫OFNFOU FOFSHZ HPFT

BT∆εDPOG ≈ !vF /2L JOTUFBE���
��
�� 4FDPOE
 UIF OBUVSBM UIPVHIU PG B RVBOUVN EPU DBO NJTMFBE POF

UP UIJOL UIBU JU IBT UP CF RVBTJ�[FSP EJNFOTJPOBM
 J�F�
 DPOஷ஫OFE BOE FRVBMMZ TNBMM JO BMM EJNFOTJPOT�

5IJT JT WBHVF� 3FHBSEJOH DPOஷ஫OFNFOU UIFSF JT B SPVHI DPOEJUJPO UIBU DFSUBJOMZ OFFET UP CF GVMஷ஫MMFE

	BEESFTTFE JO UIF OFYU TFDUJPO
� "T GPS UIF TNBMMOFTT؝ UIJT JT XIFSF UIF BNCJHVJUZ DPNFT JO BT TJ[FT BSF

BMM SFMBUJWF� *O MJUFSBUVSF
 POF XPVME PG஽FO TFF UIF UFSN 1% RVBOUVN EPU XIJDI JT TPNFUJNFT MBCFMFE

���



TFNJ�JOBQQSPQSJBUFMZ BT B RVBOUVNXJSF� 8IBU B1%RVBOUVNEPUNFBOT JT UIBU FMFDUSPOT BSF DPOஷ஫OFE

JO BMM EJSFDUJPOT CVU UIF BTQFDU SBUJP PG UIF DPOஷ஫OFE TQBDF JT BT UIPVHI JU XFSF 1%� " $/5 RVBOUVN

EPU JT BMNPTU BMXBZT VTFE BT B 1% RVBOUVN EPU� 5IJT JT CFDBVTF UIF MPOHJUVEJOBM DPOஷ஫OFNFOU MFOHUI

JT IBSEMZ FWFS BT TNBMM BT JUT UZQJDBM EJBNFUFS PG 1ON� "OE UIJT CSJOHT VT UP UIF UIJSE QPJOU� 5IF $/5

EFWJDFT JO UIJT UIFTJT BSF BMM MPOHFS UIBO∼ 200ON� 5IJT HJWFT VT∆εDPOG # 1NF7� "T XF XJMM TFF WFSZ

TPPO
 UIF DIBSBDUFSJTUJD FOFSHZ JO B RVBOUVN EPU TZTUFN JT UIF DIBSHJOH FOFSHZ 	εC 
 BOE JU JT UZQJDBMMZ

UFOT PG NF7 XIJDI JT NVDI HSFBUFS UIBO UIF DPOஷ஫OFNFOU FOFSHZ� "T B SFTVMU
 UIF DPOUSJCVUJPO GSPN

∆εDPOG JT SFMBUJWFMZ JOTJHOJஷ஫DBOU JO UIF XPSL QSFTFOUFE JO UIJT UIFTJT�

'PMMPXJOH VQ CSJFஸ஼Z UIF TFDPOE QPJOU
 UIFSF JT B TVCUMF EJTUJODUJPO CFUXFFO B 1%RVBOUVN EPU BOE

B RVBOUVNXJSF� 'JSTU
 B RVBOUVNEPUNFBOT UIBU UIF QBSUJDMFءT NPUJPO JT RVBOUJ[FE JO BMM UISFF EJNFO�

TJPOT TVDI UIBU dkxdkydkz → ∆kx∆ky∆kz XIFSFBT B RVBOUVNXJSFNFBOT UIBU JUءT RVBOUJ[FE POMZ

JO UXP EJNFOTJPOT TVDI UIBU dkxdkydkz → ∆kx∆kydkz � 5IF OVBODF PG B 1% RVBOUVN EPU JT UIBU

JU JT JOIFSFOUMZ B RVBOUVN XJSF CVU UIF FMFDUSPOT JO UIF VORVBOUJ[FE EJSFDUJPO JT DPOஷ஫OFE UP UIF FY�

UFOUXIFSF UIF EJTDSFUF OBUVSF PG UIF QBSUJDMFT DPNF PVU 	XF TIBMM TFF IPX UIJT BSJTFT JO UIF OFYU TFDUJPO
�

5IF 1% RVBOUVN EPU JT TJNQMZ VTFE UP IJHIMJHIU UIF BOJTPUSPQZ PG UIF TZTUFN ZFU TUJMM BDDPVOUJOH GPS

UIF GBDU UIBU UIF TZTUFN TUJMM EJTQMBZT $PVMPNC CMPDLBEF�

$�� $ৡৠ৖৛০৛ৡৠ৥ ০ৡ 'ৡ৤য় ৓ৠ৖ %ৗ০ৗ৕০ ৓ 2১৓ৠ০১য় %ৡ০

5IF EJTDSFUF OBUVSF PG UIF FMFDUSPOT 	RVBOUJ[FE QBDLFUT PG DIBSHF
 JT OPU TP FBTZ UP PCTFSWF� 5P TFF UIJT

EJTDSFUF OBUVSF JT UBOUBNPVOU UP SFBMJ[JOH B RVBOUVN EPU XIFSF DIBSHFT BSF POMZ BMMPXFE UP NPWF JO

BOE PVU POF CZ POF� "TNFOUJPOFE FBSMJFS
 UIF DPOEJUJPO UP GVMஷ஫MM JTL # λF 
 XIFSFL EFOPUFT TBNQMF

TJ[F� #VU UIJT JO SFBMJUZ JT RVJUF USJDLZ UP BDIJFWF� )PX EP XFNBJOUBJO UIJT DPOEJUJPO XIJMF FMFDUSJDBMMZ

SFBEJOH PVU UIF TUBUF PG UIF TZTUFN &MFDUSJDBMMZ BDDFTTJOH B RVBOUVN EPU JOFWJUBCMZ NFBOT BUUBDIJOH

���



	B
 	C


'JHVSF $��� 4DIFNBUJD PG B RVBOUVN EPU EFWJDF 	TJOHMF FMFDUSPO USBOTJTUPS
� 	B
 5IF DJSDVJU PG B RVBOUVN EPU
EFWJDF� )FSF
 T
 E BOE H DPSSFTQPOE UP TPVSDF
 ESBJO BOE HBUF SFTQFDUJWFMZ� 2% 	CMVF JTMBOE
 JT UIF RVBOUVN EPU�
'PSNBUIFNBUJDBM DPOWFOJFODF
 JOEJDFT BSF BTTJHOFE BT \2%
 T
 E
 H^→ {0, 1, 2, 3}� 5IF SFTJTUPS BOE DBQBDJUPS JO
QBSBMMFM JT B MVNQFE FMFNFOU UIBU SFQSFTFOUT UIF FMFDUSJDBM DPOUBDUT PG UIF TPVSDF BOE ESBJOXJUI UIF RVBOUVNEPU�
	C
 4&. JNBHF PG B SFBM DBSCPO OBOPUVCF RVBOUVN EPU EFWJDF� *U JT TJNQMZ B $/5 XJUI FMFDUSJDBM MFBET QMBDFE
PO UPQ� 5IF EFWJDF MFOHUI JT -� 5IF TPVSDF BOE ESBJO DPOUBDUT IBWF DIBSBDUFSJTUJD SFTJTUBODFT BOE DBQBDJUBODFT�
5IF HBUF GPS UIJT EFWJDF JT B HMPCBM CBDLHBUF UIBU DPNFT GSPN UIF EPQFE 4J VOEFSOFBUI UIF 4J02 TVCTUSBUF XIJDI
UIF EFWJDF SFTUT PO�

NBDSPTDPQJD TJ[FE FMFDUSJDBM DPOUBDUT UP UIF TZTUFN XIJDI XJMM UIFO EFTUSPZ UIF DPOEJUJPO POF TFU PVU

UP TBUJTGZ� 5IJT
 BT JU UVSOT PVU
 JT OPU OFDFTTBSJMZ UIF DBTF BT MPOH BT

hΓ < εC , 	$��


XIFSF h JT 1MBODLءT DPOTUBOU
 Γ JT UIF FMFDUSPO UVOOFMJOH SBUF CFUXFFO UIF FMFDUSJDBM DPOUBDU BOE UIF

RVBOUVN EPU BOE εC JT UIF DIBSHJOH FOFSHZ PG UIF RVBOUVN EPU� 5IF JEFB JT UIBU JG UIF FMFDUSPOT

IBWF B IBSE UJNF MFBWJOH UIF RVBOUVN EPU
 IFODF IBWJOH BO FYUSFNFMZ MPX SBUF PG UVOOFMJOH
 UIFZ BSF

FஶGFDUJWFMZ DPOTJEFSFE USBQQFE JO UIF RVBOUVN EPU� #VU XIBU JT DPOTJEFSFE MPX FOPVHI "T TVHHFTUFE

CZ FRVBUJPO $��
 UIJT UISFTIPME JT EFUFSNJOFE CZ εC 
 UIF DIBSHJOH FOFSHZ�

���



$���� $৚৓৤৙৛ৠ৙ &ৠৗ৤৙৫

8F LOPX UIBU UIF OVNCFS PG DIBSHFT JO B IJHIMZ NFUBMMJD PCKFDU 	J�F� XJUI MBSHF EFOTJUZ PG TUBUFT IFODF

BMMPXJOH POF UP TBGFMZ OFHMFDU UIF FஶGFDUT GSPN RVBOUVN DBQBDJUBODF
 JT EFUFSNJOFE CZ JUT HFPNFUSJDBM

DBQBDJUBODF XJUI JUT TVSSPVOEJOHT UISPVHI�

Q = Nq = CV, q =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

e V ≥ 0

−e V < 0

, 	$��


XIFSF Q JT UIF UPUBM DIBSHF
 N JT UIF UPUBM OVNCFS PG DIBSHFT
 q JT UIF FMFNFOUBSZ DIBSHF
 e = |e| =

+1.602176634×10−19 $ JT UIF QIZTJDBM DPOTUBOU GPS BO FMFNFOUBSZ DIBSHF 	XSJUUFO JO B XBZ UP TUSFTT

UIBU JU SFQSFTFOUT B QPTJUJWF DIBSHF WBMVF

C JT UIF UPUBM HFPNFUSJDBM 	PS DMBTTJDBM
 DBQBDJUBODF CFUXFFO

UIF PCKFDU PG JOUFSFTU BOE JUT TVSSPVOEJOHT
 BOEV JT UIF FMFDUSJD QPUFOUJBM EJஶGFSFODF PS WPMUBHF CFUXFFO

UIF PCKFDU BOE JUT TVSSPVOEJOHT� /PX MFU VT DPOTJEFS B TNBMM DPOEVDUJOH JTMBOE UIBU JT DBQBDJUJWFMZ

DPVQMFE UP UIF PVUTJEF XPSME� "TTVNJOH UIBU UIF PVUTJEF XPSME JT UIF HSPVOE SFGFSFODF
 UIF UPUBM

FMFDUSPTUBUJD FOFSHZ 	B UZQF PG QPUFOUJBM FOFSHZ
 PG UIF PCKFDU SFMBUJWF UP HSPVOE JT TJNQMZ UIF TVN PG

UIF FOFSHZ PG BMM UIF DIBSHFT IFME BU B TQFDJஷ஫D QPUFOUJBM�

UE =

∫ Q

0
dq′V (q′)

=
Q2

2C
,

	$��


XIFSFXFIBWFNBEF VTF PG FRVBUJPO$��� )FSF
 dq′ = |e|dN ′ BOEN ′ JT B EVNNZWBSJBCMF GPS OVNCFS

PG DIBSHFT� 5IF DIBSHJOH FOFSHZ JT DPOWFOUJPOBMMZ EFஷ஫OFE BT UIF FOFSHZ SFRVJSFE UP DIBSHF BO PCKFDU

���



XJUI KVTU POF FMFNFOUBSZ DIBSHF BOE JU JT�

εC ≡ dUE

dN

∣∣∣∣
N=1

= N
e2

C

∣∣∣∣
N=1

=
e2

C
. 	$��


5IF DIBSHJOH FOFSHZ JT BO FOFSHZ TDBMF UIBU SPVHIMZ UFMMT VT IPX NVDI FOFSHZ JT OFFEFE UP PWFSDPNF

UIF FMFDUSPTUBUJD CBSSJFS 	UIF $PVMPNC SFQVMTJPO GSPN BMM UIF PUIFS FYJTUJOH FMFDUSPOT JT POF CJH GBDUPS


JO PSEFS GPS UIF OFX FMFDUSPO UP CFDPNF BDDFQUFE JO UIF UIF TNBMM DPOEVDUJOH JTMBOE� *G UIF DBQBDJUBODF

CFUXFFO UIF JTMBOE BOE JUT TVSSPVOEJOH JT WFSZ TNBMM
 NFBOJOH UIBU UIF JTMBOE JT JO B TFOTF WFSZ EJTUBOU

GSPN UIF PVUTJEF XPSME
 JU CFDPNFT EJஶஷ஫DVMU UP USBOTGFS BO FMFDUSPO JO�

$���� 5৚ৗ 5৛য়ৗ 4৕৓৞ৗ ৡ৘ &৞ৗ৕০৤ৡৠ .ৡ২ৗয়ৗৠ০

*O B TNBMM DPOEVDUJOH JTMBOE UIBU JT DPVQMFE UP UIF PVUTJEF XPSME BT TIPXO JO ஷ஫HVSF $��
 UIFSF BSF UIF

TPVSDF BOE ESBJO DPOUBDUT XIJDI IBWF EFஷ஫OJOH SFTJTUBODFT BOE DBQBDJUBODFT� 0O UPQ PG UIPTF
 UIFSF JT

BMTP B CBDLHBUF UIBU JT POMZ DBQBDJUJWFMZ DPVQMFE UP UIF RVBOUVNEPU� *NBHJOF JO UIJT DBTF JG POFXFSF UP

DIBSHF UIF RVBOUVN EPU CZ TFOEJOH POF FYUSB FMFDUSPO JOUP UIF JTMBOE
 OPSNBMMZ UIF UJNF JU XPVME UBLF

GPS BO PCKFDU UP CF DIBSHFE DPOUJOVPVTMZ UP B DFSUBJO WPMUBHF JT HJWFO CZ B DIBSBDUFSJTUJD DIBSHJOH UJNF


UIF τ = RC UJNF DPOTUBOU 	UIF TBNF UJNF BQQMJFT GPS EJTDIBSHJOH

 XIFSF R BOE C BSF UIF MVNQFE

	UIF UPUBM SFQSFTFOUBUJWF
 SFTJTUBODF BOE DBQBDJUBODF PG UIF TZTUFN SFTQFDUJWFMZ� )PXFWFS
 IFSF XF BSF

EFBMJOH XJUI B EJTDSFUF DIBSHF XIFSF FJUIFS UIF DIBSHF JT JO UIF RVBOUVN EPU PS OPU؝ UIFSF JT OP JO

CFUXFFO� 4PNPSF BDDVSBUFMZ
 UIJT UJNF DPOTUBOU τ SFQSFTFOUT UIF UJNF GSBNF CFUXFFO FWFOUT XIJDI XF

SFMBCFM BT∆t� "OPUIFSXBZ PG TBZJOH UIJT JO UIF DPOUFYU PG B RVBOUVNEPU JT� ∆t SFQSFTFOUT UIF BWFSBHF

UJNF BO FMFDUSPO TQFOET JEMF FJUIFS JOTJEF PS PVUTJEF UIF RVBOUVNEPU CFGPSFNBLJOH B TUBUJTUJDBM BDUJPO

UP FJUIFS TXJUDI TUBUFT PS TUBZ QVU� 4VDI JT UIF DPOTUJUVUJPO PG RVBOUVNNFDIBOJDT XIFSF NJDSPTDPQJD

���



FWFOUT BSF QSPCBCJMJTUJD� "O FMFDUSPO 	JG VOEJTUVSCFE
 DBOOPU EFUFSNJOJTUJDBMMZ CF BU B DFSUBJO TUBUF CVU

JT POMZ FYQFDUFE UP CF JO B DFSUBJO TUBUF XJUI TPNF EFHSFF PG VODFSUBJOUZ� 5IJT VODFSUBJOUZ JT HJWFO CZ

UIF FOFSHZ�UJNF VODFSUBJOUZ SFMBUJPO�

∆ε∆t ≥ !
2
. 	$��


5IJT SFMBUJPO TUBUFT UIBU UIFSF FYJTUT BNJOJNVNFOFSHZ VODFSUBJOUZ∆ε GPS B HJWFO UJNF GSBNF∆t� 5IF

MPOHFS UIF UJNF GSBNF
 UIF MPXFS UIF FOFSHZ VODFSUBJOUZ� *O UIF DBTF PG B RVBOUVN EPU
 UIJT UJNF GSBNF

JT HJWFO CZ UIFRC UJNF DPOTUBOU BOE TP TVCTUJUVUJOH∆t = RC 
 XF HFU GPS UIF NJOJNVN JO FOFSHZ

VODFSUBJOUZ�

∆εNJO =
!

2RC
. 	$��


5IJT JT UIF FOFSHZ XJOEPX UIF FMFDUSPO DBO GBMM JOUP BSPVOE JUT FYQFDUFE FOFSHZ WBMVF� 5IF MPOHFS∆t

JT
 UIF NPSF EFஷ஫OFE BOE BDDVSBUF POF DBO LOPX BCPVU UIF FMFDUSPOءT FOFSHZ� 8F DBO QVU UIJT JOUP B

NPSF QIZTJDBM 	DMBTTJDBM
 DPOUFYU� UIF FMFDUSPO TQFOETRC BNPVOU PG UJNF JO B HJWFO TUBUF
 BG஽FS XIJDI


JU GBDFT B DFSUBJO QSPCBCJMJUZ PG FJUIFS NPWJOH BXBZ PS TUBZJOH QVU� *GRC JT MBSHF
 UIF FMFDUSPO TQFOET

B TJHOJஷ஫DBOU BNPVOU PG UJNF MPDBMJ[FE JO B TUBUF
 XIJDI UIFO FOBCMFT BO PCTFSWFS UP NPSF FBTJMZ TQPU

TBJE FMFDUSPO
 IFODF JODSFBTJOH UIF DFSUBJOUZ� 0O UIF PUIFS IBOE
 JG RC JT TNBMM
 UIF FMFDUSPO TQFOET

FTTFOUJBMMZ OP UJNF JO BOZ HJWFO TUBUF BOE UIJT USBOTMBUFT UP FMFDUSPOT ஸ஼PXJOH GSFFMZ JO BOE PVU PG UIF

RVBOUVNEPU� 5IF FMFDUSPOT BSF OFWFS
 OPU FWFO GPS B CSJFGNPNFOU
 USBQQFE JOTJEF JU� "T UIF PCTFSWFS


XF DBO OFWFS UFMM FYBDUMZ JG UIF FMFDUSPO JT FWFS UIFSF� 5IJT JT B SFஸ஼FDUJPO PG IJHI VODFSUBJOUZ�

$���� 5৚ৗ 3ৗ৥৛৥০৓ৠ৕ৗ 3ৗଂ১৛৤ৗয়ৗৠ০ ০ৡ 'ৡ৤য় ৓ 2১৓ৠ০১য় %ৡ০

-FU VT OPX QVU XIBU XF IBWF MFBSOU BMM UPHFUIFS� 5P TFF UIF RVBOUJ[BUJPO PG FMFDUSPO CFIBWJPS DPNJOH

GSPN UIF DIBSHJOH FOFSHZ 	XIJDI JT UIF FOFSHZ OFFEFE UP PWFSDPNF UIF FMFDUSPTUBUJD CBSSJFS UP BEE

���



BO JOEJWJEVBM FMFDUSPO

 UIF FMFDUSPO FOFSHZ VODFSUBJOUZ DBOOPU NBTL UIF DIBSHJOH FOFSHZ 	PUIFSXJTF

FMFDUSPOT XJMM KVTU NPWF SBOEPNMZ JO BOE PVU BT UIPVHI UIFSF XFSF OP CBSSJFS
� IFODF
 POF DPOEJUJPO

UIBU NVTU CF TBUJTஷ஫FE UP SFBMJ[F B RVBOUVN EPU JT�

εC =
e2

C
≫ ∆εNJO =

!
2RC

. 	$��


5IJT DPOEJUJPO DBO CF BQQSPYJNBUFMZ SFXSJUUFO JO UFSNT PG B GBNJMJBS QIZTJDBM DPOTUBOU�

R ≫ h

e2
≡ RQ. 	$���


RQ JT UIF RVBOUVN PG SFTJTUBODF XIJDI IBT UIF WBMVF PG RQ = 25.812807557(18) LΩ� 8F SFNJOE

UIF SFBEFS UIBU UIJT DPOEJUJPO JT RVBMJUBUJWF 	XF IBWF JOEJTDSJNJOBUFMZ UBLFO BXBZ B GBDUPS PG π UP BSSJWF

BU UIF GPSN BCPWF CVU UIJT JT JODPOTFRVFOUJBM EVF UP UIF RVBMJUBUJWF OBUVSF PG UIF DPOEJUJPO
� 8F DBO

OPX HP CBDL UP FRVBUJPO $��
 XIFSF XF DBO JOGFS Γ ∼ 1/τ � 5IF RVFTUJPO PG IPX MPX PG B UVOOFMJOH

SBUF JT SFRVJSFE UP PCTFSWF B RVBOUVN EPU JT OPX RVBMJUBUJWFMZ BOTXFSFE 	JO UFSNT PG SFTJTUBODF
� UIF

DPOUBDU SFTJTUBODF UP UIF RVBOUVN EPU NVTU CF NVDI MBSHFS UIBO UIF JOUSJOTJD RVBOUVN PG SFTJTUBODF

PG B TJOHMF DIBSHF DBSSJFS DIBOOFM�

$���� 5৚ৗ 5ৗয়ৢৗ৤৓০১৤ৗ 3ৗଂ১৛৤ৗয়ৗৠ০ ০ৡ 'ৡ৤য় ৓ 2১৓ৠ০১য় %ৡ০

*G CFJOH BCMF UP EJTDFSO BOE SFTPMWF UIF DIBSHJOH FOFSHZ JTXIBU VMUJNBUFMZ EJDUBUFTXIFUIFSXF TFF TJOHMF

FMFDUSPO CFIBWJPS
 UIFO BOPUIFS BOPUIFS FOFSHZ UIBU DBO NBTL DIBSHJOH FOFSHZ JT UIFSNBM TNFBSJOH�

5FNQFSBUVSF NVTU CF MPX FOPVHI TVDI UIBU FMFDUSPOT DBOOPU CF UIFSNBMMZ BDUJWBUFE BOE CF BJEFE UP

���



PWFSDPNF UIF DIBSHJOH FOFSHZ� 4P BOPUIFS DPOEJUJPO UIBU NVTU CF GVMஷ஫MMFE UP IBWF B RVBOUVN EPU JT�

kBT < εC . 	$���


$�� $ৡ১৞ৡয়৔ #৞ৡ৕ঢ়৓৖ৗ

5IF TJHOBUVSF GFBUVSF PG B RVBOUVN EPU JT UIF $PVMPNC CMPDLBEF XIJDI SFGFST UP JOEJWJEVBM DIBSHFT

CFDPNJOH CMPDLFE GSPN HPJOH JO PS PVU PG UIF TNBMM NFUBMMJD JTMBOE� 5IF TJNQMFTU NPEFM UIBU EF�

TDSJCFT UIJT QIFOPNFOPO JT UIF DPOTUBOU JOUFSBDUJPO NPEFM XIJDI BTTVNFT UIF UPUBM FOFSHZ PG UIF TZT�

UFN JT QVSFMZ PG DPNQPTFE PG TJOHMF QBSUJDMF FOFSHJFT 	εi
 BOE UIF FMFDUSPTUBUJD FOFSHZ PG UIF EPU 	UE


BOE OPUIJOH NPSF 	TP XF BSF OFHMFDUJOH UIF FOFSHZ BSJTJOH GSPN PUIFS FMFDUSPO DPSSFMBUJPOT CFTJEFT

$PVMPNC SFQVMTJPO
� 8SJUUFO PVU UIF UPUBM FOFSHZ BT B GVODUJPO PG OVNCFS PG QBSUJDMFT 	/
 JO UIF EPU

JT HJWFO CZ�

ε(N) =
N∑

i=1

εi + UE(N). 	$���


5IF TJOHMF QBSUJDMF FOFSHJFT BSF HJWFO CZ UIF RVBOUJ[FE EJTQFSTJPO SFMBUJPO EVF UP DPOஷ஫OFNFOU FஶGFDUT

BOE TP TJNQMJTUJDBMMZ UIF EJஶGFSFODF CFUXFFO UIF TJOHMF QBSUJDMF FOFSHJFT JT FRVJWBMFOU UP UIF DPOஷ஫OFNFOU

FOFSHZ 	εi−εi−1 = ∆εDPOG
� 'PS UIF $/5
 JUNFBOT UIBU UIF EJTQFSTJPO SFMBUJPO 	EFUBJMFE JO BQQFOEJY

#��
 JT JNQPTFE XJUI UIF NPNFOUVN SFTUSJDUJPO TVDI BT FRVBUJPO $��� 5VSOJOH UP UIF FMFDUSPTUBUJD

FOFSHZ
 JU XJMM CF NPSF VTFGVM UP EFTDSJCF UIF FOFSHZ JO UFSNT PG UIF FYQFSJNFOUBM LOPCT JO PVS EFWJDF�

'PS BO BDUVBM FMFDUSPOJD EFWJDF MJLF UIF POF TIPXO JO ஷ஫HVSF $��
 UIF TPVSDF
 ESBJO BOE HBUF XJMM FBDI

DPOUSJCVUF UP UIF FMFDUSPTUBUJD QPUFOUJBM PG UIF EPU WJB UIFJS SFTQFDUJWF DBQBDJUBODF� -PPLJOH BU UIF

DIBSHFT ஷ஫STU�

Qi =
∑

j

CijVj . 	$���


���



)FSFXF IBWF EFDPNQPTFE UIF DPOUSJCVUJPOT GSPN FBDI FMFDUSJDBM PCKFDU MBCFMFE CZ TVCTDSJQUT {i, j} =

{0, T
 E
 H} ⇔ {0, 1, 2, 3} XIJDI EFOPUF EPU
 TPVSDF
 ESBJO BOE HBUF SFTQFDUJWFMZ� Qi JT UIFO FRVBM UP

UIF DIBSHF JO PCKFDU i� #FDBVTF XF BSF JOUFSFTUFE JO UIF EPU JUTFMG
 UIF UPUBM DIBSHF JO UIF EPU JT UIFO�

Q0 = C00V0 +
3∑

j=1

C0jVj , 	$���


XSJUUFO JO TVDI B XBZ UP TFF UIF GPMMPXJOH TUFQ FBTJFS� 5P VMUJNBUFMZ ஷ஫OE UIF FMFDUSPTUBUJD QPUFOUJBM PG

UIF EPU
 XF JTPMBUF V0�

V0 =
Q0 −

∑3
j=1C0jVj

C00
. 	$���


C00 JT DBMMFE UIF TFMG DBQBDJUBODF BOE CFDBVTF PG DPOTFSWBUJPO PG DIBSHF
 C00 = −
∑3

j=1C0j � /PX

GPMMPXJOH FRVBUJPO $�� XF DBO DPNQVUF UIF FMFDUSPTUBUJD FOFSHZ�

UE =

∫ Q

0
dQ0V0(Q0)

=
Q2

2C00
−Q

∑3
j=1C0jVj

C00

	$���


5IF UPUBM FOFSHZ XSJUUFO JO UFSNT PG DIBSHF OVNCFS 	TVCTUJUVUJOHQ = Ne
 JT UIFO�

ε(N) =
N∑

i=1

εi +
e2N2

2C00
− eN

3∑

j=1

C0j

C00
Vj 	$���


5IF OFYU RVBOUJUZ PG JOUFSFTU JT UIF FMFDUSPDIFNJDBM QPUFOUJBM
 XIJDI JT UIF DIBOHF JO FOFSHZ PG UIF

TZTUFN XIFO BEEJOH BO FMFDUSPO 	UBLJOH JOUP BDDPVOU CPUI TJOHMF QBSUJDMF BOE FMFDUSPTUBUJD FOFSHJFT
�

#FDBVTF PG UIF EJTDSFUF OBUVSF PG UIF FOFSHZ MFWFMT
 UIJT RVBOUJUZ JT DBMDVMBUFE UISPVHI B TVCUSBDUJPO

���



CFUXFFO UIF TZTUFNءT FOFSHZ CFGPSF BOE BG஽FS UIF QBSUJDMF BEEJUJPO�

µE(N) = ε(N)− ε(N − 1)

= εN +
e2

C00

(
N − 1

2

)
+ e

3∑

j=1

C0j

C00
Vj

= εN +
e2

C00

(
N − 1

2

)
− e

3∑

j=1

αjVj .

	$���


µE EFOPUFT FMFDUSPDIFNJDBM QPUFOUJBM 	µ EFOPUFT DIFNJDBM QPUFOUJBM
� /PUF UIBU UIJT JTOءU UIF TBNF BT

UIF DIFNJDBM QPUFOUJBM PG B TZTUFN XIJDI JT UZQJDBMMZ HJWFO CZ UIF TJOHMF QBSUJDMF FOFSHZ PG UIF IJHIFTU

PDDVQJFE TUBUF� 5IF TVCUMFUZ JO UIFJS EJஶGFSFODF MJFT JO UIF GBDU UIBU UIF FMFDUSPDIFNJDBM QPUFOUJBM BD�

DPVOUT GPS UIF FMFDUSPTUBUJD DPNQPOFOU XIJDI GPS B RVBOUVN EPU JT BU UIF DPSF PG JUT EFTDSJQUJPO BOE

DBO OPU CF BU BMM OFHMFDUFE� *G POF XFSF UP POMZ UBML BCPVU UIF DIFNJDBM QPUFOUJBM
 UIFO UIF DIFNJDBM

QPUFOUJBM PG UIF RVBOUVN EPU XPVME JOEFFE TJNQMZ CF UIF TJOHMF QBSUJDMF FOFSHZ PG UIF FMFDUSPO CFJOH

BEEFE JOUP UIF TZTUFN
 J�F� µ = εN � #VU BHBJO
 UIJT RVBOUJUZ JT QSBDUJDBMMZ VTFMFTT XIFO EFTDSJCJOH B

RVBOUVN EPU XIFSF UIF FMFDUSPTUBUJD FOFSHZ QMBZT B IVHF SPMF JO UIF FOFSHFUJDT PG UIF TZTUFN�

"CPWF XF IBWF JOUSPEVDFE UIF GPMMPXJOH RVBOUJUZ�

αi = −C0i

C00
, 	$���


XIJDI JT BMXBZT B QPTJUJWF RVBOUJUZ CFDBVTF UIF TFMG�DBQBDUJBODF 	C00
 JT BMXBZT OFHBUJWF� 5IJT JT UIF

MFWFS BSN PG PCKFDU 	UZQJDBMMZ HBUF
 i� 5IF SPMF PG UIF MFWFS BSN JT UP HJWF UIF FஶGFDUT GSPN UIF EJஶGFSFOU

PCKFDUT B XFJHIU� 5IF NPTU BஶGFDUJOH PCKFDUT BSF UIF HBUFT CVJMU JO TQFDJஷ஫DBMMZ BT B LOPC UP DPOUSPM

UIF OVNCFS PG DIBSHFT JO UIF RVBOUVN EPU� (BUFT UIBU BSF NPSF DBQBDJUJWFMZ DPVQMFE UP UIF EPU XJMM

IBWF B HSFBUFS FஶGFDU JO BMUFSJOH UIF EPUءT FMFDUSPDIFNJDBM QPUFOUJBM� 0CKFDUT MJLF UIF TPVSDF BOE ESBJO


���



'JHVSF $��� 5IF FOFSHZ EFஷ஫OJUJPOT GPS B RVBOUVN EPU BSF JOEJDBUFE� 4IPXO IFSF HPJOH GSPN MFG஽ UP SJHIU JT UIF
NPWFNFOU PG UIF CBOE BOE DIBOHF JO FOFSHJFT BT UIF OVNCFS PG FMFDUSPOT JO UIF RVBOUVN EPU JT JODSFBTFE GSPN
10 UP 12� 5IF EPUUFE MJOF BU UIF CPUUPN PG UIF HSBQI JT BU BO BSCJUSBSZ QPTJUJPO VTFE POMZ UP JOEJDBUF UIF FOFSHZ
SFGFSFODF PG UIF TZTUFN DPOWFOUJPOBMMZ EFஷ஫OFE XIFON = 0� (PJOH GSPNN = 10 UPN = 11
 UIFSF JT CPUI
BO FMFDUSPTUBUJD FOFSHZ BOE DPOஷ஫OFNFOU FOFSHZ DPOUSJCVUJPO JO TIJG஽JOH UIF FMFDUSPDIFNJDBM QPUFOUJBM� (PJOH
GSPN N = 11 UP N = 12
 IPXFWFS
 UIF DPOஷ஫OFNFOU FOFSHZ DPOUSJCVUJPO JT BCTFOU CFDBVTF FMFDUSPO PG UIF
TBNF TJOHMF�QBSUJDMF FOFSHZ JT BEEFE� 5IFSF JT TUJMM BO PWFSBMM JODSFBTF JO UIF FOFSHZ PG UIF TZTUFN 	J�F� UIF FOUJSF
FOFSHZ CBOE JT TIJG஽FE VQ
 CFDBVTF PG UIF FMFDUSPTUBUJD QPUFOUJBM FOFSHZ HBJOFE�

IPXFWFS
 BSF OPU DPNQMFUFMZ OFHMJHJCMF BOE DBO BMTP IBWF B HBUJOH FஶGFDU XIFO UIFZ BSF CJBTFE UP B OPO�

[FSP WPMUBHF BOE UIFZ NVTU BMTP CF BDDPVOUFE GPS� 5IFZ BSF UZQJDBMMZ XIBU DBVTF UIF BTZNNFUSZ UP UIF

$PVMPNC EJBNPOET BT XF XJMM TFF MBUFS�

,OPXJOH UIF FMFDUSPDIFNJDBM QPUFOUJBM PG UIF EPU
 XF DBO OPX VOEFSTUBOE JUT USBOTQPSU QSPQFS�

UJFT� 5IF FMFDUSPDIFNJDBM QPUFOUJBM JT UIF FOFSHZ DIBOHF JO UIF TZTUFN BT BO FMFDUSPO JT BEEFE XIJDI

EJSFDUMZ USBOTMBUFT UP UIF BNPVOU PG FOFSHZ BO FMFDUSPO OFFET JO PSEFS GPS JU UP FOUFS UIF EPU� #FDBVTF

UIF FMFDUSPDIFNJDBM QPUFOUJBM JT EJTDSFUJ[FE EVF UP UIF DPVOUBCMF OVNCFS PG DIBSHF
 XF DBO WJFX UIF

���



'JHVSF $��� 5IF USBOTQPSU NFDIBOJTN PG B RVBOUVN EPU� 	B
 TIPXT XIFO DPOEVDUJPO JT BMMPXFE UISPVHI UIF
RVBOUVN EPU� *O UIJT DBTF
 UIF FMFDUSPDIFNJDBM QPUFOUJBM PG UIF RVBOUVN EPU JT BMJHOFE XJUI FOFSHZ XJOEPX
CFUXFFO UIF TPVSDF BOE ESBJO FMFDUSPDIFNJDBM QPUFOUJBMT� 5IJT JT DBMMFE UIF EFHFOFSBUF TUBUF BOE FMFDUSPOT DBO
ஸ஼PX GSFFMZ BDSPTT� #Z UVOJOH UIF HBUF WPMUBHF
 UIF FMFDUSPDIFNJDBM QPUFOUJBM PG UIF RVBOUVN EPU XJMM NPWF� 	C

TIPXTXIFO UIF FMFDUSPDIFNJDBM QPUFOUJBM GBMMT PVUTJEF UIF FOFSHZXJOEPX EFஷ஫OFE CZ UIF TPVSDF BOE ESBJO� 5IF
FOFSHZ MFWFMT IFSF BSF DPNQMFUFMZ NJTBMJHOFE BOE FMFDUSPOT BSF CMPDLFE GSPN FOUFSJOH UIF RVBOUVN EPU� "MM UIF
FOFSHZ MFWFMT CFMPX UIF TPVSDF ESBJO FMFDUSPDIFNJDBM QPUFOUJBMT BSF ஷ஫MMFE
 UIFSFCZ 1BVMJ CMPDLJOH FMFDUSPOT
 XIJMF
UIF OFYU FOFSHZ MFWFM IJHIFS VQ JT CFZPOE SFBDI�

FMFDUSPDIFNJDBM QPUFOUJBM BT EJTDSFUF FOFSHZ MFWFMT UIBU NJNJD UIPTF PG BO BUPN� 4FF ஷ஫HVSF $�� GPS QJD�

UPSJBM EFஷ஫OJUJPOT PG UIF FOFSHJFT SFMBUFE UP B RVBOUVN EPU� *O UIJT ஷ஫HVSF
 JU TIPXT UIBU JO FBDI TJOHMF

QBSUJDMF TUBUF
 EFTQJUF UIFNCFJOH UXP GPME EFHFOFSBUF 	EVF UP TQJO

 UP BEE BO FMFDUSPO
 BO FMFDUSPTUBUJD

CBSSJFS OFFET UP CF PWFSDPNF OP NBUUFS XIBU� 5IF FOUSZ QSJDF IFSF JT UIF DIBSHJOH FOFSHZ�

-FU VT ஷ஫STU DPOTJEFS UIF DBTF XIFO UIF TPVSDF ESBJO CJBT JT TNBMM TVDI UIBU eVTE ≪ e2/C00 ≡ εC 


TUJMM BTTVNJOH UIBU UFNQFSBUVSF JT BMTP TNBMM XIFSF kT ≪ e2/C00 ≡ εC � 5IJT JT TP UIBU XF BMMPX PVS�

TFMWFT UP POMZ DPOTJEFS POF FOFSHZ MFWFM BU B UJNF� 5IF EJஶGFSFODF CFUXFFO UIF FMFDUSPDIFNDJBM QPUFO�

UJBMT PG UIF TPVSDF BOE ESBJO EFஷ஫OFT BO FOFSHZ XJOEPX� |eVTE| = |µE,T − µE,E|� 5IJT FOFSHZ XJOEPX

JT DSFBUFE JGXF EJSFDUMZ CJBT FJUIFS UIF TPVSDF BOE ESBJOXJUIVTE 	TFF ஷ஫HVSF$��
� 8IFO UIF FMFDUSPDIFN�

JDBM QPUFOUJBM PG UIF RVBOUVN EPU GBMMT XJUIJO UIJT FOFSHZ XJOEPX
 J�F� XIFO µE,T ≤ µE(N) ≤ µE,E

���



'JHVSF $��� 4IPXO BSF UISFF DPOTFDVUJWF $PVMPNC EJBNPOET DPSSFTQPOEJOH UP N − 1 UP N + 1 OVNCFS PG
DIBSHFT� 5IF MJOFT EFNBSDBUJOH UIF EJBNPOET QSPWJEF DSJUJDBM JOGPSNBUJPO PO UIF RVBOUVN EPU VOEFS TUVEZ�
5IF JOGPSNBUJPO UIBU DBO CF EFEVDFE JODMVEF� TFMG�DBQBDJUBODF 	C00)
 TPVSDF 	BOE�PS ESBJO
 DBQBDJUBODF 	CT	E



HBUF DBQBDJUBODF 	CH

 UIF MFWFS BSN 	αH

 DIBSHJOH FOFSHZ 	εc
 BOE DPOஷ஫OFNFOU FOFSHZ 	∆εDPOG
�

	GPS VTE > 0
 PS µE,T ≥ µE(N) ≥ µE,E 	GPS VTE < 0

 UIF FOFSHZ MFWFMT BSF DPOTJEFSFE BMJHOFE�

&MFDUSPOT GSPN FJUIFS UIF TPVSDF BOE ESBJO OPX IBWF TVஶஷ஫DJFOU FOFSHZ UP FOUFS BOE FTDBQF UIF EPU BOE

FMFDUSPOT DBO OPX ஸ஼PX GSFFMZ UISPVHI UIF EPU� 5IJT JT UIF EFHFOFSBUF TUBUF PG UIF TZTUFN� )PXFWFS


BT TPPO BT UIF FMFDUSPDIFNJDBM QPUFOUJBMT PG UIF EPU BOE PG UIF TPVSDF ESBJO BSF NJTBMJHOFE
 EPOF WJB

UVOJOH UIF HBUF WPMUBHF
 FMFDUSPOT GSPN UIF TPVSDF PS ESBJO XJMM OPU CF BCMF UP HP JOUP UIF EPU� 5IJT

JT CFDBVTF EFTQJUF UIF FMFDUSPO FOFSHZ JO UIF TPVSDF PS ESBJO CFJOH QPTTJCMZ IJHIFS
 UIFSF TJNQMZ JT OP

SPPN JO UIF EPU UP BDDPNNPEBUF BO FYUSB FMFDUSPO EVF UP 1BVMJءT FYDMVTJPO QSJODJQMF� 5IF POMZXBZ JT JG

UIF FOFSHZ BMJHONFOU PDDVST BHBJO EPOF WJB UVOJOH UIF HBUF WPMUBHF� 'JHVSF $�� TIPXT UIF NFDIBOJTN

SFHBSEJOH USBOTQPSU UISPVHI B EPU�

'SPN UIF FOFSHZ BMJHONFOU BSHVNFOU
 XF UIVT FYQFDU B QFBL JO DPOEVDUBODF XIFOFWFS UIF FMFDUSP�

���



	B


	C


'JHVSF $��� " DIBSHF TUBCJMJUZ EJBHSBN TIPXJOH $/5 $PVMPNC EJBNPOET� 	B
 5IF EJஶGFSFOUJBM DPOEVDUBODF PG
UIF $/5 QMPUUFE XJUI SFTQFDU UP HBUF WPMUBHF BOE TPVSDF�ESBJO CJBT� 	C
 5IF TFDPOE PSEFS EJஶGFSFOUJBM DPOEVD�
UBODF PG UIF $/5� 5IJT JT EPOF UP CSJOH PVU UIF NPSF TVCUMF GFBUVSFT PG QMPU 	B
� )FSF UIF $PVMPNC EJBNPOET
FYIJCJU IJHI QFSJPEJDJUZ JOEJDBUJOH MJUUMF DPOUSJCVUJPO GSPN DPOஷ஫OFNFOU FOFSHZ� 5IF BSFB JOTJEF B EJBNPOE DPS�
SFTQPOE UP $PVMPNC CMPDLBEF XIFSF FMFDUSPOT BSF CMPDLFE� 5IF DIBSHJOH FOFSHZ JT BCPVU ��N7� 5IF BSSBZ PG
MJOFT PVUTJEF PG BOE BCPWF UIF $PVMPNC CMPDLBEF SFHJPO BSF FYDJUBUJPO MJOFT� 4FF NBJO UFYU GPS NPSF JOGPSNB�
UJPO�

���



	B
 	C


'JHVSF $��� " DIBSHF TUBCJMJUZ EJBHSBN TIPXJOH $/5 $PVMPNC EJBNPOET� 	B
 5IF EJஶGFSFOUJBM DPOEVDUBODF PG
UIF $/5 QMPUUFE XJUI SFTQFDU UP HBUF WPMUBHF BOE TPVSDF�ESBJO CJBT� 	C
 5IF TFDPOE PSEFS EJஶGFSFOUJBM DPOEVD�
UBODF PG UIF $/5� 5IJT JT EPOF UP CSJOH PVU UIF NPSF TVCUMF GFBUVSFT PG QMPU 	B
� )FSF UIF $PVMPNC EJBNPOET
FYIJCJU IJHI QFSJPEJDJUZ JOEJDBUJOH MJUUMF DPOUSJCVUJPO GSPN DPOஷ஫OFNFOU FOFSHZ� 5IF BSFB JOTJEF B EJBNPOE DPS�
SFTQPOE UP $PVMPNC CMPDLBEF XIFSF FMFDUSPOT BSF CMPDLFE� 5IF DIBSHJOH FOFSHZ JT BCPVU ��N7� 5IF BSSBZ PG
MJOFT PVUTJEF PG UIF $PVMPNC CMPDLBEF SFHJPO BSF FYDJUBUJPO MJOFT� 4FF NBJO UFYU GPS JOGPSNBUJPO�

DIFNJDBM QPUFOUJBM JT BMJHOFE XJUI UIF FOFSHZ XJOEPX EFஷ஫OFE CZ UIF TPVSDF BOE ESBJO� *O UIF TNBMM

CJBT SFHJNF 	VTE ≪ εC 

 GPS VTE > 0
 UIF DPOEJUJPO BT NFOUJPOFE CFGPSF JT� µE,T ≤ µE(N) ≤ µE,E�

#FDBVTF JO PVS NFBTVSFNFOU TFUUJOH XF UZQJDBMMZ QVU UIF ESBJO UP CF BU UIF HSPVOE QPUFOUJBM
 XF DBO

BTTVNF UIBU µE,E = 0 BOE −eVTE = µE,T� 5IF DPOEJUJPO UIFO CFDPNFT� −eVTE ≤ µE(N) ≤ 0�

6TJOH UIF FYQSFTTJPO PG UIF FMFDUSPDIFNJDBM QPUFOUJBM 	FRVBUJPO $���

 UIF DPOEJUJPO DBO CF CSPLFO

EPXO JOUP�

VTE ≤
αH

1− αT
VH +

1

e(1− αT)

[
εN +

e2

C00

(
N +

1

2

)]
,

VTE ≥ −
αH

αT
Vg +

1

eαT

[
εN +

e2

C00

(
N +

1

2

)]
.

	$���


8F SFNJOE UIF SFBEFS UIBU UIF TVCTDSJQU PG PCKFDU i IBT {i} = {0, T
 E
 H} ⇔ {0, 1, 2, 3}� 5IFTF TFU

PG FRVBUJPOT 	UPHFUIFS XJUI UIF POFT GPS VTE < 0
 EFஷ஫OF UIF DPOEVDUJPO SFHJPO JO UIF DIBSHF TUBCJM�

JUZ EJBHSBN� 5IF DIBSHF TUBCJMJUZ EJBHSBN JT UIF FMFDUSPOJD USBOTQPSU DIBSBDUFSJTUJD PG B RVBOUVN EPU�

���



5IF SFBTPO JU JT DBMMFE TP JT DIBSHFT DBO TJU TUBCMZ XJUIJO UIF RVBOUVN EPU JO UIF SJHIU DPOEJUJPOT BOE

NBZ BMTP CFDPNF VOTUBCMF 	XIJDI JT UP TBZ DPOEVDUJPO IBQQFOT
 JO PUIFS DPOEJUJPOT� 5IF SFHJPOT JO

XIJDI DIBSHFT TJU TUBCMZ BSF DBMMFE$PVMPNCEJBNPOET 	TFF ஷ஫HVSF $��
� *OTJEF UIF EJBNPOET BSF SFHJPOT

XIFSF $PVMPNC CMPDLBEF JT IBQQFOJOH� 5IF FRVBMJUZ PG UIFTF FRVBUJPOT EFஷ஫OF UIF CPSEFSMJOFT PG UIF

$PVMPNC EJBNPOET BT TFFO JO ஷ஫HVSF $��� %JஶGFSFOUJBUJPO PG VTE XJUI SFTQFDU UP UIF HBUF QBSBNFUFS VH

UIFO ZJFMET UIF TMPQF�

dVTE
dVCH

+

=
αg

1− αs
=

Cg

C00 − Cs
,

dVTE
dVCH

−
= −

αg

αs
= −

Cg

Cs
,

	$���


XIFSF UIF QPTJUJWF EFஷ஫OFT UIF QPTJUJWF TMPQFT BOE OFHBUJWF GPS UIF OFHBUJWF TMPQFT� 5IF UJQ PS IFJHIU PG

UIF $PVMPNC EJBNPOE JT XIFSF UIF UXP CPSEFSMJOF FRVBUJPOT NFFU� *U JT BMTP UIF EJஶGFSFODF CFUXFFO

UXP TFRVFOUJBM FMFDUSPDIFNJDBM QPUFOUJBMT�

µE(N)− µE(N − 1) = εN − εN−1︸ ︷︷ ︸
∆εDPOG(N)

+
e2

C00

= ∆εDPOG(N) + εC .

	$���


5IF HBUF WBMVF BU XIJDI UIF DPOEVDUJPO PDDVST BU VTE = 0 DBO CF EFSJWFE GSPN FRVBUJPO $���� 4FUUJOH

VT = VE = 0 BOE µE(N) = 0 	CFDBVTF OPX FWFSZUIJOH JT BMJHOFE XJUI HSPVOE
 BOE TPMWJOH GPS VH


POF ஷ஫OET UIF HBUF WBMVF BU XIJDI DPOEVDUJPO PDDVST GPS UIFN FMFDUSPO DBTF JT�

VH(N) =
1

eαH

[
εN +

e2

C00

(
N − 1

2

)]
. 	$���


���



5IF MFOHUI PG UIF $PVMPNC EJBNPOE BMPOH UIF HBUF BYJT JT UIFO HJWFO CZ�

VH(N)− VH(N − 1) =
1

eαH
(∆εDPOG(N) + εC) =

∆εDPOG(N)

eαH
+

e

C00
. 	$���


/PUF UIBU UIJT JT XSJUUFO JO UFSNT PG WPMUBHF� 'JHVSF $�� TIPXT BMM UIF SFMFWBOU RVBOUJUJFT JO UFSNT PG

UIF FOFSHZ TDBMF GPS UIF DIBSHF TUBCJMJUZ EJBHSBN� 8JUIPVU HPJOH JOUP UPP NVDI EFUBJM
 UIF MJOFT FY�

UFOEJOH PVU PG UIF $PVMPNC EJBNPOET BSF UIF FYDJUBUJPO MJOFT� 5IFZ DPSSFTQPOE UP UIF FYDJUFE TUBUFT

BDDFTTFE XJUIJO UIF EPU� *O UIF DPOTUBOU JOUFSBDUJPO QJDUVSF DPOTJEFSJOH POMZ TJOHMF QBSUJDMF FOFSHJFT


UIFTF FYDJUFE TUBUFT DPNF GSPN UIF OFYU TJOHMF QBSUJDMF FOFSHZ TUBUFT UIBU BSF OPX XJUIJO SFBDI HJWFO

UIBU VTE JT CJH FOPVHI� 0OF DBO UIJOL UIBU UIFTF MJOFT BSF BSJTJOH GSPN BOPUIFS TFU PG TIJG஽FE $PVMPNC

EJBNPOET؝ TIJG஽FE CZ UIF DPOஷ஫OFNFOU FOFSHZ FRVJWBMFOU BMPOH UIF HBUF BYJT� 3FNFNCFS
 UIF FYDJ�

UBUJPO MJOFT PG UIF N UI $PVMPNC EJBNPOE BSF EFTDSJCJOH UIF FYDJUFE TUBUFT PG UIF TBNF N DIBSHFT�

5IF DIBSHFT BSF POMZ SF�DPOஷ஫HVSJOH BOE OP FYUSB DIBSHFT BSF DPNJOH JO BOE IFODF OP FYUSB DIBSHJOH

FOFSHZ OFFET UP CF QBJE� )PXFWFS
 UIFTF FYDJUFE TUBUFT BSF OFWFS TJNQMZ EFTDSJCFE CZ UIF TJOHMF QBSUJ�

DMF QJDUVSF� *O SFBMJUZ
 UIFTF TUBUFT BSF GPSNFE CZ UIF DPMMFDUJWF CFIBWJPS PG NBOZ FMFDUSPOT BOE TP UIF

PSJHJOT PG UIF FYDJUFE TUBUFT BSF NVDI NPSF DPNQMFY JO OBUVSF� 'JHVSFT $�� BOE $�� TIPX FYBNQMFT PG

$PVMPNC EJBNPOET JO B DIBSHF TUBCJMJUZ EJBHSBN�

$�� %ৗৠ৥৛০৫ ৡ৘ 4০৓০ৗ৥ ৡ৘ ৓ $৓৤৔ৡৠ /৓ৠৡ০১৔ৗ 2১৓ৠ০১য় %ৡ০

*O [FSP EJNFOTJPO 	0%

 UIF EFOTJUZ PG TUBUFT 	%04
 JT FRVBM UP UIF OVNCFS PG TUBUFT 	N 
 QFS FOFSHZ

MFWFM� 5IF %04 PG B DBSCPO OBOPUVCF RVBOUVN EPU 	$/5 2%
 BDDPSEJOH UP UIF HFOFSBM EFஷ஫OJUJPO

���



PG %04 	FRVBUJPO "���
 JT TJNQMZ�

g0%(ε) = g
∞∑

N=0

δ(ε− εN ), 	$���


XIFSF g JT UIF EFHFOFSBDZ 	OPU UP CF DPOGVTFE CZ UIF %04
 g(ε)
 BOE εN JT UIF EJTDSFUJ[FE FOFSHZ

TQFDUSVN EVF UP RVBOUVN DPOஷ஫OFNFOU� "TTVNJOH B MJOFBS FOFSHZ TQFDUSVN EJTDSFUJ[FE CZ UIF IBSE

DPOஷ஫OFNFOU FOFSHZ 	BT JO FRVBUJPO $��
 UIFO�

εN =
!vFπN

L
. 	$���


)PXFWFS
 BT NFOUJPOFE FBSMJFS
 UIF $/5 EFWJDFT VTFE JO UIJT UIFTJT IBT B WFSZ TNBMM ∆εDPOG XIFSF

∆εDPOG ∼ kBT ≪ εC 	GPS T = 1 ,

 JO XIJDI DBTF
 UIF %JSBD EFMUB QFBLT PG UIF 0% %04 XJMM CFHJO

UP NFSHF BOE XF SFDPWFS UIF 1% $/5 %04� *O UIF MJOFBS SFHJNF XIJDI JT BO BQQSPYJNBUJPO XF XJMM

NBLF GPS UIF $/5 2%
 JU CFDPNFT UIF TBNF BT UIF NFUBMMJD $/5 1% %04�

g$/52%(ε) =
gL

!vFπ
, 	$���


XIJDI JT BO JOUVJUJWF FYQSFTTJPO
 TBZJOH UIFSF JT POF TUBUF 	NVMUJQMJFE CZ B EFHFOFSBDZ
 GPS FWFSZ VOJU PG

DPOஷ஫OFNFOU FOFSHZ� 5IJT SBJTFT BO JNQPSUBOU QPJOU XIJDI JT UIBU UIF $/5 2% VTFE JO UIJT UIFTJT BMM

GBMM VOEFS UIF DMBTTJDBM $PVMPNC CMPDLBEF SFHJNF 	BT PQQPTFE UP RVBOUVN$PVMPNC CMPDLBEF SFHJNF


XIFSF UIF DPOஷ஫OFNFOU FOFSHZ EVF UP TJ[F RVBOUJ[BUJPO JT JOTJHOJஷ஫DBOU DPNQBSFE UP UIF DIBSHJOH FO�

FSHZ� "OE TP UIF RVBOUJ[BUJPO FஶGFDUT SFTVMUJOH JO RVBOUJ[FE FOFSHZ MFWFMT BSF NFSFMZ DPNJOH GSPN UIF

$PVMPNC SFQVMTJPO PG UIF EJTDSFUF DIBSHFT�

���



$�� $ৡৠ৖১৕০৓ৠ৕ৗ ৡ৘ ৓ $৓৤৔ৡৠ /৓ৠৡ০১৔ৗ 2১৓ৠ০১য় %ৡ০

5IF FMFDUSPOT JO BO JTPMBUFE RVBOUVN EPU IBWF XBWFGVODUJPOT UIBU BSF DPNQMFUFMZ MPDBMJ[FE XJUIJO UIF

RVBOUVNEPU� #VUXIFO B RVBOUVNEPU JT JO DPOUBDU XJUINFUBMMJD SFTFSWPJST
 J�F�
 UIF TPVSDF BOE ESBJO

FMFDUSPEFT
 UIF XBWFGVODUJPOT PG UIF FMFDUSPOT JO UIF RVBOUVN EPU XJMM PWFSMBQ XJUI UIF XBWFGVODUJPO

PG UIF FMFDUSPOT JO UIF TPVSDF BOE ESBJO� 5IF PWFSMBQ JT XIBU EJDUBUFT UIF USBOTQBSFODZ
 PS DPOEVDUJPO


BDSPTT UIF CBSSJFS CFUXFFO UIF RVBOUVN EPU BOE NFUBMMJD SFTFSWPJS� 5IJT PWFSMBQ JT RVBOUJஷ஫FE CZ UIF

FOFSHZ DPVQMJOH UP UIF TPVSDF BOE ESBJO XIJDI HJWFO CZ !ΓT,i BOE !ΓE,i SFTQFDUJWFMZ� i EFOPUFT UIF

DPVQMJOH UP UIF FOFSHZ MFWFM i PG UIF RVBOUVNEPU� "OPUIFS UFSN GPS PWFSMBQ JT IZCSJEJ[BUJPO PSNJYJOH

PG XBWFGVODUJPOT� 5IJT PWFSMBQ FஶGFDUJWFMZ DBVTFT UIF FOFSHZ MFWFMT UP TQSFBE UP B XJEUI PG�

!Γi = !ΓT,i + !ΓE,i =
!
τ
, 	$���


BOE IFSF τ JT UIF MJGFUJNF PG UIF FMFDUSPOT JO UIF RVBOUVN EPU 	BT JO FRVBUJPO $��
� %FQFOEJOH PO UIF

MJGFUJNF PG UIF FMFDUSPOT
 UIF DPOEVDUJPO BDSPTT UIF RVBOUVN EPU DBO CF EJஶGFSFOU�

*O QSJODJQMF UIF DPOEVDUBODF PG B 2% JT HJWFO CZ UIF -BOEBVFS #VUUJL¼FS FRVBUJPO�

G =
e2

h
MT. 	$���


5IF DPOEVDUBODF EFQFOET PO UIF OVNCFS PG BWBJMBCMF DIBOOFMT PS NPEFT 	M 
 XIFSF FBDI DIBOOFM

DPOUSJCVUFT B RVBOUVN DPOEVDUBODFXFJHIUFE CZ B USBOTNJTTJPO DPFஶஷ஫DJFOU 	T 
� *O B2% UIF BWBJMBCMF

DIBOOFMT BSF UIF EJTDSFUF FOFSHZ MFWFMT XJUIJO UIF TPVSDF ESBJO CJBT FOFSHZ XJOEPX� 5IF USBOTNJTTJPO

DPFஶஷ஫DJFOU JT XIBU DPOUBJOT UIF EZOBNJDBM EFUBJMT� 5IFSNBM CSPBEFOJOH BOE UVOOFM SBUFT BU FBDI CBSSJFS

NVTU CF UBLFO JO BDDPVOU BOE UIF DBMDVMBUJPO PG UIF USBOTNJTTJPO JT OPO�USJWJBM� #FMPX XF SFQPSU UIF

���



UXP MJNJUJOH SFHJNFT�

$���� 8ৗ৓ঢ়�$ৡ১ৢ৞৛ৠ৙ 3ৗ৙৛য়ৗ

5IF XFBL�DPVQMJOH SFHJNF JT XIFO�

!Γ ≪ kBT ≪ εC . 	$���


"TTVNJOH UIBU POMZ B TJOHMF FOFSHZ MFWFM DPOUSJCVUFT UP DPOEVDUJPO
 UIFO UIF DPOEVDUBODF GPS FOFSHZ

MFWFM i JT HJWFO CZ� ���

Gi =
ge2

4kBT

(
1

ΓT,i
+

1

ΓE,i

)−1

DPTI−2
(
αH(VH − VH,i)

2kBT

)
. 	$���


5IF EJTUJODUJWF CFIBWJPS PG UIF DPOEVDUBODF JO UIJT SFHJNF JT JUT JOWFSTF EFQFOEFODF PO UFNQFSBUVSF

BOE UIF CSPBEFOJOH PG UIF DPOEVDUBODF QFBL BT B GVODUJPO PG JODSFBTJOH UFNQFSBUVSF� *O UIJT SFHJNF


UIF USBOTQPSU DBO CF EFTDSJCF CZ TJOHMF FMFDUSPOT NPWJOH JO BOE PVU TFRVFOUJBMMZ PG UIF EPU�

$���� 4০৤ৡৠ৙�$ৡ১ৢ৞৛ৠ৙ 3ৗ৙৛য়ৗ

*O UIF TUSPOH�DPVQMJOH SFHJNF


kBT # !Γ ≪ εC , 	$���


JO XIJDI DBTF
 UIF DPOEVDUBODF JT TIPXO UP GPMMPX UIF GBNPVT #SFJU�8JHOFS GPSNVMB����

G =
ge2

h

(
1

ΓT
+

1

ΓE

)−1 h2Γ

α2
H (VH,i − VH)

2 + (hΓ/2)2
. 	$���


���



5IF FMFDUSPOT JO UIJT SFHJNF JT USFBUFE JEFOUJDBMMZ BT UIF SFTPOBOU UVOOFMJOH BDSPTT B EPVCMF CBSSJFS

BOE JO UIJT SFHJNF UIF UVOOFMJOH JT OP MPOHFS KVTU B TJOHMF QBSUJDMF FWFOU� 5IF USBOTQPSU PG FMFDUSPOT

BDSPTT B MFWFM JT HJWFO CZ UIF TJNVMUBOFPVT UVOOFMJOH QSPDFTTFT PG PUIFS FMFDUSPOT UISPVHI PUIFS MFWFMT�

5IFTF MFWFMT DBO CF WJSUVBM JOUFSNFEJBUF TUBUFT� " MPDBMJ[FE DIBSHF JT OP MPOHFS B WBMJE DPODFQU JO UIJT

SFHJNF� 5IF DPOEVDUBODF JT UIVT JSSFTQFDUJWF PG UIF USBOTQBSFODZ PG JOEJWJEVBM FOFSHZ MFWFMT 	IFODF UIF

BCTFODF PG TVCTDSJQU i
 CVU JT B SFTVMU PG UIF JODMVTJPO PG NBOZ MFWFMT� 5IJT JT XIZ g
 UIF EFHFOFSBDZ

PG FBDI TUBUF
 JT OFDFTTBSJMZ JODMVEFE JO UIF FRVBUJPO� 5IF DPOEVDUBODF JT JOEFQFOEFOU PG UFNQFSBUVSF

BOE UIF EJஶGFSFOU DPOEVDUBODF QFBLT BSF JEFOUJDBM BT MPOH BT UIF TUSPOH DPVQMJOH DPOEJUJPO IPMET�

$�� 0০৚ৗ৤ 2১৓ৠ০১য় %ৡ০ #ৗ৚৓২৛ৡ৤৥� (৓০ৗ�%ৗ৘৛ৠৗ৖ ৓ৠ৖ %৛৥ৡ৤৖ৗ৤�%ৗ৘৛ৠৗ৖

2১৓ৠ০১য় %ৡ০৥ ৓৥ ৩ৗ৞৞ ৓৥ '৓৔৤৫�1ৗ৤ৡ০ *ৠ০ৗ৤৘ৗ৤ৗৠ৕ৗ৥

0OF PG UIF SFBTPOT UIF $/5 2% JT VOJRVF JT JU DBO CFDPNF B 2% OBUVSBMMZ TJNQMZ CFDBVTF PG UIF

UVOOFM CBSSJFST BU UIF DPOUBDU JOUFSGBDF� 5IFSF BSF DBTFT XIFSF UIF DPOUBDU JT TVஶஷ஫DJFOUMZ HPPE UIBU

UIF DPOUBDUT CFDPNF QFSGFDUMZ USBOTQBSFOU� *O UIJT DBTF
 UIF $/5 2% XJMM MPTF JUT DPVMPNC CMPDLBEF

CFIBWJPS BOE JOTUFBE CFIBWF BT B 1% DPOEVDUJOH XJSF� " $/5 2% JO UIJT DBTF DBO POMZ CF NBEF CZ

FMFDUSPTUBUJDBMMZ HBUJOH UIF $/5 JO CFUXFFO UIF DPOUBDUT� 'PS JOTUBODF
 JG UIF $/5 BOE UIF DPOUBDUT

BSF CPUI Q�EPQFE
 UIFO UIF $/5 NVTU CF O�EPQFE UP DSFBUF QO KVODUJPOT BU UIF DPOUBDUT� 5IFTF QO

KVODUJPOT BDU BT B UVOOFM CBSSJFST XIJDI UIFO IFMQT GVMஷ஫MM UIF 2% GPSNBUJPO SFRVJSFNFOU� 5IF IFJHIU

PG UIF UVOOFM CBSSJFS JO UIJT DBTF SPVHIMZ EFQFOET PO UIFCBOEHBQ BOE UIF TUSFOHUIPG UIF HBUJOH� 'JHVSF

$�� JMMVTUSBUFT UIF CFIBWJPS PG TVDI B 2%� 5IF CJQPMBS TJEF JT XIFSF UIF 2% FYJTUT� 5IF VOJQPMBS TJEF

JT XIFSF OP UVOOFMJOH CBSSJFS FYJTUT BOE TP UIF EPU CFDPNFT B TJNQMF DPOEVDUJOH XJSF�

5IF GPSNBUJPO PG B $/5 2% DBO BMTP IBQQFO CFDBVTF PG EJTPSEFS TVDI BT JNQVSJUJFT PO PS OFBS

UIF $/5 BT XFMM BT QIZTJDBM LJOLT BOE EFGFDUT PO UIF $/5� #FDBVTF $/5 JT B 1% PCKFDU
 FMFDUSPOT

���



'JHVSF $��� 5IF UPQ HSBQI TIPXT UIF DPOEVDUBODF PG B HBUFE TFNJDPOEVDUJOH $/5� 5IF CMVF TIBEFE BSFB DPS�
SFTQPOET UP UIF $/5 CFJOH VOJQPMBS 	QQQ
 XIJMF UIF SFE TIBEFE BSFB DPSSFTQPOET UP UIF $/5 CFJOH CJQPMBS
	QOQ
� *O UIF VOJQPMBS SFHJNF
 FMFDUSPOT DBO ஸ஼PX GSFFMZ BDSPTT UIF $/5XJUIPVU BOZ CBSSJFST
 XIJMF JO UIF CJQP�
MBS SFHJNF
 EVF UP UIF QO KVODUJPO UIF FMFDUSPOT IBWF UP HP UISPVHI UXP CBSSJFST� 5IF QO KVODUJPO JOUFSGBDF
TJHOJஷ஫DBOUMZ JODSFBTFT UIF SFTJTUBODF BOE IFODF DBVTFT DPOஷ஫OFNFOU PG FMFDUSPOT JO UIF RVBOUVN XFMM CPVOEFE
CZ UIF QO KVODUJPOT� 5IF CPUUPN MFG஽ BOE SJHIU QJDUVSFT TIPX UIF FOFSHZ EJBHSBNT PG UIF VOJQPMBS BOE CJQPMBS
SFHJNFT SFTQFDUJWFMZ�

BSF IJHIMZ TFOTJUJWF UP BOZUIJOH UIBU TJUT JO UIFJS QBUI� 5IF JNQFSGFDUJPOT XJMM DBVTF CBDLTDBUUFSJOH

PS CFIBWF BT UVOOFM CBSSJFST BOE IFODF GPSN B 2%� 5IFTF T%ߕ UZQJDBMMZ EP OPU EFNPOTUSBUF SFHVMBS

$PVMPNC CMPDLBEF QFBLT CFDBVTF EJTPSEFST BSF MJLFMZ UP DBVTF UIF GPSNBUJPO PGNVMUJQMFߕ%T JO TFSJFT�

5IFTF T%ߕ XJMM BMM CFIBWF EJஶGFSFOUMZ BOE UIFJS USBOTQPSU QSPQFSUJFT HFU TUBDLFE FMFDUSJDBMMZ JO TFSJFT�

'JHVSF $��B TIPXT BO FYBNQMF PG B EJTPSEFSFE 2%�

���



	B


	C


	D


'JHVSF $��� 0UIFS RVBOUVNEPU CFIBWJPST� 	B
 B EJTPSEFSFE2%XIJDI JT JEFOUJஷ஫FE CZ JSSFHVMBS $PVMPNC CMPDL�
BEF QFBLT� 	C
 'BCSZ�1FSPU SFHJNF PG B2%XIFSF UIF USBOTQPSU BDSPTT UIF EPU JT HPWFSOFE CZ JOUFSGFSFODF FஶGFDUT�
5IJT IBQQFOT XIFO UIF USBOTNJTTJPO BU UIF JOUFSGBDF JT BU MFBTU DMPTF UP USBOTQBSFOU� 5IJT SFHJNF JT JEFOUJஷ஫FE CZ
UIF DIFDLFS�CPBSE MJLF GFBUVSFT BT XFMM BT IJHI DPOEVDUBODF UIBU OFWFS SFBDIFT [FSP� 	D
 MJOF DVUT PG 	C
 BU [FSP
%$ CJBT� 5IF DPOEVDUBODF JT BMXBZT OPO�[FSP BOE UIF DPOEVDUBODF FYIJCJUT B XBWF�MJLF PTDJMMBUJPO SBUIFS UIBO
TIBSQ $PVMPNC CMPDLBEF QFBLT�

���



5IFSF BSF QMFOUZ PG PUIFS 2% CFIBWJPST UIBU BSF OPU BEESFTTFE BOE UIF SFBEFS JT FODPVSBHFE UP EJH

JOUP MJUFSBUVSF� )FSF *XJMM FOEXJUI B CSJFG EFTDSJQUJPO PG B2% JO UIF 'BCSZ�1FSPU SFHJNF� 5IJT SFHJNF

JT XIFO UIF DPOUBDU SFTJTUBODF JT R < RQ 	JO DPOUSBTU UP FRVBUJPO $���

 PS FRVJWBMFOUMZ hΓ ! εC �

*O UIJT SFHJNF
 UIF SBUF BU XIJDI FMFDUSPOT QBTT UISPVHI UIF DPOUBDUT BSF GBTU� &MFDUSPOT BSF OP MPOHFS

B MPDBMJ[FE PCKFDU CVU JOTUFBE CFDPNF FYUFOEFE BOE XJMM TIPX XBWF�MJLF QSPQFSUJFT TVDI BT DPOTUSVD�

UJWF BOE EFTUSVDUJWF JOUFSGFSFODF���� 4JODF FMFDUSPOT DBOOPU CF QJOQPJOUFE BU B QBSUJDVMBS MPDBUJPO
 UIF

EFTDSJQUJPO PG $PVMPNC SFQVMTJPO DPNJOH GSPN BO JTMBOE JT OP MPOHFS WBMJE� 5IJT JT FWJEFOU XIFO XF

TFF UIBU UIF 2% OFWFS CFDPNFT CMPDLFE JOEJDBUFE CZ UIF BCTFODF PG WBOJTIJOH DPOEVDUBODF BT TFFO JO

ஷ஫HVSF $��D� 'JHVSF $��C TIPXT B NFBTVSFNFOU PG B $/5 2% JO UIF 'BCSZ�1FSPU SFHJNF�

���



D
5IF *OUFHFS VBOUVNߕ )BMM &ஶGFDU PG

(SBQIFOF

5IF RVBOUVN IBMM FஶGFDU JT B QIFOPNFOPO UIBU FYJTUT TQFDJஷ஫DBMMZ JO UXP EJNFOTJPOT 	2%
� *U JT BO

JNQPSUBOU QIFOPNFOPO CFDBVTF PG B GFX SFBTPOT� 0OF
 JU JT B NBDSPTDPQJD NBOJGFTUBUJPO PG RVBOUVN

NFDIBOJDT� 4ZTUFNT UIBU TIPX UIJT BSF SBSF BOE HSBQIFOF 	(S
 CFJOH POF PG UIF GFX UIBU EP� 5XP


UIF FMFDUSPO FEHF DIBOOFMT BSF SPCVTU BOE UPQPMPHJDBMMZ QSPUFDUFE POF EJNFOTJPOBM 	1%
 TUBUFT XJUI

EJஶGFSFOU DIBSBDUFST� 5IFTF DBO CF VTFE BT CVJMEJOH CMPDLT UP FOHJOFFS NPSF FYPUJD TUSVDUVSFT PS TJNQMZ

���



DBO CF VTFE BT B 1%QMBUGPSN GPS 1% TUVEJFT� 5ISFF
 JO UIF RVBOUVN IBMM SFHJNF
 EVF UP UIF MPDBMJ[JOH

FஶGFDU PG UIF SFRVJSFE BQQMJFE NBHOFUJD ஷ஫FME
 UIF LJOFUJD FOFSHZ PG UIF DIBSHF DBSSJFST BSF RVFODIFE�

5IJT NFBOT UIBU UIF FMFDUSPOT BSF OPX OP MPOHFS SVOOJOH XJME CVU UIFZ TUBZ QVU BOE BSF TFOTJUJWF UP

UIF QSFTFODF PG POF BOPUIFS� $POTFRVFOUMZ
 UIF EZOBNJDT PG UIJT CPEZ PG FMFDUSPOT BSF SFWBNQFE BOE

UIFJS CFIBWJPST CFDPNFNVDINPSF EFMJDBUF� 5IJT VMUJNBUFMZ HJWFT SJTF UP NVDINPSF FYPUJD FMFDUSPOJD

QIBTFT HPWFSOFE CZ NBOZ�CPEZ QIZTJDT�

%�� $৞৓৥৥৛৕৓৞ 3ৗ৙৛য়ৗ� 8ৗ৓ঢ় .৓৙ৠৗ০৛৕ '৛ৗ৞৖৥

5IF GPSDF PO BO FMFDUSPO VOEFS UIF JOஸ஼VFODF PG BO FMFDUSJD BOE NBHOFUJD ஷ஫FME JT HJWFO CZ�

F = q(E+ v ×B). 	%��


*O B 2% QMBOBS HFPNFUSZ XJUI FMFDUSPOT VOEFS B MPOHJUVEJOBM FMFDUSJD ஷ஫FME CJBT
 UIF BQQMJDBUJPO PG B

XFBL NBHOFUJD ஷ஫FME QFSQFOEJDVMBS UP UIF QMBOF XJMM CFOE UIF FMFDUSPOT USBKFDUPSJFT� *O TUFBEZ TUBUF


DIBSHFT XJMM CVJME VQ BMPOH UIF USBOTWFSTF TJEFT PG UIF EFWJDF BOE UIJT HJWFT SJTF UP B )BMM WPMUBHF UIBU

EFWFMPQT JO UIF USBOTWFSTF EJSFDUJPO� *G UIF 	QPTJUJWF
 DVSSFOU 	BUUSJCVUFE UP IPMFT
 JT HPJOH JO UIF �Y

EJSFDUJPO 	Ix

 XJUI UIF NBHOFUJD ஷ஫FME QPJOUJOH JO UIF �[ EJSFDUJPO 	Bz

 BOE JG UIF EFWJDF IBT MFOHUI

L UIBU DIBSHFT NPWF MPOHJUVEJOBMMZ BMPOH BOE XJEUIW XIJDI JT JO UIF USBOTWFSTF EJSFDUJPO
 UIF )BMM

WPMUBHF JT UIFO�

VH ≡ Vxy = vxBzW. 	%��


*O UIF TQJSJU PG 0INءT MBX 	V = IR

 UIF )BMM SFTJTUBODF JT HJWFO CZ�

Rxy =
VH

Ix
=

vxBzW

−nevxW
= −Bz

ne
	%��


���



*U JT JOUFSFTUJOH UP OPUF UIBU )BMM SFTJTUJWJUZ JT UIF TBNF BT )BMM SFTJTUBODF JO 2%�

Rxy =
VH

Ix
=

EyW

jxW
=

Ey

jx
= ρH ≡ ρxy. 	%��


5IJT JT OPU UIF DBTF GPS MPOHJUVEJOBM SFTJTUBODF XIFSF Rxx = ρxx · (L/W )� 5IF )BMM DPFஶஷ஫DJFOU JT

EFஷ஫OFE BT�

RH =
Ey

jxBz
= − 1

ne
, 	%��


XIFSF jx = Ix/W = −nevx JO 2%
 e = |e| JT UIF FMFNFOUBSZ DIBSHF BOE n JT UIF DBSSJFS EFOTJUZ�

)FSF XF GPMMPX UIF DPOWFOUJPO GPS UIF MBCFMJOH PG UIF )BMM DPFஶஷ஫DJFOU� /PUF UIBURH JT OPU SFTJTUBODF

CVU IBT VOJUT PG N2/C � *O GBDU
 JU JT B RVBOUJUZ UIBU JT JOEFQFOEFOU PG BOZ TDBUUFSJOH UJNFT BOE IFODF

JOTFOTJUJWF UP GSJDUJPO� 5IJT DPFஶஷ஫DJFOU JT VTFGVM XIFO EFUFSNJOJOH UIF DBSSJFS UZQF BOE EFOTJUZ JO BO

FMFDUSPOJD EFWJDF� " QPTJUJWFRH NFBOT IPMF EPQJOH BOE OFHBUJWF NFBOT FMFDUSPO EPQJOH�

%�� 2১৓ৠ০১য় 3ৗ৙৛য়ৗ� 4০৤ৡৠ৙ .৓৙ৠৗ০৛৕ '৛ৗ৞৖৥

5IF CFIBWJPS PG UIF EFWJDF JO TUSPOH NBHOFUJD ஷ஫FMET XJMM FYIJCJU RVBOUJ[BUJPO FஶGFDUT JO QBSU CFDBVTF

FMFDUSPO PSCJUT BSF DMPTFE
 CFDPNJOH BUPNJD�MJLF
 BOE UIF FOFSHJFT EJTDSFUJ[F BDDPSEJOHMZ� .PSF TQFDJG�

JDBMMZ
 UIF )BMM SFTJTUBODF XJMM EFWFMPQ QMBUFBVT BU JOUFHFS 	PS GSBDUJPOBM GPS GSBDUJPOBM RVBOUVNN IBMM


NVMUJQMFT PG UIF RVBOUVN PG SFTJTUBODF
 h/e2� 5IJT JT UIF NBJO TJHOBUVSF PG UIF RVBOUVN IBMM FஶGFDU�

*O PSEFS UP CF JO TVDI B SFHJNF
 UIF DSJUFSJPO PG TUSPOH NBHOFUJD ஷ஫FME NVTU CF NFU BOE UIJT IBQQFOT

XIFO UIF FMFDUSPOT BSF BMMPXFE UP DPNQMFUF JUT DZDMPUSPO PSCJU XJUIPVU HFUUJOH JOUFSSVQUFE� 5IJT XJMM

CF FYQMBJOFE NPSF RVBOUJUBUJWFMZ JO B MBUFS TFDUJPO� -FU VT ஷ஫STU CSJFஸ஼Z ESBX UIF QIZTJDBM QJDUVSF PG

XIBUءT IBQQFOJOH�

���



%���� #৤৛ৗ৘ 4ৗয়৛৕৞৓৥৥৛৕৓৞ %ৗ৥৕৤৛ৢ০৛ৡৠ

8IFO UIF BQQMJFENBHOFUJD ஷ஫FME CFDPNFT TUSPOH FOPVHI
 UIF USBKFDUPSJFT PG UIF FMFDUSPOT XJMM DMPTF PO

JUTFMG BOE GPSN DMPTFE PSCJUT� 5IFTF BSF DBMMFE DZDMPUSPO PSCJUT� 5IF DPOEJUJPO GPS DMPTFE PSCJU JT HJWFO

CZ UIF #PIS�4PNNFSGFME RVBOUJ[BUJPO DPOEJUJPO�

∮

C
dr · p(r) = h(N + γ), 	%��


XIJDI DPNFT GSPN UIF SFRVJSFNFOU PG UIF RVBOUJ[BUJPO PG BOHVMBSNPNFOUVN� h JT 1MBODLءT DPOTUBOU


UIF RVBOUJ[FE VOJU PG BOHVMBS NPNFOUVN�N JT BO JOUFHFS�A JT UIF DJSDVNGFSFODF PG UIF PSCJU� UIF γ

GBDUPS JT UIF .BTMPW JOEFY BOE IBT B WBMVF PG 1/2 UP BDDPVOU GPS UIF [FSP�QPJOU NPUJPO���� 5IF DFOUFS

PG UIFTF PSCJUT BSF HVJEJOH DFOUFST BOE UIFZ FJUIFS ESJG஽ BMPOH FRVJQPUFOUJBM MJOFT PS BSF QJOOFE EPXOCZ

EJTPSEFS JO UIF CVML PG UIF TBNQMF� 5IFTF FRVJQPUFOUJBM MJOFT BSF BMM DSFBUFE CZ UIF JNQVSJUJFT MJUUFSFE

BDSPTT UIF CVML PG UIF TBNQMF� 5IF ESJG஽ WFMPDJUZ JT HJWFO CZ�

vd =
1

q

F×B

B2 =
E×B

B2 , 	%��


XIJDI JT FRVBM GPS CPUI QPTJUJWF BOE OFHBUJWF DIBSHFT� &RVJQPUFOUJBM MJOFT UIBU BSF DMPTFE PO JUT PXO


EJTDPOOFDUFE GSPN PUIFST
 GPSN UIF FMFDUSPO QVEEMFT� "T UIF NBHOFUJD ஷ஫FME JT TXFQU PS XIFO UIF FMFD�

USPO EFOTJUZ JT DIBOHFE
 UIF TJ[FT PG UIF DZDMPUSPO PSCJUT BOE UIF OVNCFS PG QBSUJDJQBUJOH FMFDUSPOT

XJMM DIBOHF BOE UIJT EJSFDUMZ BஶGFDUT UIF DPWFSBHF PG FMFDUSPO QVEEMFT 	MPDBMJ[FE QPDLFUT PG FMFDUSPOT


UISPVHIPVU UIF TBNQMF� 5IJT VMUJNBUFMZ DBVTFT UIF CVML PG UIF TBNQMF UP CFDPNF DPOEVDUJOH PS JO�

TVMBUJOH� 8IFO JU JT JOTVMBUJOH
 FMFDUSPOT BSF USBQQFE JOTJEF EJTDPOOFDUFE FMFDUSPO QVEEMFT
 VOBCMF UP

MFBL PVU BOE KVNQ GSPNPOF QMBDF UP BOPUIFS� 8IFO JU JT DPOEVDUJOH UIF FMFDUSPOT BSF BCMF UP QFSDPMBUF

���



UISPVHI UIF TBNQMF CFDBVTF UIF FMFDUSPO QVEEMFT BSF CJH FOPVHI UP NFSHF
 QBWJOH B XBZ UP HP GSPN

POF FOE PG UIF TBNQMF UP UIF PUIFS� *O UIF NJETU PG UIF CVML USBOTJUJPOT
 BU UIF FEHFT PG UIF TBNQMF UIF

DZDMPUSPO PSCJUT BSF VOBCMF UP DMPTF PO JUTFMG CVU XJMM JOTUFBE CPVODF BMPOH UIF FEHF
 IFODF DSFBUJOH B

TLJQQJOH PSCJU� 5IFTF TLJQQJOH PSCJUT GPSN UIF 1% DIJSBM FEHF TUBUFT UIBU BSF BMXBZT DBSSZJOH B DVSSFOU

ஸ஼PX JO POF EJSFDUJPO� 4VDI JT UIF QJDUVSF PG XIBUءT IBQQFOJOH JO UIF RVBOUVN IBMM SFHJNF
 CVU POF

DBO POMZ HP TP GBS XIFO BUUFNQUJOH UP NPEFM JU TFNJDMBTTJDBMZ� 5IF EFTDSJQUJPO CFDPNFT FTQFDJBMMZ

EJஶஷ஫DVMU JG POF IBT UP BDDPVOU GPS UIF RVBOUVN NFDIBOJDBM EFUBJMT PG (S 	TVDI BT WBMMFZ QIZTJDT
 PS

FMFDUSPO�FMFDUSPO JOUFSBDUJPOT� -BOEBV RVBOUJ[BUJPO
 PO UIF PUIFS IBOE
 DBO CFBVUJGVMMZ DBQUVSF UIF

QIFOPNFOPOXJUIPVU OFFEJOH UP EFMWF JOUP UIFNFTTZNJDSPTDPQJD EFUBJMT� 8F CFHJO CZ MPPLJOH BU UIF

(S )BNJMUPOJBO XJUI UIF BEEJUJPO PG B NBHOFUJD ஷ஫FME�

%���� 4৛ৠ৙৞ৗ 1৓৤০৛৕৞ৗ (৤৓ৢ৚ৗৠৗ -৓ৠ৖৓১ -ৗ২ৗ৞৥

5P VOEFSTUBOE UIF OBUVSF PG UIF -BOEBV MFWFMT 	--
 PG (S
 JU JT JNQPSUBOU UP JODMVEF CPUI K BOE

K′ WBMMFZT� "OE TP XF TUBSU GSPN FRVBUJPO "��� BOE JOUSPEVDF UIF NBHOFUJD ஷ஫FME WJB TVCTUJUVUJOH

UIF LJOFUJD NPNFOUVN 	!q
 XJUI UIF NPSF BQQSPQSJBUF DBOPOJDBM NPNFOUVN 	Π
 BT XBSSBOUFE CZ

)BNJMUPOJBO NFDIBOJDT� !q → Π ≡ !q+ eA� 8F UIFO BDRVJSF�

H(q) = vF

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 Πx − iΠy 0 0

Πx + iΠy 0 0 0

0 0 0 Πx + iΠy

0 0 Πx − iΠy 0

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, 	%��


���



XJUI UIF CBTJT PG {ΦA,K,ΦB,K,ΦA,K
′ ,ΦB,K

′} BOE UIF DPSSFTQPOEJOH FJHFOGVODUJPO IBT UIF GPSN�

Ψ(q) =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ψA,K(q)

ψB,K(q)

ψA,K
′(q)

ψB,K
′(q)

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, 	%��


XIFSFψ(A,B),(K,K
′
)(q) BSF UIF DPFஶஷ஫DJFOUT PG UIF(SXBWFGVODUJPO� 'PDVTJOH PO UIFK WBMMFZ
 XSJUJOH

PVU UIF TZTUFN PG FJHFOWBMVF FRVBUJPOT 	XIJMF ESPQQJOH PVU UIF EFQFOEFODJFT PG UIF FJHFOGVODUJPOT


XF IBWF�

vF (Πx + iΠy)ψA,K = εψB,K, 	%���


vF (Πx − iΠy)ψB,K = εψA,K. 	%���


$PNCJOJOH UIF UXP OFUT VT UXP EFDPVQMFE FJHFOWBMVF FRVBUJPOT�

v2F (Πx − iΠy)(Πx + iΠy)ψA,K = ε2ψA,K, 	%���


v2F (Πx + iΠy)(Πx − iΠy)ψB,K = ε2ψB,K. 	%���


/PUF UIBU UIF PSEFS PG UIF PQFSBUPST NVTU CF PCFZFE CFDBVTF UIFZ EP OPU DPNNVUF� -PPLJOH TQFDJஷ஫�

DBMMZ BU UIF FRVBUJPO GPS ψB,K
 XJUI TPNF SFBSSBOHFNFOU BOE XSJUJOH PVU UIF DBOPOJDBM NPNFOUVN

���



FYQMJDJUMZ
 JO UIF -BOEBV HBVHF XIFSF XF DIPPTFA = (−Bzy, 0, 0)
 BOE GPS pi = !qi
 XF HFU�

ε2ψB,K = v2F
(
(px − eBzy + ipy)(px − eBzy − ipy)

)
ψB,K

= v2F
(
(px − eBzy)

2 + i[py, px − eBzy] + p2y
)
ψB,K

= v2F
(
(px − eBzy)

2 − e!Bz + p2y
)
ψB,K

1

2m

(( ε

vF

)2
+ e!Bz

)
ψB,K =

(
p2y
2m

+
(eBz)

2

2m

(
y − px

eBz

)2)
ψB,K

	%���


XIFSF XF VTFE UIF DPNNVUBUJPO SFMBUJPOT� [px, py] = 0 BOE [py, y] = −i!
 BOE BU UIF FOE XF

EFMJCFSBUFMZ QVU UIF SJHIU IBOE TJEF PG UIF FRVBUJPO JOUP B RVBOUVN IBSNPOJD PTDJMMBUPS GPSN� 5IF

TUSBUFHZ GPS TPMWJOH GPS UIF -BOEBV MFWFM 	--
 FOFSHJFT JT UP SFBMJ[F UIBU UIF)BNJMUPOJBOXJUINBHOFUJD

ஷ஫FME DBO CF DBTU JOUP UIF TBNF TUSVDUVSF BT B IBSNPOJD PTDJMMBUPS BOE TJODF UIF TPMVUJPO PG UIF IBSNPOJD

PTDJMMBUPS JT LOPXO
 POF DBO DPNF VQ XJUI BO BOBMPHPVT TPMVUJPO GPS UIF )BNJMUPOJBO XJUI NBHOFUJD

ஷ஫FME� #FDBVTF UIF RVBOUVN IBSNPOJD PTDJMMBUPS PTDJMMBUJOH BSPVOE y0 IBT UIF GPMMPXJOH FJHFOWBMVF

FRVBUJPO�
(

p2y
2m

+
1

2
mω2(y − y0)

2
)
ψ = !ω

(
N +

1

2

)
ψ, 	%���


XIFSFN JT UIF RVBOUVNOVNCFSXIJDI DBO UBLF PO JOUFHFS WBMVFT� 0, 1, 2...� 5IJT BMMPXT VT UP DPOWFSU

FRVBUJPO %��� JOUP�

1

2m

((ε--,K,B

vF

)2
+ e!Bz

)
ψB,K = !ωc

(
N +

1

2

)
ψB,K, 	%���


XIFSF XF IBWF SFMBCFMFE ε → ε--,K,B GPS CFUUFS SFQSFTFOUBUJPO� /PUF IFSF UIBUBz JT UIF QFSQFOEJD�

VMBS NBHOFUJD ஷ஫FME XJUI SFTQFDU UP UIF 2% QMBOF BOE B JT SFGFSSJOH UP UIF TVCMBUUJDF� " GVSUIFS OPUF

IFSF GSPN B NBUIFNBUJDBM QFSTQFDUJWF JT UIBU XF IBWF EFDPVQMFE UIF FJHFOWBMVF FRVBUJPO BOE OPX CZ

���



TPMWJOH GPS UIF JOEFQFOEFOU FJHFOWFDUPST
 XF DBO BDRVJSF UIF GVMM TFU PG FJHFOWBMVFT� 8IBU SFNBJOT

OPX JT UP TPMWF GPS ε--,K,B � #FMPX BSF UIF FYQSFTTJPOT GPS UIF LFZ QBSBNFUFST FODPVOUFSFE�

ωc =
eBz

m
, 	%���


y0 =
!qx
eBz

= l2Bqx, 	%���


ε--,K,B = THO(N)vF
√
2!eBz|N |

= THO(N)
!vF
lB

√
2|N |

= THO(N)!ωD

√
|N |,

	%���


lB =

√
!

eBz
=

26ON√
Bz[T ]

, 	%���


ωD = vF

√
2eBz

! . 	%���


ωc JT UIF TUBOEBSE 2%&( 	UXP EJNFOTJPOBM FMFDUSPO HBT
 DZDMPUSPO GSFRVFODZ 	GPS QBSBCPMJD EJTQFSTJPO

SFMBUJPOT

 y0 EFஷ஫OFT UIF DIBSBDUFSJTUJD EJTUBODF CFUXFFO UIF DFOUFST PG DZDMPUSPO PSCJUT BOE BMTP UFMMT

VT UIF SFMBUJPO CFUXFFO NPNFOUVN TQBDF BOE SFBM TQBDF
 ε--,K,B JT UIF -BOEBV MFWFM FOFSHZ GPS UIF

B TVCMBUUJDF PG UIFK WBMMFZ XJUIN OPX CFJOH UIF -BOEBV MFWFM JOEFY
 BOE ωD JT UIF %JSBD DZDMPUSPO

GSFRVFODZ� "CPWF XF IBWF JOUSPEVDFE B OFX DIBSBDUFSJTUJD MFOHUI TDBMF
 lB 
 XIJDI JT UIF NBHOFUJD

MFOHUI� .PSF XJMM CF TBJE BCPVU UIJT MBUFS� 6OMJLF CFGPSF
 N JT OPX B RVBOUVN OVNCFS UIBU DBO

UBLF PO CPUI QPTJUJWF BOE OFHBUJWF JOUFHFS WBMVFT� ... − 1, 0, 1...� 5IJT JT B DPOTFRVFODF PG UIF 2 × 2

)BNJMUPOJBO 	GPS B TJOHMF WBMMFZ
 BENJUUJOH UXP FJHFOWBMVFT 	POF QPTJUJWF BOE POF OFHBUJWF
 GPS B HJWFO

N � 5IF QPTJUJWF BOE OFHBUJWF TPMVUJPO JT OPX EJDUBUFE CZ UIF TJHO PGN XIJDI SFQSFTFOUT UIF FOFSHJFT

PG FMFDUSPOT BOE IPMFT SFTQFDUJWFMZ� 5IF JOUFSFTUJOH DBTF IFSF JTN = UIF؝0 [FSPUI -BOEBV MFWFM 	[--


XIFSF ε-- = 0� "U UIJT MFWFM
 UIF -- JT TIBSFE FRVBMMZ CZ CPUI FMFDUSPOT BOE IPMFT� 5IJT JT UP TBZ� XIFO

���



UIF [-- JT IBMG ஷ஫MMFE
 UIFSF BSF POMZ IPMFT PDDVQZJOH UIF --� XIFO UIF [-- JT DPNQMFUFMZ ஷ஫MMFE
 JU IBT

CPUI FMFDUSPOT BOE IPMFT� BOEXIFO UIF [-- JT FNQUZ
 UIF [-- IBT OFJUIFS IPMFT PS FMFDUSPOT� 5IJT JT JO

DPNQMFUF DPOUSBTU UP DPOWFOUJPOBM CBOE QIZTJDT XIFSF ஷ஫MMFE CBOET BSF PDDVQJFE CZ FMFDUSPOT
 FNQUZ

CBOET BSF ஷ஫MMFE CZ IPMFT BOE QBSUJBMMZ ஷ஫MMFE CBOET IBWF CPUI FMFDUSPOT BOE IPMFT� 5IF TJHOJஷ஫DBODF PG

UIJT JT JU HJWFT SJTF UP UIF BOPNBMPVT OBUVSF PG UIF (SءT RVBOUVN IBMM FஶGFDU XIJDI XJMM CF DPWFSFENPSF

JO�EFQUI TIPSUMZ�

"T IJOUFE
 UIF [-- JT NPSF GBTDJOBUJOH BOE DPNQMFY DPNQBSFE UP UIF IJHIFS PSEFS --T� 5P TFF UIJT


MFU VT SFQFBU UIF TBNF QSPDFEVSF BCPWF CVU GPS ψA,K� )FSF XF HFU�

ε--,K,A = THO(N)vF
√
2!eBz(|N |+ 1)

= THO(N)!ωD

√
|N |+ 1,

	%���


GPS N = ... − 1, 0, 1...� "T POF DBO TFF
 UIF [-- 	ε-- = 0
 JT BCTFOU JO UIJT DBTF� 4P GBS XIBU JT

TIPXO JT UIBU UIF )BNJMUPOJBO DBO CF EFDPVQMFE JOUP UXP JOEFQFOEFOU FJHFOWBMVF FRVBUJPOT
 IFODF

BENJUUJOH UXP JOEFQFOEFOU FJHFOWFDUPST� 5IF UXP TFUT PG FJHFOWFDUPST TIBSF UIF TBNF FJHFOWBMVFT

FYDFQU GPS UIF [--� 5IJT UIFO NFBOT UIBU CFTJEFT UIF FJHFOWFDUPS GPS UIF [--
 BMM PUIFS FJHFOWFDUPST PG

UIF)BNJMUPOJBO DBOCF UIF TVQFSQPTJUJPOPG UIF EFDPVQMFE FJHFOWFDUPSTXJUI UIF TBNF FJHFOWBMVF� 'PS

UIF [--
 UIF POMZ BMMPXFE FJHFOWFDUPS JT B OPO�[FSP ψB,K BOE WBOJTIJOH ψA,K 	GPS UIF , WBMMFZ
 XJUI

FJHFOWBMVF ε-- = 0� 'SPN UIJT
 XF DBO EFEVDF UIBU UIF OPO[FSP --T TIPVME CF UXJDF NPSF EFHFOFSBUF

UIBO UIF [--�

4JNJMBS TPMVUJPOT DBO CF EFSJWFE GPS UIF K′ FYDFQU UIF SPMFT PG TVCMBUUJDF A BOE B BSF TXJUDIFE�

#FMPX XF TVNNBSJ[F UIF TPMVUJPOT SFHBSEJOH UIF (S )BNJMUPOJBO JO NBHOFUJD ஷ஫FME� 5IF (S XBWF�

���



GVODUJPOT BSF UBLFO GSPN UIF DJUBUJPO���� 'PS UIFK WBMMFZ�

ΨN,K(qx) =
CN√
W

eiqxx

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

THO(N)(−i)φ|N |−1(qx)

φ|N |(qx)

0

0

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. 	%���


'PS UIFK′ WBMMFZ�

ΨN,K
′(qx) =

CN√
W

eiqxx

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

φ|N |(qx)

THO(N)(−i)φ|N |−1(qx)

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, 	%���


XJUI UIF QBSBNFUFST EFஷ஫OFE BT GPMMPXT�

CN =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

1 GPSN = 0

1√
2

GPSN ̸= 0
, THO(N) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

0 GPSN = 0

N
|N | GPSN ̸= 0

,

φ|N |(y, qx) =
1√
2NN !

(
1

πl2B

) 1
4

FYQ
(
− 1

2

(y − qxl
2
B)

2

l2B

)
H|N |

[
(y − qxl

2
B)

lB

]
.

	%���


H|N | BSF UIF )FSNJUF QPMZOPNJBMT BOE φ|N | BSF UIF FJHFOGVODUJPOT PG UIF IBSNPOJD PTDJMMBUPS� 5IF

CFIBWJPS PG UIF FMFDUSPOT BSF KVTU IBSNPOJD PTDJMMBUPST DFOUFSFE BSPVOE y0 BOE UIFJS XBWFGVODUJPOT

BSF MJLF TUSJQT MPDBMJ[FE BSPVOE y0 XJUI QMBOF XBWFT FYUFOEJOH UPXBSET x� #FDBVTF 0 < y < Ly 
 UIF

BMMPXFE qx WBMVFT BSF� 0 ≤ qx ≤ Ly/l
2
B 	GSPN FRVBUJPO %���
�

5BLJOH JU BMM UPHFUIFS
 UIF XBWFGVODUJPO BU N ̸= 0 IBT OPO�[FSP BNQMJUVEFT GPS CPUI A BOE B

���



	B
 	C


'JHVSF %��� -BOEBV MFWFMT PG NPOPMBZFS HSBQIFOF BT B GVODUJPO PG NBHOFUJD ஷ஫FME� 	B
 TIPXT UIF DPOUJOVPVT
FWPMVUJPOPG UIF--T JO UIF JOUFHFS RVBOUVNIBMM SFHJNF
 BTTVNJOH UIBU UIF--T SFUBJO UIFJS GPVS�GPME EFHFOFSBDZ

J�F�
 VOCSPLFO EFHFOFSBDZ� 5IF --T TIPX JUT OPO�MJOFBS FWPMVUJPO BMPOH UIF FOFSHZ BYJT BOE UIJT BMPOH XJUI B
N = 0 -- BSF USBEFNBSLT PG NPOPMBZFS HSBQIFOFءT BOPNBMPVT RVBOUVN IBMM FஶGFDU� 	C
 TIPXT UIF MJOF DVUT PG
UIF --T BU EJஶGFSFOU NBHOFUJD ஷ஫FMET�

TVCMBUUJDF
 NFBOJOH UIBU QBSUJDMFT BSF FRVBMMZ QPQVMBUFE JO CPUI TVCMBUUJDFT� )PXFWFS
 GPS UIFN = 0

DBTF
 K WBMMFZ QBSUJDMFT POMZ PDDVQZ UIF B TVCMBUUJDF XIFSFBT K′ WBMMFZ QBSUJDMFT POMZ PDDVQZ UIF A

TVCMBUUJDF� 5IJTNFBOT UIBU UIF WBMMFZ TQJO 	JTPTQJO
 CFDPNFT FRVJWBMFOU BT UIF TVCMBUUJDF 	QTFVEPTQJO
�

5IJT JT B GPSN PG IJHIMZ FYPUJD FMFDUSPO DPSSFMBUJPO FஶGFDU BOE BT B SFTVMU UIF [-- IBT USJHHFSFE NBOZ

FYUFOTJWF TUVEJFT�

%�� -৓ৠ৖৓১ -ৗ২ৗ৞ %ৗ৙ৗৠৗ৤৓৕৫

5IVT GBS UIF TZTUFN IBT CFFO USFBUFE BT B Lx = L CZ Ly = W CPY� 0QFSBUJOH VOEFS UIF -BOEBV

HBVHF TUJMM
 BMM UIF TUBUFT BSF QJMFE VQ BMPOH UIF y EJSFDUJPO BT EFTDSJCFE CZ UIF XBWFGVODUJPO JO UIF

QSFWJPVT TFDUJPO� 4UBUFT BSF MPDBMJ[FE BMPOHy BOE BSF FYUFOEFE BMPOHx� %VF UP UIFCPVOEBSZ DPOEJUJPO


NPNFOUVN BMPOH UIF x JT RVBOUJ[FE JOUP VOJUT PG ∆qx = 2π/Lx� #FDBVTF 0 < y < Ly 
 JO UIF

-BOEBV HBVHF
 UIF SBOHF GPS qx JT 0 ≤ qx ≤ Ly/l
2
B 	GSPN FRVBUJPO %���
� 5P FOVNFSBUF UIF UPUBM

���



OVNCFS PG TUBUFT
 JU DPNFT EPXO UP TFFJOH IPX NBOZ TUBUFT ஷ஫U HJWFO UIF QIZTJDBM TJ[F PG PVS TZTUFN�

N-- = g
Lx

2π

∫ Ly/l
2
B

0
dqx = g

LxLy

2πl2B
= g

BzA

Φ0
. 	%���


)FSF g JT UIF EFHFOFSBDZ PG FBDI TUBUF� 'PS HSBQIFOF g = 4 EVF UP TQJO BOE WBMMFZ EFHFOFSBDJFT� Φ0 JT

UIF ஸ஼VY RVBOUVN
 BOE lB JT UIF NBHOFUJD MFOHUI� 5IF FRVBUJPOT TJNQMZ SFBET� UIF OVNCFS PG TUBUFT

JO POF -BOEBV MFWFM JT FRVBM UP UIF OVNCFS PG ஸ஼VY RVBOUB UISFBEJOH UISPVHI UIF TBNQMF TVSGBDF A

	NVMUJQMJFE CZ BEEJUJPOBM EFHFOFSBDJFT g
� *G UIFSF BSFN ஷ஫MMFE --T
 UIFO UIFSF XJMM CFN UJNFT NPSF

TUBUFT� #FMPX XF TVNNBSJ[F UIF LFZ QBSBNFUFST�

Φ0 =
h

e
= 2πl2BBz, 	%���


lB =

√
!

eBz
≈ 26ON√

Bz
, 	%���


n-- =
N--
A

= g
Bz

Φ0
, 	%���


g-- =
g

2πlB2 , 	%���


ν =
ne

n--
. 	%���


Φ0 JT UIF RVBOUVN PG ஸ஼VY� 2πl2B JT JOUFSQSFUFE BT UIF BSFB PG B DZDMPUSPO PSCJU� 4P UIF NBHOFUJD MFOHUI

lB JT SPVHIMZ UIF TJ[F PG UIF PSCJU� &BDI DZDMPUSPO PSCJU BMMPXT POF RVBOUVN PG ஸ஼VY Φ0� n-- JT UIF

DBSSJFS EFOTJUZ 	PS FRVJWBMFOUMZ UIF UPUBM EFHFOFSBDZ
 PG FBDI --
 UBLJOH JOUP BDDPVOU UIF NBUFSJBMءT

EFHFOFSBDZ g� g-- JT UIF %04 PG FBDI --� ν JT UIF ஷ஫MMJOH GBDUPS
 XIJDI UFMMT VT IPXNBOZ --T BSF DPN�

QMFUFMZ ஷ஫MMFE
 DPVOUJOH EFHFOFSBUF --T BT TFQBSBUF POFT� 5IJT DBO CF USBOTMBUFE UP NFBO UIF OVNCFS

PG FMFDUSPOT QFS RVBOUVN PG ஸ஼VY� ne JT UIF UPUBM DBSSJFS EFOTJUZ JO UIF TZTUFN�

���



	B
 	C


'JHVSF %��� -BOEBV MFWFMT PG B NBTTJWF TZTUFN XJUI QBSBCPMJD EJTQFSTJPO SFMBUJPO� 	B
 TIPXT UIF DPOUJOVPVT
FWPMVUJPO PG UIF --T JO UIF JOUFHFS RVBOUVN IBMM SFHJNF
 BTTVNJOH UIBU UIF --T IBWF B UXP�GPME EFHFOFSBDZ� *O
DPOUSBTU UP NPOPMBZFS (S
 UIF --T TIPX B MJOFBS FWPMVUJPO BMPOH UIF FOFSHZ BYJT BOE IBT OP -BOEBV MFWFMT BU
[FSP FOFSHZ� 	C
 TIPXT UIF MJOF DVUT PG UIF --T BU EJஶGFSFOUNBHOFUJD ஷ஫FMET� 5IF EFOTJUZ PG UIF -- JT NVDI IJHIFS
EVF UP UIF DZDMPUSPO GSFRVFODZ� 5IJT JT UIF QSPIJCJUJOH GBDUPS GPS PCTFSWJOH RVBOUVN IBMM BU IJHI UFNQFSBUVSFT�
5IF QBSBNFUFST VTFE GPS UIJT GBO EJBHSBN BSF CBTFE PO UIF FMFDUSPO EPQFE (B"T QSPQFSUJFT�

%�� 3ৗ৞৓০৛২৛৥০৛৕ ২৥ /ৡৠ�3ৗ৞৓০৛২৛৥০৛৕ -৓ৠ৖৓১ -ৗ২ৗ৞৥ $ৡয়ৢ৓৤৛৥ৡৠ

/PUF UIBU UIF DZDMPUSPO GSFRVFODJFT HJWFT VT B DPVQMF QJFDFT PG JOGPSNBUJPO� *U UFMMT VT UIF SBUF PG

PSCJUBM NPUJPO BOE UIJT JT UIF DSJUJDBM QBSBNFUFS UIBU EFஷ஫OFT XIFUIFS XF BSF JO UIF RVBOUVN�TUSPOH

ஷ஫FME SFHJNF� VBOUVNߕ IBMM FஶGFDU DBO POMZ CF PCTFSWFE JG UIF DZDMPUSPO PSCJU DBO DPNQMFUF BOE TP UIF

GPMMPXJOH DPOEJUJPOT NVTU CF TBUJTஷ஫FE�

ωC,Dτ ≫ 1, 	%���


!ωC,D ≫ kBT, 	%���


XIFSF τ TUBOET GPS BOZ TDBUUFSJOH UJNFT BOE kBT JT UIF UIFSNBM TNFBSJOH UIBU DBO NBTL RVBOUJ[BUJPO

FஶGFDUT� !ωC,D JT UIF DIBSBDUFSJTUJD FOFSHZ
 EFஷ஫OJOH UIF TQBDJOH CFUXFFO UIF RVBOUJ[FE -BOEBV MFW�

FMT� *U JT XPSUI OPUJOH UIBU !ωC ≈ 1 ,
 XIFSFBT !ωD ≈ 1500 ,� 5IJT NFBOT UIBU RVBOUVN IBMM JT

���



OPU POMZNPSF FBTJMZ PCTFSWBCMF JO(S 	PS SFMBUJWJTUJD TZTUFNT

 JU DBO BMTP CF PCTFSWFE JO SPPN UFNQFSB�

UVSF���� 'JHVSFT%�� BOE%�� TIPX UIF --T PG B SFMBUJWJTUJD TZTUFN 	NPOPMBZFS(S
 BOE B OPO�SFMBUJWJTUJD

TZTUFN 	NBTTJWF QBSUJDMF TZTUFN XJUI QBSBCPMJD EJTQFSTJPO SFMBUJPO
 SFTQFDUJWFMZ� 5IF --T GPS UIF OPO�

SFMBUJWJTUJD TZTUFN BTTVNFT UIF FMFDUSPO�EPQFE (B"T QSPQFSUJFT�

%�� 2১৓ৠ০১য় )৓৞৞ &৖৙ৗ 4০৓০ৗ৥ ৓ৠ৖ 5৤৓ৠ৥ৢৡ৤০ 1৤ৡৢৗ৤০৛ৗ৥

*O UIF JODPNQSFTTJCMF TUBUF
 UIF CVML PG UIF RVBOUVN IBMM TZTUFN JT JOTVMBUJOH BOE JUT USBOTQPSU JT EJD�

UBUFE CZ UIF FEHF DIBOOFMT� 'JSTU GPS DPOWFOJFODF
 XF JOUSPEVDF UIF GPMMPXJOH MBEEFS PQFSBUPST�

a =
lB√
2!

(Πx − iΠy),

a† =
lB√
2!

(Πx + iΠy),

	%���


"U UIF CPVOEBSZ PG UIF EFWJDF B DPOஷ஫OJOH QPUFOUJBM VDPOG(y) NVTU CF JNQPTFE UP UIF (S )BNJMUP�

OJBO� 8F DIPPTF UIF DPOஷ஫OFNFOU EJSFDUJPO UP CF BMPOH y UP SFTQFDU UIF USBOTMBUJPO JOWBSJBODF BMPOH x

BTTVNFE JO PVS DIPJDF PG -BOEBV HBVHF� 'PDVTJOH PO B TJOHMF WBMMFZ XF IBWF�

H(q) = vFσ ·Π+ V (y)σz

= ξ
√
2
!vF
lB

⎡

⎢⎣
0 a

a† 0

⎤

⎥⎦+

⎡

⎢⎣
V (y) 0

0 −V (y)

⎤

⎥⎦ ,
	%���


XIFSFσ = (σx,σy)
 ξ = +1,−1 GPSK,K′ WBMMFZT SFTQFDUJWFMZ� *U JT JNQPSUBOU UP OPUF UIBUXJUI UIJT

TIPSUIBOE OPUBUJPO GPS BEESFTTJOH UIF EJஶGFSFOU WBMMFZT
 UP LFFQ UIF FRVBUJPOT DPOTJTUFOU
 UIF CBTFT GPS

UIFK
K′ WBMMFZT CFDPNF {ΦA,K,ΦB,K} BOE {ΦB,K
′ ,ΦA,K

′} SFTQFDUJWFMZ� 5IF DPOஷ஫OFNFOU DPNFT

JO UIF GPSN PG B NBTT UFSN JO PSEFS GPS JU UP CF DPOTJTUFOU XJUI UIF CBOEHBQ PQFOJOH GPS SFMBUJWJTUJD

���



QBSUJDMFT 	PUIFSXJTF JU XJMM CFDPNF B ,MFJO UVOOFMJOH QSPCMFN XIFSF FMFDUSPOT BSF JNNVOF UP UIF QP�

UFOUJBM� 4BNF SFBTPOJOH BT JO TFDUJPO "��
� 8F DBO BSSJWF BU BO BOBMZUJDBM TPMVUJPO JG XF FYQBOE UIF

DPOஷ஫OFNFOU QPUFOUJBM BSPVOE y0�

V (y) ≈ V (y0) +
∂VDPOG
∂y

∣∣∣∣
y0

+ . . . , 	%���


BOE LFFQJOH POMZ UIF [FSPUI PSEFS UFSN� 5IJT [FSPUI PSEFS UFSN DPSSFTQPOET UP UIF BWFSBHF PG UIF QP�

UFOUJBM UIBU FBDI IBSNPOJD PTDJMMBUPS 	PS FYUFOEFE TUSJQ
 GFFMT� 3FNFNCFS y0 = l2Bqx� 5IF FJHFOWBMVFT

PG UIF )BNJMUPOJBO XJUI V (y) = V (y0) BSF�
���

ε--,N ̸=0 = ±

√

V (y0)
2 + 2

(
!vF
lB

)2

N, 	%���


ε--,N=0 = ξV (y0). 	%���


8JUI UIF QPUFOUJBM QSPஷ஫MF BU UIF FEHFT
 XF DBO OPX DPNQVUF UIF WFMPDJUZ PG UIF DIBSHFE QBSUJDMFT GPS

QPJOU y0 JO UIF x EJSFDUJPO 	UIF EJSFDUJPO BMPOH UIF FYUFOEFE TUBUFT
 XIJDI JT HJWFO CZ�

vx(qx) =
1

!
∂ε--
∂qx

=
l2B
!
∂V (y0)

∂y0
=

1

eBz

∂V (y0)

∂y0
, 	%���


���



BOE TP UIF UPUBM DVSSFOU GPS B TJOHMF -BOEBV MFWFM JT�

Ix =

∫
dqxλvx(qx)

=
−e

Lx

Lx

2π

∫ Ly/l
2
B

0
dqxvx(qx)

=
−e

2πl2B

∫ Ly

0
dy0

1

eBz

∂V (y0)

∂y0

=
−e

2π!
(
V (Ly)− V (0)

)

= − e

h
∆µ.

	%���


*O UIF BCPWFXF BTTVNF BO FMFDUSPO DVSSFOUXIFSFλ = −|e|/Lx JT UIF MJOF DIBSHF EFOTJUZ� 'PS QPTJUJWF

DVSSFOU ஸ஼PX
 JU JT UIF SFWFSTF� 5IF )BMM WPMUBHF BOE )BMM SFTJTUBODF SFTQFDUJWFMZ CFDPNFT�

VH =
∆µ

−e
, 	%���


Rxy =
VH

Ix
=

h

e2
= RQ. 	%���


5IFTF BSF UIF WBMVFT GPS B TJOHMF -- 	XJUI B EFHFOFSBDZ PG POF
� RQ JT UIF RVBOUVN PG SFTJTUBODF XJUI

B WBMVF PG RQ = 25.812807557(18)LΩ� 5IF EFTDSJQUJPO FYUFOET UP NBOZ --T JO XIJDI DBTF FBDI

-- DPOUSJCVUFT BO BEEJUJPOBM DIBOOFM 	NVMUJQMJFE CZ UIF BQQSPQSJBUF EFHFOFSBDJFT
� #FMPX XF XSJUF

EPXO VTFGVM RVBOUJUJFT NPTUMZ QFSUBJOJOH UP (S�

σxy = 4

(
N +

1

2

)
e2

h
, 	%���


GQ =
e2

h
, 	%���


ν = 4

(
N +

1

2

)
= ±2,±6,±10.... 	%���


���



)FSF UIF GBDUPS PG GPVS JO GSPOU JT EVF UP UIF TQJO BOE WBMMFZ EFHFOFSBDZ� g = gsgv = 2 × 2 = 4�

$PNQBSFE UP UIF DPOWFOUJPOBM )BMM DPOEVDUBODF UIFSF JT B 1/2 TIJG஽ JO DPOEVDUJWJUZ BOE UIJT JT EVF UP

UIF #FSSZ QIBTF PG (S�

%�� #ৗ৤৤৫ 1৚৓৥ৗ ৓ৠ৖ (৤৓ৢ৚ৗৠৗء৥ 6ৠ৕ৡৠ২ৗৠ০৛ৡৠ৓৞ '৛৞৞৛ৠ৙ '৓৕০ৡ৤৥

#FSSZ QIBTF JT UIF BEEJUJPOBM QIBTF UIBU UIF XBWFGVODUJPO BDRVJSFT XIJMF USBWFSTJOH B GVMM PSCJU JO NP�

NFOUVN TQBDF� *U JT B DPOTFRVFODF PG UIF XBWF QSPQFSUZ PG RVBOUVNNFDIBOJDBM PCKFDUT BOE JU DBOOPU

CF DBQUVSFE CZ UIF TFNJDMBTTJDBM NFUIPE� (S JT QFDVMJBS QBSUMZ GPS JUT OPO�USJWJBM #FSSZ QIBTF� 5ZQJDBM

XBWFGVODUJPOT XPVME BDRVJSF B GVMM 2π QIBTF XIFO NBLJOH B GVMM PSCJU CVU OPU (S� %FUBJMFE JO "��


(S BDRVJSFT JOTUFBE B π QIBTF BOE POF DBO USBDF UIBU UIJT UP (SءT MBUUJDF� 8F XPOءU HP JOUP UIF EFUBJMT

BCPVU #FSSZ QIBTF BOE IFSF XF XJMM TJNQMZ BDLOPXMFEHF JUT WBMVF GPS (S� 'PS UIF FYQFSJNFOUBM BOE

UIFPSFUJDBM EFUBJMT PO #FSSZ QIBTF
 UIF SFBEFS JT SFGFSSFE UP UIF DJUFE SFGFSFODFT����
���

5P TFF IPX UIJT GBDUPST JOUP (SءT BOPNBMPVT RVBOUVN IBMM
 XF TUBSU XJUI #PIS�4PNNFSGFMEءT RVBO�

UJ[BUJPO DPOEJUJPO 	FRVBUJPO %��
 XIJDI XBT XSJUUFO JO UFSNT PG BOHVMBS NPNFOUVN
 BOE XSJUF JU

JO UFSNT PG QIBTF CZ EJWJEJOH UISPVHI XJUI !� "MPOH XJUI 1FJFSMءT TVCTUJUVUJPO UP BDDPVOU GPS UIF

NBHOFUJD ஷ஫FME 	p → p+ eA
 XF HFU�

∮

C
dr · k+

e

!

∮

C
dr ·A+ ΓB = 2π(N + γ). 	%���


"O FYUSB ΓB QIBTF XBT BEEFE UP BDDPVOU GPS UIF #FSSZ QIBTF BDRVJSFE XIFO JOUFHSBUJOH B GVMM DJSDMF�

ΓB = π GPS (S� 5IF ஷ஫STU UFSN JT UIF #MPDI QIBTF 	PS EF�#SPHMJF QIBTF
� 5IF TFDPOE UFSN JT UIF

"IBSPOPW�#PIN QIBTF� "MM UIFTF QIBTFT NVTU BEE VQ UP CF FRVBM UP UIF QIBTF SFRVJSFE GPS DPOTUSVD�

���



'JHVSF%��� .FBTVSFNFOU PGߕVBOUVN)BMM &ஶGFDU JO HSBQIFOF� 1MPU JT BEBQUFE GSPN UIFXPSLCZ;IBOH FU BM� ���
5IF GPVS UFSNJOBM MPOHJUVEJOBM SFTJTUBODFNFBTVSFNFOU 	Rxx DPMPSFE PSBOHF
 HPFT UP [FSP XIFO -BOEBV -FWFMT
BSF ஷ஫MMFE BOE CFDPNFT OPO�[FSP PODF B -BOEBV MFWFM CFDPNFT QBSUJBMMZ ஷ஫MMFE� *U CFDPNFT [FSP CFDBVTF XIFO
-BOEBV MFWFMT BSF ஷ஫MMFE
 FEHF TUBUFT DBSSZ UIF DPOEVDUJOH DIBSHFT BDSPTT UIF TBNQMF BOE UIFTF TUBUFT BSF CBMMJTUJD
BOE EP OPU ESPQ JO QPUFOUJBM VOUJM FRVJMJCSBUFE XJUI UIF TPVSDF PS ESBJO� 5IF [FSPT JO Rxx UIVT JOEJDBUF UIF
GVMM ஷ஫MMJOH PG -BOEBV MFWFMT� 5IF TFRVFODF JT DBMMFE UIF ஷ஫MMJOH GBDUPS XIFSF FBDI GBDUPS SFGFST UP UIF OVNCFS PG
-BOEBV MFWFMT ஷ஫MMFE� "U UIF [FSPT JO Rxx
 Rxy XJMM CF B QMBUFBV� 5IJT JT CFDBVTF XIFO BMM -BOEBV MFWFMT BSF
ஷ஫MMFE
 UIF CVML JT JOTVMBUJOH
 J�F� DIBSHFT BSF MPDBMJ[FE� $POTFRVFOUMZ
 UIFSF DBOOPU CF BOZ DIBSHF NPWFNFOU
USBOTWFSTFMZ BOE IFODF UIFSF DBOOPU CF BOZ DIBOHF JO QPUFOUJBM ESPQ�

UJWF JOUFSGFSFODF TVDI UIBU BO PSCJU DBO FYJTU� 'SPN TFNJDMBTTJDBM RVBOUVN NFDIBOJDT XF LOPX�

!k̇ = −e(v ×B), 	%���


!k = −e(r×B) + DPOTU�. 	%���


1MVHHJOH FRVBUJPO %��� JOUP %��� BOE NBLJOH VTF PG 4UPLFءT UIFPSFN XIFSF∇×A = B
 XF HFU�

B ·
∮

C
dr · r−

∫

S
dS ·B =

2π!
e

(N + γ − γB)

2Φ− Φ = Φ0(N + γ − γB)

Φ = Φ0(N + γ − γB)

	%���


���



XIFSF S JT UIF PSCJU BSFB BOE Φ0 = h/e JT UIF RVBOUVN PG ஸ஼VY� γB = ΓB/2π JT UIF DPOUSJCVUJPO

GSPN#FSSZ QIBTF� 'PS(S
 γB = 1/2� %JWJEJOH UISPVHIPVU CZB
 XFXPVME HFU UIF FRVBUJPO JO UFSNT

PG BSFB JO SFBM TQBDF� $POWFSUJOH UIBU JOUP NPNFOUVN TQBDF CZ VTJOH FRVBUJPO %���
 XF HFU�

πk2N = (N + γ − γB)
2πeB

! =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

N 2πeB
! GPS (S

(N + 1
2)

2πeB
! GPS QBSBCPMJD CBOET

, 	%���


3FNFNCFS
 γ = 1/2 JT EVF UP UIF [FSP QPJOU NPUJPO� γB = 1/2 GPS (S BOE γB = 0 GPS QBSBCPMJD

CBOET UIBU IBT OP #FSSZ QIBTF� 'SPN IFSF XF DBO TFF IPX UIJT BஶGFDUT UIF ஷ஫MMJOH GBDUPS� 5IF DPOEJUJPOT

BCPWF EJDUBUF UIF QPTJUJPOT PG --T� 'PS (S UIFSF FYJTUT POF BU UIF PSJHJO PG UIF %JSBD DPOF 	k = 0


XIFSFBT GPS NBUFSJBMT XJUI [FSP #FSSZ QIBTF JU TUBSUT BXBZ GSPN UIF PSJHJO 	k ̸= 0
� 5IF RVBOUJUZ N

JT UIF -BOEBV MFWFM JOEFY BT TFFO UISPVHIPVU UIF BQQFOEJY� "T B SFTVMU PG UIF #FSSZ QIBTF
 JU CFDPNFT

1/2 TIJG஽FE EPXO BOE DPJODJEFOUBMMZ UP UIF%JSBD QPJOU� 5IJT VMUJNBUFMZ QSFWFOUT UIF DPOEJUJPO PG GVMM

ஷ஫MMJOH PG --T BU [FSP FOFSHZ BOE IFODF UIF ஷ஫MMJOH GBDUPS DBOOPU CF [FSP GPS (S�

%�� #৤৛ৗ৘৞৫ ৡৠ )৛৙৚৞৫ $ৡ৤৤ৗ৞৓০ৗ৖ 1৚৓৥ৗ৥

5IF RVBOUVN IBMM FஶGFDU JT B WFSZ GBTDJOBUJOH QIFOPNFOPO� *U JT NBJOMZ TP CFDBVTF JO UIF RVBOUVN

IBMM SFHJNF
 UIF RVBOUJ[JOH NBHOFUJD ஷ஫FME TFSWFT UP RVFODI UIF LJOFUJD FOFSHZ PG UIF FMFDUSPOT� 5IJT

DBO CF TFFO CZ UIF GBDU UIBU --T BSF ஸ஼BU 	LJOFUJD FOFSHZ JT B EJSFDU DPOTFRVFODF PG EJTQFSTJOH CBOET

CFDBVTF UIFZ BSF SFTQPOTJCMF GPS HJWJOH QBSUJDMFT B WFMPDJUZ
� 5IF RVFODIJOH PG LJOFUJD FOFSHZ NFBOT

QBSUJDMFTء CFIBWJPS BSF DPNQMFUFMZ EPNJOBUFE CZ JUT QPUFOUJBM FOFSHZ XIJDI DPNF GSPN FMFDUSJD BOE

NBHOFUJD ஷ஫FMET� 5IF JOUFHFS RVBOUVN IBMM FஶGFDU EFTDSJCFE JO UIJT TFDUJPO JT B TJOHMF QBSUJDMF QJDUVSF

PG UIF RVBOUVN IBMM FஶGFDU� 8IBU XF TFF JT UIBU UIF NBHOFUJD ஷ஫FME JT MPDBMJ[JOH UIF FMFDUSPOT
 CVU OPU

���



'JHVSF %��� 5IJT JT B TJNQMJTUJD TFNJDMBTTJDBM QJDUVSF PG UIF RVBOUVN IBMM FஶGFDU� )FSF UIF DZDMPUSPO PSCJUT NBLF
VQ UIF JOTVMBUJOH CVML� 5IFZ BSF ESBXO UP CF QJOOFE EPXO JO B SFHVMBS QBUUFSO CVU UIJT JT OPU OFDFTTBSJMZ UIF
DBTF JO SFBMJUZ� /PU ESBXO BSF JNQVSJUJFT BOE UIFJS BTTPDJBUFE FRVJQPUFOUJBMT UISPVHIPVU UIF CVML� 5IF DZDMPUSPO
PSCJU NPUJPO JT TVQFSJNQPTFE PO B ESJG஽ USBKFDUPSZ EFUFSNJOFE CZ UIF ESJG஽ WFMPDJUZ� 5IJT ESJG஽JOH USBKFDUPSZ JT
BMPOH FRVJQPUFOUJBM MJOFT� "MTP OPU ESBXO JT UIF UJMU PG UIF --T XJUI SFTQFDU UP SFBM TQBDF� 5IF FYJTUFODF PG B)BMM
WPMUBHF OFDFTTBSJMZ NFBOT UIF FYJTUFODF PG BO FMFDUSJD ஷ஫FME XIJDI TFSWFT UP TIJG஽ FOFSHZ MFWFMT XJUI SFTQFDU UP SFBM
TQBDF� "MTPOPU JOEJDBUFEQSFDJTFMZ JT UIF DIFNJDBM QPUFOUJBM MJOF� 5IF DIFNJDBM QPUFOUJBM DBOPOMZ DIBOHF JO WBMVF
BU UIF JOTVMBUJOH 	PS FRVJWBMFOUMZ
 HBQQFE PS JODPNQSFTTJCMF
 SFHJPOT PG UIF TBNQMF� 5IJT JT CFDBVTF DPOEVDUJOH
DIBOOFMT 	BMTP LOPXO BT DPNQSFTTJCMF TUSJQFT
 CFIBWF MJLF B QFSGFDUNFUBM� 1FSGFDUNFUBMT DBO POMZ IBWF B DPOTUBOU
QPUFOUJBM IFODF UIF DIFNJDBM QPUFOUJBM NVTU CF DPOTUBOU XJUIJO UIF DPOEVDUJOH DIBOOFMT� 'JOBMMZ
 UIJT QJDUVSF
JT B TFNJDMBTTJDBM JOUFSQSFUBUJPO� &MFDUSPOT EP OPU IBWF USBDFBCMF USBKFDUPSJFT CVU IBWF B QSPCBCJMJUZ DMPVE� 5IJT
QJDUVSF SFGFST UP XIFO ν = 2
 XIJDI NFBOT UXP PSCJUJOH FMFDUSPOT QFS ஸ஼VY RVBOUVN� 5IF QSPCBCJMJUZ PG UIF
FMFDUSPOT QPTJUJPOT DBO CF QMPUUFE VTJOH UIF XBWFGVODUJPOT GSPN FRVBUJPO %���� "T EFTDSJCFE JO UIF NBJO UFYU

UIF [-- IBT DPOUSJCVUJPOT GSPN UIF UXP WBMMFZT� 5IF CFIBWJPS PG UIF --T GPS FBDI WBMMFZ BSF PQQPTJUF BOE IFODF
UIF EJஶGFSFOU CFOEJOH EJSFDUJPO BU UIF FEHFT� 5IF CFOEJOH JT EVF UP UIF DPOஷ஫OFNFOU QPUFOUJBM� /PU TIPXO BSF
UIF EFHFOFSBDJFT PG UIF --T�

���



DPNQMFUFMZ� *G NBHOFUJD ஷ஫FMET HP FWFO IJHIFS
 UIF LJOFUJD FOFSHZ DBO CF DPNQMFUFMZ RVFODIFE� 5IF

DIBPUJD BOE VOSFHVMBUFE NPUJPOT PG UIF FMFDUSPOT XJMM CF HPOF BOE FMFDUSPOT XJMM FTUBCMJTI PSEFSFE

QIBTFT EVF UP FMFDUSPO�FMFDUSPO JOUFSBDUJPOT� *O UIJT SFHJNF
 UIF QIZTJDT CFDPNFT QVSFMZ B NBOZ�CPEZ

QSPCMFN BOENBOZ FYPUJD QIFOPNFOB DBO BQQFBS TVDI BT UIF GSBDUJPOBM RVBOUVN IBMM FஶGFDU� .VDI PG

UIF XPSL JO UIJT UIFTJT GBMMT POUP UIF TJOHMF�QBSUJDMF SFHJNF� *U XJMM EFஷ஫OJUFMZ CF JOUFSFTUJOH UP CSJOH UIF

FYQFSJNFOUT EFTDSJCFE IFSF UP UIJT NBOZ�CPEZ SFHJNF�

���



E
5IF )ZESPEZOBNJD %FTDSJQUJPO PG

&MFDUSPOT JO (SBQIFOF

)ZESPEZOBNJDT
 BT UIF OBNF TVHHFTUT
 JT B UIFPSZ UIBU NPEFMT UIF EZOBNJDT PG XBUFS� #VU
 BT B NBUUFS

PG GBDU
 XBUFS JT POMZ POF PG NBOZ UZQFT PG MJRVJE UIBU UIF UIFPSZ DBO BQUMZ EFTDSJCF� *U UVSOT PVU UIBU

MJRVJET JO HFOFSBM BSF BMM WFSZ TJNJMBS UP POF BOPUIFS� 'PS JOTUBODF
 XBUFS BOE IPOFZ BSF CPUI MJRVJET

JO UIBU UIFZ EFGPSN DPOUJOVPVTMZ� 4P MPOH BT XF JHOPSF UIF DPOTUJUVFOUT PG TBJE MJRVJET
 UIFZ BSF CPUI

KVTU TPNFUIJOH ؤஸ஼PXZأ FYDFQU POF ஸ஼PXT NPSF RVJDLMZ UIBO UIF PUIFS� )ZESPEZOBNJDT JT CMJOE UP UIF

���



BUPNT PS NPMFDVMFT UIBU NBLF VQ UIFTF FOUJUJFT� *OTUFBE
 JU DPBSTF HSBJOT BMM UIF NJDSPTDPQJD NFDIB�

OJTNT JOUP TFWFSBM NBDSPTDPQJD QSPQFSUJFT EFTDSJCFE CZ B VOJWFSTBM TFU PG NBDSPTDPQJD MBXT ஷ஫UUFE XJUI

QIFOPNFOPMPHJDBM QBSBNFUFST� 5IF POMZ VOEFSMZJOH BTTVNQUJPO PG UIJT UIFPSZ JT UIBU UIF PCKFDU PG

JOUFSFTU JT DPOUJOVPVT JO SFBM TQBDF� 5IJT UIFO CFHT UIF RVFTUJPO� XIBU EPFT JU NFBO UP CF DPOUJOVPVT 

*O UIJT DIBQUFS XF TIBMM TFF XIBU UIF SFRVJSFNFOUT BSF�

&�� *ৠ০৤ৡ৖১৕০৛ৡৠ ০ৡ )৫৖৤ৡ৖৫ৠ৓য়৛৕৥ ৛ৠ (৤৓ৢ৚ৗৠৗ

-FU VT ஷ஫STU MBZ PVU FYQMJDJUMZ UIF EFஷ஫OJUJPOT PG WBSJBCMFT BOE OPNFODMBUVSFT�

n = N/7PMVNF = OVNCFS EFOTJUZ [N−3]

ρ = mn = NBTT EFOTJUZ [LH · N−3]

p = mnv = ρv = NPNFOUVN EFOTJUZ PS NBTT ஸ஼VY [LH · N−2 · T−1]

µ = η = EZOBNJD WJTDPTJUZ [LH · N−1 · T−1]

ν = µ/ρ = LJOFNBUJD WJTDPTJUZ [N2 · T−1]

φ = −∇E = FMFDUSJD QPUFOUJBM <7>

P = −neφ = QSFTTVSF [J · N−3]

J = nv = QBSUJDMF OVNCFS DVSSFOU EFOTJUZ [T−1 · N−2]

3F = |v|L/ν = ρ|v|L/µ = 3FZOPMEءT OVNCFS

γp = 1/τp = NPNFOUVN SFMBYBUJPO SBUF [T−1]

Dν =
√
ντp = WPSUJDJUZ EJஶGVTJPO MFOHUI

	&��


���



XIFSF N JT UIF OVNCFS PG QBSUJDMFT
 e = 1.602... × 10−19($) JT UIF FMFNFOUBSZ DIBSHF
 m JT NBTT

	LH

 E JT UIF FMFDUSJD ஷ஫FME 	7�N
 BOE v JT WFMPDJUZ 	N�T
� /PUF UIBU FWFO UIPVHI XF BSF XPSLJOH JO B

TP�DBMMFE 2% TZTUFN
 UIF OBUVSBM VOJUT PG UIF PCTFSWBCMF RVBOUJUJFT BSF NFBTVSFE BOE SFQPSUFE JO 3%�

5IF GPVOEBUJPO PG ஸ஼VJE EZOBNJDT� JT CBTFE PO UXP HPWFSOJOH FRVBUJPOT BOE UIFZ BSF� UIF DPOUJ�

OVJUZ BOE NPNFOUVN FRVBUJPO 	CFUUFS LOPXO BT UIF /BWJFS�4UPLFT FRVBUJPO
� 5IFTF UXP FRVBUJPOT

GPSN UIF CBTJT PG ஸ஼VJE EZOBNJDT CFDBVTF UIFZ FNCPEZ DPNQMFUFMZ UIF GVOEBNFOUBM QIZTJDBM QSJODJQMFT

PG ஸ஼VJE ஸ஼PX QSPCMFNT� 5IF GPMMPXJOH BSF UIF UXP SFTQFDUJWF FRVBUJPOT�

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0, 	&��


∂v

∂t
= −(v ·∇)v − 1

ρ
∇P + ν∇2v + f , 	&��


XIFSF XF TVQQSFTTFE UIF FYQMJDJU WBSJBCMF EFQFOEFODJFT UP BWPJE PCTDVSJOH UIF FRVBUJPOT� "MM LJOF�

NBUJD WBSJBCMFT 	P,v
 BT XFMM BT NBTT EFOTJUZ 	ρ
 BSF GVODUJPOT PG UFNQFSBUVSF 	5

 EFOTJUZ 	n

 QPTJ�

UJPO 	r
 BOE UJNF 	t
� 5IF DPOUJOVJUZ FRVBUJPO 	FRVBUJPO &��
 JT B SFTUBUFNFOU PG DPOTFSWBUJPO PGNBTT

HMPCBMMZ XIJMF UIF /BWJFS 4UPLFT FRVBUJPO 	FRVBUJPO &��
 JT UIF BQQMJDBUJPO PG /FXUPOءT TFDPOE MBX

PO B ஸ஼VJE FMFNFOU� *U TUBUFT UIBU UIF WFMPDJUZ PG B ஸ஼VJE FMFNFOU DBO DIBOHF JO SFTQPOTF UP DPOWFDUJPO

	−(v ·∇)v

 TQBUJBM WBSJBUJPO JO QSFTTVSF 	−∇P/ρ

 WJTDPVT ESBH GPSDF 	ν∇2v

 BOE PUIFS FYUFSOBM

GPSDFT 	f = F/m
 GPSDF QFS VOJU NBTT
 XIJDI JT UIF BDDFMFSBUJPO PG UIF ஸ஼VJE FMFNFOU
�

�)ZESPEZOBNJDT JT B TVCTFU PG ஸ஼VJE EZOBNJDT XIJDI JT B CSBODI PG ஸ஼VJE NFDIBOJDT UIBU GBMMT VOEFS UIF
CJH VNCSFMMB PG DPOUJOVVN QIZTJDT� )ZESPEZOBNJDT EFBMT TQFDJஷ஫DBMMZ XJUI MJRVJET JO NPUJPO
 JO DPOUSBTU UP
BFSPEZBONJDT
 XIJDI EFBMT XJUI HBTFT JO NPUJPO
 CVU CPUI BSF QBSU PG ஸ஼VJE EZOBNJDT� %ZOBNJDT
 UIF TUVEZ
PG UIF DBVTBUJPO PG NPUJPO
 JT POF PG UISFF CSBODIFT PG NFDIBOJDT
 UIF PUIFS UXP CFJOH TUBUJDT BOE LJOFNBUJDT�
4UBUJDT JT DPODFSOFE XJUI BO PCKFDUءT TUBUJPOBSZ QSPQFSUJFT BOE LJOFNBUJDT JT BCPVU UIF QSPQFSUJFT PG B NPWJOH
PCKFDU JSSFTQFDUJWF PG XIZ UIF PCKFDU XBT TFU JO NPUJPO 	UIJT JT XIFSF UIF TVCUMF EJTUJODUJPO CFUXFFO EZOBNJDT
BOE LJOFNBUJDT MJFT� %ZOBNJDT GPDVTFT PO UIF JOUFSBDUJPOT
 TVDI BT GPSDF
 UIBU DBO DBVTF UIJOHT UP NPWF
� "OE
ஷ஫OBMMZ
 DPOUJOVVN QIZTJDT FODPNQBTTFT UIF TUVEZ PG BOZUIJOH UIBU JT DPOUJOVPVT
 JHOPSJOH JOUFOUJPOBMMZ UIF
EJTDSFUF OBUVSF PG SFBMJUZ�

���



5P EFTDSJCF ஸ஼VJE ஸ஼PX JO HSBQIFOF 	(S

 XF ஷ஫STU OPUF JUT 3FZOPMEءT OVNCFS�

(v ·∇)v

ν∇2v
≈ 3F ≡ |v|L

ν
≈ (106 N · T−1) · (10−6 N)

(0.1N2 · T−1)
= 10 ≪ 103, 	&��


XIFSF XF VTFE (SءT 'FSNJ WFMPDJUZ 	vF 
 GPS JUT DIBSBDUFSJTUJD WFMPDJUZ BOE BTTVNFE UIF DIBSBDUFSJTUJD

EFWJDF MFOHUI UP CF PO UIF PSEFS PG B NJDSPO� 5IF WBMVF GPS LJOFNBUJD WJTDPTJUZ XBT UBLFO GSPN UIF

DJUFE SFGFSFODFT XIFSF UIF WBMVF XBT CPUI DBMDVMBUFE UIFPSFUJDBMMZ BOE NFBTVSFE FYQFSJNFOUBMMZ���
��

5IF 3FZOPMEءT OVNCFS JT B DIBSBDUFSJ[BUJPO PG UIF SFMBUJWF TUSFOHUI CFUXFFO UIF JOFSUJBM GPSDF BOE UIF

WJTDPVT GPSDF� *G UIF WJTDPVT GPSDF EPNJOBUFT TVDI BT JO UIF DBTF GPS (S
 UIF ஸ஼VJE ஸ஼PXXPVME CF MBNJOBS�

5IF UISFTIPME PG 103 JT BQQSPYJNBUFMZ UIF PSEFS PG NBHOJUVEF BU XIJDI UVSCVMFODF CFHJOT UP TFU JO�

5IF MPX3F GPS (S NFBOT UIBU XF DBO TBGFMZ JHOPSF UIF DPOWFDUJWF UFSN
 IFODF BMMPXJOH VT UP MJOFBSJ[F

UIF /BJWFS�4UPLFT FRVBUJPO 	CZ TFUUJOH (v · ∇)v = 0
� "EEJUJPOBMMZ
 XF NBLF UXP FYUSB BTTVNQ�

UJPOT BOE UIFZ BSF� TBNQMF JT JTPUIFSNBM BOE UIF ஸ஼VJE JT JODPNQSFTTJCMF� 5IF UXP BTTVNQUJPOT BSF

SFBTPOBCMF؝ UIF TNBMM TJ[F PG UIF EFWJDF JT VOMJLFMZ UP CF TVCKFDU UP MBSHF UFNQFSBUVSF WBSJBUJPO BOE

UIF FRVJMJCSJVN FMFDUSPO EFOTJUZ JT EJDUBUFE FMFDUSPTUBUJDBMMZ CZ UIF HMPCBM HBUFT� 5IFTF UXP BTTVNQ�

UJPOT BMMPX VT UP TBZ UIBU UIF LJOFNBUJD WBSJBCMFT BSF OPU B GVODUJPO PG EFOTJUZ PS UFNQFSBUVSF 	J�F�


P = P (r) BOE v = v(r)
 BOE UIBU NBTT EFOTJUZ JT DPOTUBOU 	ρ =DPOTUBOU
� 'JOBMMZ
 UP BDDPVOU GPS

UIF QPTTJCMF QSFTFODF PG NPNFOUVN SFMBYJOH TDBUUFSJOH FWFOUT
 XF IBWF f = −γpv� "OE TP QVUUJOH

FWFSZUIJOH UPHFUIFS
 JO TUFBEZ�TUBUF USBOTQPSU
 UIF HPWFSOJOH FRVBUJPOT DBO CF TJNQMJஷ஫FE UP�

∇ · v(r) = 0, 	&��


1

ρ
∇P (r) = ν∇2v(r)− γpv(r). 	&��


���



#Z NVMUJQMZJOH CPUI FRVBUJPOT CZ UIF OVNCFS EFOTJUZ 	n
 BOE SFBSSBOHJOH UFSNT
 XF DBO SFXSJUF UIF

FRVBUJPOT JO UFSNT PG RVBOUJUJFT UIBU BSF NPSF FYQFSJNFOUBMMZ SFMFWBOU�

∇ · J(r) = 0, 	&��


σ

e
∇φ(r) +D2

ν∇
2J(r) = J(r). 	&��


XIFSF J(r) JT UIF QBSUJDMF OVNCFS DVSSFOU EFOTJUZ 	T−1·N−2
 BOE OPU UIF DIBSHF DVSSFOU EFOTJUZ

	$·T−1· N−2
 BOE XIFSF σ = ne2τp/m JT UIF %SVEF DPOEVDUJWJUZ� /PUF UIBU JO UIF BCTFODF PG

WJTDPTJUZ
 FRVBUJPO &�� SFEVDFT UP UIF MPDBM WFSTJPO PG 0INءT -BX�

eJ(r) = σE(r). 	&��


*O UIF DBTF PG 2% ஸ஼PX JO UIF xy QMBOF
 XF DBO GPMMPX B WFSZ DPNNPO NFUIPEPMPHZ JO UIF ஷ஫FME PG

IZESPEZOBNJDT BOE JOUSPEVDF UIF GPMMPXJOH USBOTGPSNBUJPO�

vx =
∂ψ

∂y
, vy = −∂ψ

∂x
, 	&���


ζ =
∂vx
∂y

−
∂vy
∂x

, 	&���


XIFSF ψ = ψ(x, y) JT UIF TUSFBN GVODUJPO BOE ζ = ζ(x, y) JT UIF WPSUJDJUZ� 5IF OFX TFU PG GVODUJPOT

JT NFSFMZ BOPUIFS XBZ UP DBQUVSF UIF WFMPDJUZ QSPஷ஫MF JO 2% XIJMF NBJOUBJOJOH UIF DPOEJUJPO JNQPTFE

CZ UIF DPOUJOVJUZ FRVBUJPO� &YQSFTTJOH UIF FRVBUJPOT JO UFSNT PG UIF TUSFBN GVODUJPO BOE WPSUJDJUZ

XJMM TJHOJஷ஫DBOUMZ TJNQMJGZ BOE EFDPVQMF UIF TZTUFN PG FRVBUJPOT� 5P TFF UIJT
 MFU VT SFUVSO UP VTJOH UIF

���



LJOFNBUJD WBSJBCMFT BOE SFXSJUF FRVBUJPOT &�� BOE &�� JO UFSNT PG UIFJS x, y DPNQPOFOUT�

∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

= 0, 	&���


1

ρ

∂P

∂x
= ν

(
∂2vx
∂x2

+
∂2vx
∂y2

)
− γpvx, 	&���


1

ρ

∂P

∂y
= ν

(
∂2vy

∂x2
+
∂2vy

∂y2

)
− γpvy. 	&���


8F EJஶGFSFOUJBUF FRVBUJPO &��� XJUI SFTQFDU UP y BOE EJஶGFSFOUJBUF FRVBUJPO &��� XJUI SFTQFDU UP Y� 4VC�

USBDUJOH UIFN BOE XSJUJOH UIF FRVBUJPO JO UFSNT PG UIF TUSFBN GVODUJPO BOE WPSUJDJUZ XJMM ZJFME FRVB�

UJPO &���� -JLFXJTF
 XF EJஶGFSFOUJBUF FRVBUJPO &��� XJUI SFTQFDU UP x BOE EJஶGFSFOUJBUF FRVBUJPO &���

XJUI SFTQFDU UP Z� "EEJOH UIFN BOE XSJUJOH UIF FRVBUJPO JO UFSNT PG UIF TUSFBN GVODUJPO BOE WPSUJD�

JUZ XJMM ZJFME FRVBUJPO &����

∇2ζ =
γp
ν
ζ, 	&���


∇2P = 0. 	&���


5IF ஷ஫OBM FRVBUJPO UIBU DPNQMFUFT UIF GVMM TFU PG FRVBUJPOT GPS UIF UISFF WBSJBCMFT 	ψ, ζ, P 
 DPNFT GSPN

DPNCJOJOH FRVBUJPO &��� BOE &��� UP HFU�

∇2ψ = ζ. 	&���


&RVBUJPOT &���
 &���
 &��� FODPNQBTTFT BMM UIF JOGPSNBUJPO SFHBSEJOH UIF EZOBNJDT PG UIF TZTUFN� "T

FYQFDUFE
 γp
 UIF NPNFOUVN SFMBYJOH DPOUSJCVUJPO
 JT JO EJSFDU DPNQFUJUJPO XJUI ν
 UIF LJOFNBUJD

WJTDPTJUZ�

5P UIF OFYU NPTU JNQPSUBOU EFUBJM؝ CPVOEBSZ DPOEJUJPOT� 5IF UBOHFOUJBM DPNQPOFOU PG UIF

���



'JHVSF &��� #PVOEBSZ DPOEJUJPOT GPS B TZTUFN XJUI B NPWJOH FEHF 	JOEJDBUFE CZ SFE BSSPX
� ∆ JT UIF TUFQ TJ[F JO
UIF TJNVMBUJPO� 5IF TIPXO FRVBUJPOT DPSSFTQPOE UP UIF DPOEJUJPOT GPS UIFJS BTTPDJBUFE FEHFT�

CPVOEBSZ DPOEJUJPO DBO CZ TVNNBSJ[FE HFOFSJDBMMZ CZ�

v|| − v||b = lb
∂v

∂n
, 	&���


XIFSF n JT UIF VOJU WFDUPS OPSNBM UP UIF CPVOEBSZ
 v|| JT UIF ஸ஼VJE WFMPDJUZ UBOHFOUJBM UP UIF CPVOEBSZ

UIBU XF BSF USZJOH UP EFUFSNJOF
 v||b JT UIF ஸ஼VJE WFMPDJUZ BMPOH BOE BU UIF CPVOEBSZ BOE lb JT UIF DIBS�

BDUFSJTUJD TMJQ MFOHUI� *G XF BTTVNF UIF OP�TMJQ CPVOEBSZ DPOEJUJPO
 lb = 0
 XF HFU UIF PCWJPVT SFTVMU�

v|| = v||b 
 BOE UIJT XJMM CF UIF POHPJOH BTTVNQUJPO� 5IF QFSQFOEJDVMBS DPNQPOFOU PG UIF CPVOEBSZ

DPOEJUJPO BU B XBMM CPVOEBSZ XJMM CF v⊥b = 0� 5IJT DBO TBGFMZ CF BTTVNFE JG XF FYQFDU BMM UIF ஸ஼VJE

FMFNFOUT UP CF DPOUBJOFE XJUIJO UIF IBSE CPVOEBSJFT�

"SNFE XJUI BMM UIF OFDFTTBSZ FRVBUJPOT BOE JOGPSNBUJPO SFHBSEJOH CPVOEBSZ DPOEJUJPOT
 XF DBO

TJNVMBUF HSBQFIFO FMFDUSPOT CFJOH ESBHHFE CZ NPWJOH FMFDUSPOT JO B DBSCPO OBOPUVCF 	BT TIPXO JO

���



ஷ஫HVSF ���B
� 5IJT JT DPNQMFUFMZ BOBMPHPVT UP UIF ESJWFO�MJE DBWJUZ QSPCMFN FYDFQU IFSF XF IBWF B NP�

NFOUVN SFMBYBUJPO UFSN� #FMPX XF TVNNBSJ[F UIF CPVOEBSZ DPOEJUJPOT QFSUBJOJOH UP UIF TZTUFN

TIPXO JO ஷ஫HVSF &��

4UBUJD #PVOEBSZ 	OP TMJQ BOE OP QFSQFOEJDVMBS ஸ஼PX
 : v||b = 0, v⊥b = 0

→ ψ|b = 0,
∂ψ

∂x

∣∣∣∣
b

= vy|b = 0,
∂ψ

∂y

∣∣∣∣
b

= vx|b = 0.
	&���


5IF FYBDU CPVOEBSZ DPOEJUJPOT BQQMJFE UP UIF TJNVMBUJPO BSF BDRVJSFE CZ UIF 5BZMPS FYQBOTJPO PG UIF

TUSFBNMJOF GVODUJPO� 'PDVTJOH PO UIF CPUUPN FEHF PG UIF TZTUFN TIPXO JO ஷ஫HVSF &�� BOE VTJOH UIF

JOGPSNBUJPO XF BMSFBEZ IBWF
 XF HFU�

ψx,y+1 = ψx,y +∆
∂ψ

∂y

∣∣∣∣
x,y

+
∆2

2

∂2ψ

∂y2

∣∣∣∣
x,y

+ ...

≈ 0 + 0 +
∆2

2

∂2ψ

∂y2

∣∣∣∣
x,y

=
∆2

2
ζ.

	&���


'PS UIFNPWJOH FEHF
 UIF ஷ஫STU EFSJWBUJWF PG UIF TUSFBNMJOF GVODUJPO JT SFUBJOFE BOEHJWFOCZ B ஷ஫YFE WFMPD�

JUZ� 5IF NFUIPE PG ஷ஫OJUF EJஶGFSFODF XBT QFSGPSNFE UP TPMWF FRVBUJPOT &��� BOE &��� XIJMF BDDPVOUJOH

GPS UIF BGPSFNFOUJPOFE CPVOEBSZ DPOEJUJPOT� 5IF TJNVMBUJPOT BSF TIPXO JO ஷ஫HVSF &���

"DDPSEJOH UP UIF TJNVMBUJPOT PG B HSBQIFOF XJUI B 1%NPWJOH CPVOEBSZ DPOEJUJPO
 VOMJLF UIF DVS�

SFOU JOKFDUJPO JO HSBQIFOF
 WPSUJDFT XJMM BMXBZT CF GPSNFEXIFUIFS UIF FMFDUSPO MJRVJE JT IZESPEZOBNJD

PS OPU� 5IF WPSUFY TJ[F
 IPXFWFS
 EPFT EFQFOE PO UIF WJTDPTJUZ TUSFOHUI� "T JNQMJFE CZ FRVBUJPO &���


LJOFNBUJD WJTDPTJUZ 	ν
 BOE UIF NPNFOUVN SFMBYJOH TDBUUFSJOH UJNF 	τ = 1/γp
 JT JO EJSFDU DPNQFUJ�

UJPO� 5IF WPSUFY EJஶGVTJPO MFOHUI 	Dν =
√
ντ 
 JT B HPPE RVBOUJUZ UIBU DIBSBDUFSJ[FT UIF QSPNJOFODF

���



'JHVSF &��� 5IF IZESPEZOBNJD TJNVMBUJPO PG UIF FMFDUSPOJD MJRVJE JO HSBQIFOF XJUI B NPWJOH CPVOEBSZ DPOEJ�
UJPO� 	B
 UP 	D
 TIPX UIF EJஶGFSFOU TJNVMBUJPOT CBTFE PO UIF FRVBUJPOT &��� BOE &���� ν JT UIF LJOFNBUJD WJTDPTJUZ
BOE τ JT UIF NPNFOUVN�SFMBYJOH TDBUUFSJOH UJNF 	HJWJOH SJTF UP UIF 0INJD DPOUSJCVUJPO
� 7PSUJDFT BSF GPSNFE
SFHBSEMFTT PG UIF TUSFOHUI PG WJTDPTJUZ BOE 0INJD DPOUSJCVUJPOT� 5IF TJ[F PG UIF WPSUFY EPFT DIBOHF
 IPXFWFS�
5IF MBSHFS UIF WJTDPTJUZ
 UIF MBSHFS UIF WPSUFY� ν BOE τ BSF EJSFDUMZ DPNQFUJOH BHBJOTU FBDI PUIFS� Dν =

√
ντ JT

UIF WPSUJDJUZ EJஶGVTJPO MFOHUI BOE DIBSBDUFSJ[FT UIF QSPNJOFODF PG IZESPEZOBNJDT�

PG IZESPEZOBNJDT� "DDPSEJOH UP UIF TJNVMBUJPOT
 XIFO IZESPEZOBNJDT CFDPNFNPSF QSPNJOFOU
 J�F�

XIFODν ! 30 ON
 XF XPVME FYQFDU B TJHO DIBOHF BMPOH UIF USBOTWFSTF TQBUJBM EJSFDUJPO PG UIF ESBH

EFWJDF
 NVDI MJLF UIF TJHOBUVSF GSPN UIF EJSFDU DVSSFOU JOKFDUJPO NFUIPE� 8F DBO UBLF UIJT UP CF BO

JOEJDBUJPO PG UIF FYJTUFODF PG B IZESPEZOBNJD MJRVJE�

���



&�� 5৚ৗ )৫৖৤ৡ৖৫ৠ৓য়৛৕ 8৛ৠ৖ৡ৩ ৛ৠ .ৡৠৡ৞৓৫ৗ৤ (৤৓ৢ৚ৗৠৗ

5IF POF DSJUFSJPO GPS BOZ TZTUFN UP CFIBWF BT B IZESPEZOBNJD ஸ஼VJE JT UIBU DPOTUJUVFOUT NVTU DPMMJEF

BNPOHTU UIFNTFMWFT GBTU FOPVHI TVDI UIBU B UIFSNBM FRVJMJCSJVN JT FTUBCMJTIFE MPDBMMZ JO B TQBDF UIBU

JT NVDI MBSHFS UIBO UIF DIBSBDUFSJTUJD TJ[F PG UIF JOEJWJEVBM DPOTUJUVFOUT BT XFMM BT UIF TJ[FT PG UIFJS

FWFOUT 	TVDI BT UIF NFBO GSFF QBUI
 J�F� EJTUBODF CFUXFFO B DPMMJTJPO
� 5IJT SFOEFST UIF NPUJPO PG

UIF DPOTUJUVFOUT SFEVOEBOU JO EFTDSJCJOH UIF HMPCBM TZTUFNءT CFIBWJPS� *OTUFBE
 UIF TZTUFN DBO CF EF�

TDSJCFE XFMM CZ B NBDSPTDPQJD UIFSNBMMZ BWFSBHFE RVBOUJUZ LOPXO BT UIFSNPEZOBNJD WBSJBCMFT� 4VDI

RVBOUJUJFT SFMFWBOU UP PVS TUVEZ BSF� EFOTJUZ
 UFNQFSBUVSF BOE WFMPDJUZ� 5IF UISFF RVBOUJUJFT GPSN UIF

DPNQMFUF TFU PG WBSJBCMFT JO PVS FRVBUJPO PG TUBUF�

4BJE JO B EJஶGFSFOU XBZ
 UP DSFBUF B IZESPEZOBNJD ஸ஼VJE
 FMFDUSPOT DBOOPU MPTF TJHOJஷ஫DBOU BNPVOU PG

FOFSHZ PS NPNFOUVN UP GPSFJHO FOUJUJFT TVDI BT QIPOPOT BOE JNQVSJUJFT� $PNQBDUMZ UIF DPOEJUJPO

GPS IZESPEZOBNJDT JT�

τee ≪ τp 	&���


XIFSF τee JT UIF FMFDUSPO�FMFDUSPO TDBUUFSJOH UJNF BOE τp JT UIF TDBUUFSJOH UJNF BTTPDJBUFE XJUI BOZ

NPNFOUVN�SFMBYJOH FWFOUT� 5IF UXPNBJO UZQFT PG DPMMJTJPO UIBU DPOUSJCVUF UP τp BSF� τe−ph 	FMFDUSPO�

QIPOPO TDBUUFSJOH
 BMCFJU CFJOH QPTTJCMZ RVBTJ�FMBTUJD CVU TUJMM JOFMBTUJD JO OBUVSF

 τe−JNQ 	FMFDUSPO�

JNQVSJUZ TDBUUFSJOH
 BMCFJU JG JNQVSJUZ JT MBSHF BOE IFBWZ FOPVHI UIF TDBUUFSJOH DBO CF FMBTUJD BOE NP�

NFOUVN DPOTFSWJOH
� *O (S
 UIFSF FYJTUT B UFNQFSBUVSF XJOEPX XIFSF UIF IZESPEZOBNJD DPOEJUJPO

JT IFME� *O UIF GPMMPXJOH
 XF XJMM TVNNBSJ[F UIF JOGPSNBUJPO SFHBSEJOH UIF EJஶGFSFOU TDBUUFSJOH SBUFT�

���



'JHVSF &��� 4VNNBSZ PG TDBUUFSJOH SBUFT JO HSBQIFOF FYUSBDUFE GSPN UIF XPSLT CZ )P FU BM� ���
��� � 	B
 BOE 	C

TIPX UIF XJOEPX 	SFE
 XIFSF F�F TDBUUFSJOH EPNJOBUFT GPS NPOP BOE CJMBZFS (S SFTQFDUJWFMZ� 	D
 BOE 	E
 DPO�
USBTUT UIF IZESPEZOBNJD XJOEPX PQFOJOH GPS EJTPSEFSFE 	PO 4J02
 BOE DMFBO 	PO I#/
 DIBSHF OFVUSBM (S SF�
TQFDUJWFMZ� 	F
 BOE 	଍
 TIPX UIF e− ph BOE e− e TDBUUFSJOH SBUFT SFTQFDUJWFMZ 	UPUBM JT HJWFO CZ TPMJE MJOFT XIFSF
CMVF BOE SFE BSF GPS NPOP BOE CJMBZFS (S SFTQFDUJWFMZ
 BU EJஶGFSFOU DBSSJFS EFOTJUJFT� 'SPN UIFTF QMPUT XF TFF UIBU
IZESPEZOBNJDT JT FYQFDUFE BCPWF 150, JO DMFBO (S BOE JT NPSF QSPNJOFOU DMPTFS UP $/1�

���



&���� 4৕৓০০ৗ৤৛ৠ৙ 3৓০ৗ৥ $ৡয়ৢ৓৤৛৥ৡৠ

5IF NPNFOUVN SFMBYJOH TDBUUFSJOH UJNF BTTPDJBUFE XJUI F�JNQ TDBUUFSJOH JT B WBMVF UZQJDBMMZ BDRVJSFE

FYQFSJNFOUBMMZ UISPVHI UIF BTTVNQUJPO PG UIF %SVEF NPEFM�

τe−JNQ =
!

evF
µ
√
πn, 	&���


XIFSF µ JT UIF NPCJMJUZ PG UIF TBNQMF� 5IF BTTPDJBUFE MFOHUI JT UBLFO UP UP CF UIF TBNF BT UIF NFBO

GSFF QBUI� 5IF F�F TDBUUFSJOH UJNF WBSJFT EFQFOEJOH XIFUIFS (S JT OFBS PS BXBZ GSPN UIF %JSBD QPJOU�

*UT CFIBWJPS JT HJWFO CZ� ���

τee = 0.1 QT100,
T

·
(
1,

εF
kBT

)
, 	&���


XIFSF UIF IJHIFS WBMVF JOTJEF UIF QBSFOUIFTJT JT UBLFO� 5IJT JT UP TBZ UIBU F�F TDBUUFSJOH TDBMFT BT T−1

XIFO JO UIF %JSBD ஸ஼VJE SFHJNF BT PQQPTFE UP UIF T−2 JO UIF 'FSNJ MJRVJE SFHJNF 	TFF ஷ஫HVSF ���
� 5IF

F�QI TDBUUFSJOH UJNF TDBMFT BT� ���

τe−ph ∝

⎧
⎪⎨

⎪⎩

T−4 GPST # 0.1TBG

T−1 GPST ! 0.1TBG

, 	&���


XIFSF TBG ≈ 1000 , JT UIF #MPDI�(S¼OFJTFO UFNQFSBUVSF� 5IF CFIBWJPS PG UIF QIPOPO TDBUUFSJOH

UFMMT VT UIBU JU POMZ CFDPNFT BQQSFDJBCMF BU IJHI FOPVHI UFNQFSBUVSF� 5IF SPVHI UFNQFSBUVSF XIFSF

QIPOPOT CFDPNF FYQFSJNFOUBMMZ BQQSFDJBCMF GPS B I#/ FODBQVTMBUFE (S EFWJDF JT VTVBMMZ BTTVNFE UP

CF BCPVU 0.1T#( ≈ 100,����
��� #FMPX XF WFSZ SPVHIMZ TVNNBSJ[F UIF PSEFS PG NBHOJUVEFT PG XIBU

UP FYQFDU GPS UIF EJஶGFSFOU TDBUUFSJOH NFDIBOJTNT�

���



µ = 10L µ = 50L µ = 100L

τe−JNQ 0.1 QT 0.5 QT 1 QT

le−JNQ 100 ON 500 ON 1µN

T = 10, T = 100, T = 200,

τee 1 QT 0.1 QT 0.05 QT

lee 1µN 100 ON 50 ON

τe−ph 1 OT 10 QT 1 QT

le−ph 10NN 10µN 1µN

5IJT UBCMF JT POMZ NFBOU BT B RVBMJUBUJWF HVJEF� 'JHVSF &�� TIPXT UIF UIFPSFUJDBM DBMDVMBUJPO PG UIF

EJஶGFSFOU TDBUUFSJOH SBUFT� -PPLJOH BU UIF EJஶGFSFOU TDBUUFSJOH SBUFT
 UIF IZESPEZOBNJD XJOEPX PQFOT

VQ BU BSPVOE 150,�

&�� '৤ৡয় 4ৗয়৛৕৞৓৥৥৛৕৓৞ &৞ৗ৕০৤ৡৠ 5৤৓ৠ৥ৢৡ৤০ ০ৡ )৫৖৤ৡ৖৫ৠ৓য়৛৕৥

8F TUBSU GSPN UIF DFMFCSBUFE BOE JOUVJUJWF #PMU[NBOO FRVBUJPO XIJDI DPNFT GSPN UIF UJNF EFSJWBUJWF

PG UIF ஷ஫STU PSEFS FYQBOTJPO PG UIF OPO�FRVJMJCSJVN EJTUSJCVUJPO GVODUJPO f(r,k, t)�

∂f

∂t
= −v · ∂f

∂r
− F · 1!

∂f

∂k
+
∂f

∂t

∣∣∣∣
DPM
, 	&���


XIFSF f = f(r,k, t)
 F = F(r) JT UIF FYUFSOBM GPSDF
 v = ∂ε(k)/∂(!k) JT NFBO WFMPDJUZ 	HSPVQ

WFMPDJUZ JO UIF TFNJDMBTTJDBM TFOTF
 BOE XIFSF XF IBWF BEEFE UIF DPMMJTJPO UFSN BU UIF FOE� 6OEFS UIF

SFMBYBUJPO UJNF BQQSPYJNBUJPO�

∂f(r,k, t)

∂t

∣∣∣∣
DPM

=
f0(r,k)− f(r,k, t)

τ(k)
, 	&���


���



XIFSF f0 JT UIF 'FSNJ GVODUJPO XIJDI SFQSFTFOUT UIF EJTUSJCVUJPO BU UIFSNBM FRVJMJCSJVN�

f0(r,k) =
1

e(ε(k)−µ(r))/kBT (r) + 1
. 	&���


5IF BQQSPYJNBUJPO TUBUFT UIBU UIF QBSUJDMFT FNFSHJOH GSPN B DPMMJTJPO XJMM UFOE UPXBSE UIF UIFSNBM

FRVJMJCSJVN EJTUSJCVUJPO TFUUJOH� 6OEFS UIJT BTTVNQUJPO τ(r,k) DIBSBDUFSJ[FT UIF UJNF JO XIJDI UIF

TZTUFN SFUVSOT UP JUT FRVJMJCSJVN DPOஷ஫HVSBUJPO� 8F DBO FBTJMZ TFF UIJTXIFOOP FYUFSOBM GPSDF JT BQQMJFE

JO XIJDI DBTF UIF TPMVUJPO UP UIF #PMU[NBOO FRVBUJPO JT TJNQMZ 	GPSF = 0
�

f(r,k, t) = f(r,k, t = 0)e−t/τ(r,k) + f0(r,k). 	&���


(PJOH GSPN UIF #PMU[NBOO FRVBUJPO UP UIF /BWJFS 4UPLFT FRVBUJPO
 B DPVQMF VOEFSMZJOH OPUJPOT

BSF BTTVNFE� 5IF ஷ஫STU JT UIBU UIF TZTUFN JT OP MPOHFS RVBOUVN NFDIBOJDBM
 NFBOJOH UIBU XF XPVME

IBWF UP GPSHP UIF 'FSNJ TUBUJTUJDT BOE BTTVNF UIF DMBTTJDBM .BYXFMM�#PMU[NBOO TUBUJTUJDT JOTUFBE� %JT�

USJCVUJPO GVODUJPOT BSF OPX HJWFO CZ UIF .BYXFMM�#PMU[NBOO EJTUSJCVUJPO�

f =

(
m

2πkBT

)3/2

4πv2e
− mv

2

2kBT . 	&���


5IF TFDPOE JT BMPOH UIF TBNF MJOFT BT UIF ஷ஫STU BOE UIBU JT UIF OBUVSF PG UIF TZTUFN JT OP MPOHFS EJTDSFUF

CVU DPOTJEFSFE B DPOUJOVVN� 5IJT NFBOT UIF EJTDSFUF RVBOUVN OVNCFS UIBU SFQSFTFOUT NPNFOUVN


k
 JT OP MPOHFS ஷ஫U� *OTUFBE
 B NPSF NBDSPTDPQJD BOE DPOUJOVPVT RVBOUJUZ JT BTTVNFE� (FOFSBMMZ p =

mv = !kXIFSF p JT DPOUJOVPVT�

5IF DPOOFDUJPO CFUXFFO UIF #PMU[NBOO FRVBUJPO BOE IZESPEZOBNJDT JT TUSBJHIUGPSXBSE JO DPO�

DFQU� *G XF UBLF UIF #PMU[NBOO FRVBUJPO
 NVMUJQMZ JU CZ TPNF HFOFSJD RVBOUJUZ UIBU EFQFOET PO UIF

���



TBNF QIBTF TQBDF
 XIJDI XF DBMMA(r,k)
 BOE UIFO JOUFHSBUF PWFS BMM NPNFOUVN 	p = !k
 XF XPVME

HFU�

∫
d3(!k)A(r,k)

(
∂

∂t
+ v · ∂

∂r
+ F · 1!

∂

∂k

)
f =

∫
d3(!k)A(r,k)

∂f

∂t

∣∣∣∣
DPM
, 	&���


XIFSF GVODUJPOT JOUSPEVDFE FBSMJFS IBWF UIF TBNF EFQFOEFODJFT BT CFGPSF� 5IFNPUJWBUJPO CFIJOE UIJT

JT UP DSFBUF BO FRVBUJPO UIBU EFTDSJCFT IPX UIJT PCTFSWBCMF RVBOUJUZ A ஸ஼PXT PS DIBOHFT JO UJNF BOE

TQBDF XIJMF BU UIF TBNF UJNF FMJNJOBUF UIF NPNFOUVN EFQFOEFODF� #FDBVTF UIF OVNCFS EFOTJUZ PG

QBSUJDMFT JT HJWFO CZ�

n(r, t) =

∫
d3(!k) f(r,k, t), 	&���


BOE UIF NPNFOUVN�BWFSBHFE RVBOUJUZ JT EFஷ஫OFE UP CF�

⟨A(r, t)⟩ = 1

n(r, t)

∫
d3(!k)A(r,k)f(r,k, t), 	&���


FRVBUJPO &��� DBO CF SFXSJUUFO JOUP 	XJUI UIF VTF PG JOUFHSBUJPO CZ QBSUT
�

∂

∂t
⟨nA⟩+ ∂

∂r
· ⟨nvA⟩ − n

〈
v · ∂A

∂r

〉
− n

〈
F · 1!

∂A

∂k

〉
=

∫
d3(!k)A∂f

∂t

∣∣∣∣
DPM
, 	&���


XIFSFA = A(r, t) OPX� 5IF BCPWF FRVBUJPO JT UIF TP�DBMMFE NBTUFS FRVBUJPO XIJDI JT UIF LFZ UP PC�

UBJOJOH UIF HPWFSOJOH FRVBUJPOT PG IZESPEZOBNJDT� *G XF DPOTJEFS UIF DPMMJTJPOMFTT DBTF 	∂f/∂t|DPM =

0

 TFUUJOHA = 1XJMM SFUVSO UIF DPOUJOVJUZ FRVBUJPO 	FRVBUJPO&��
� *O UIF TBNF DPMMJTJPOMFTT TDFOBSJP


���



JG XF TFUA = !k = mv
 XF HFU UIF NPNFOUVN�BWFSBHFE #PMU[NBOO FRVBUJPO XIJDI JT�

∂

∂t
(mn⟨v⟩) + ∂

∂r
·mn⟨v v⟩ − ⟨nF⟩ = 0, GPS ∂f

∂t

∣∣∣∣
DPM

= 0, 	&���


XIFSF vv ≡ v ⊗ v ≡ vvᵀ JT UIF EZBEJD 	PS PVUFS
 QSPEVDU UIBU SFTVMUT JO B TFDPOE SBOL UFOTPS� 8F

FYQBOE UIF TFDPOE UFSN VTJOH UIJT SFMBUJPO�

⟨δvδv⟩ = ⟨(v − ⟨v⟩)(v − ⟨v⟩)⟩

= ⟨v v⟩ − ⟨v⟨v⟩⟩ − ⟨⟨v⟩v⟩+ ⟨⟨v⟩⟨v⟩⟩

= ⟨v v⟩ − ⟨v⟩⟨v⟩ − ⟨v⟩⟨v⟩+ ⟨v⟩⟨v⟩

= ⟨v v⟩ − ⟨v⟩⟨v⟩,

	&���


IFODF UVSOJOH UIF DPMMJTJPOMFTT NPNFOUVN�BWFSBHFE #PMU[NBOO FRVBUJPO JOUP�

∂

∂t
(ρ⟨v⟩) + ρ

∂

∂r
· (⟨v⟩⟨v⟩+ ⟨δvδv⟩)− ⟨nF⟩ = 0, GPS ∂f

∂t

∣∣∣∣
DPM

= 0. 	&���


-FU VT JOUSPEVDF DPOWFOUJPOBM EFஷ஫OJUJPOT BTTPDJBUFEXJUI IZESPEZOBNJDT� 5IF TUSFTT UFOTPS JT EFஷ஫OFE

���



BT�

σ = −ρ⟨δvδv⟩

=

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

σxx τxy τxz

τyx σyy τyz

τzx τzy σzz

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= −

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

P 0 0

0 P 0

0 0 P

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦

︸ ︷︷ ︸
)ZESPTUBUJD

+

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

σxx + P τxy τxz

τyx σyy + P τyz

τzx τzy σzz + P

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦

︸ ︷︷ ︸
%FWJBUPSJD

= −P I3 + τ

	&���


XSJUUFO JO UIF {r} = {x,y, z} = {x1,x2,x3} CBTJT XIFSF σii JT UIF OPSNBM TUSFTT DPNQPOFOU

BOE τij JT UIF TIFBS TUSFTT DPNQPOFOU� 5IF ஷ஫STU JOEFY PG B DPNQPOFOU SFGFST UP UIF OPSNBM PG UIF

TVSGBDF PG UIF ஸ஼VJE FMFNFOU UIF TUSFTT JT BQQMJFE POUP BOE UIF TFDPOE JOEFY SFGFST UP UIF EJSFDUJPO PG

UIF TUSFTT� 1SFTTVSF 	PS IZESPTUBUJD TUSFTT
 JT EFஷ஫OFE UP CF UIF NFBO JTPUSPQJD DPNQPOFOU PG UIF TUSFTT

UIBU JT OPSNBM BOE QPJOUJOH JOXBSET JOUP UIF ஸ஼VJE FMFNFOU�

P = −1

3
(σxx + σyy + σzz), 	&���


XIFSF UIF EJBHPOBM TUSFTT DPNQPOFOU JT HJWFO CZ�

σii =
∂⟨vi⟩
∂xi

	&���


���



BOE UIF TIFBS TUSFTTFT BSF�

τij = µ

(
∂⟨vi⟩
∂xj

+
∂⟨vj⟩
∂xi

)
+ δijλ∇ · ⟨v⟩ 	&���


5IVT GBS XF IBWF SFUBJOFE ⟨...⟩ UP TIPX UIBU UIF RVBOUJUZ CFJOH EFBMU XJUI JT UIF NPNFOUVN�

BWFSBHFE RVBOUJUZ 	HJWFO CZ FRVBUJPO &���
� 5IJT NPNFOUVN�BWFSBHF XJMM OPX CF BTTVNFE GPS UIF

LJOFNBUJD WBSJBCMFT XIFO EFBMJOH XJUI IZESPEZOBNJDT BOE GPS DPOWFOJFODF
 UIF ⟨...⟩XJMM CF ESPQQFE�

λ JT UIF TFDPOE WJTDPTJUZ PS CVML WJTDPTJUZ� *U JT B WJTDPTJUZ BTTPDJBUFE XJUI UIF DIBOHF JO WPMVNF PG UIF

MJRVJE� 4VCTUJUVUJOH UIF EFஷ஫OJUJPO PG TUSFTT UFOTPS JO UFSNT PG QSFTTVSF BOE TIFBS TUSFTT
 XF HFU�

∂

∂t
(ρv) + ρ(∇ · v)v + ρ(v ·∇)v +∇P −∇ · τ − nF = 0. 	&���


*G XF BTTVNF UIBUXF BSF EFBMJOHXJUI BO JODPNQSFTTJCMF ஸ஼VJE
 XIJDINFBOT UIBUλ = 0 BOE∇·v = 0


UIFO∇ · τ = µ∇2v
 BOE UIF FRVBUJPO CFDPNFT�

∂v

∂t
= −(v ·∇)v − 1

ρ
∇P + ν∇2v + f , GPS ∂f

∂t

∣∣∣∣
DPM

= 0, 	&���


XIFSF ν = µ/ρ BOE F/m� 5IJT JT UIF JODPNQSFTTJCMF /BWJFS�4UPLFT FRVBUJPO JO UIF BCTFODF PG NP�

NFOUVN OPO�DPOTFSWJOH DPMMJTJPOT 	TBNF BT FRVBUJPO &��
� 5IF QPJOU PG UIJT TFDUJPO JT UP TIPX UIBU

/BWJFS 4UPLFT JT OPUIJOH CVU B TQFDJBM DBTF PG UIF #PMU[NBOO FRVBUJPO� 4QFDJஷ஫DBMMZ
 JU JT UIF #PMU[NBOO

FRVBUJPO XJUI UIF BEEJUJPOBM DPOEJUJPO UIBU NPNFOUVN JT DPOTFSWFE؝ FMFDUSPOT PCFZJOH TFNJDMBTTJ�

DBM USBOTQPSU DBO CF BQUMZ EFTDSJCFE CZ IZESPEZOBNJDT�

���



F
'BCSJDBUJPO BOE 4ZOUIFTJT 3FDJQFT

" CJH QBSU PG UIJT XPSL JT EFWJDF GBCSJDBUJPO BOE NBUFSJBM TZOUIFTJT� 5ISPVHIPVU NZ KPVSOFZ JO HSBE�

VBUF TDIPPM
 NBOZ EJஶGFSFOU SFDJQFT IBWF CFFO DPODPDUFE BOE PQUJNJ[FE� #FMPX
 * XJMM XSJUF BMM UIF

SFDJQFT UIBU IBWF CFFO FTTFOUJBM UP UIJT UIFTJT JO IPQFT PG DSFBUJOH B DPOTPMJEBUFE MJCSBSZ GPS TUVEFOUTء

BOE SFTFBSDIFSTء SFGFSFODF�

���



'JHVSF '��� 5IF QJDL VQ TUFQT GPS BTTFNCMJOH BO I#/ FODBQTVMBUFE HSBQIFOF (S TUBDL� 	B
 TIPXT B I#/ QJDLFE
VQ CZ 11$� 5IF QJDL VQ XBT EPOF BU 60◦$ 	C
 TIPXT B (S QJDLFE VQ TVCTFRVFOUMZ CZ UIF I#/ PO 11$� /PUF
UIF BNPVOU PG CVCCMFT TQSFBE UISPVHIPVU UIF (S� 5IF QJDL VQ XBT EPOF BU 60◦$ 	D
 TIPXT UIF I#/ட(S TUBDL
QVU PO UPQ PG BOPUIFS I#/ PO B TVCTUSBUF� /PUF OPX UIF CVCCMFT JO UIF (S SFHJPO BSF BMM HPOF� 5IJT JT EPOF CZ
QVTIJOH UIF CVCCMFT PVU BOE JT BVUPNBUJDBMMZ EPOF CZ QVUUJOH EPXO UIF TUBDL TMPXMZ BU 90− 110◦$�

'�� 1ৡ৞৫য়ৗ৤৥

5IF IBOEMJOH PG RVBOUVNNBUFSJBMT 	BMTP DBMMFE 7BO EFS8BBMT NBUFSJBMT
 IBWF CFFO EPOF CZ QPMZNFST�

1PMZNFST DBO CF USBOTQBSFOU
 TPG஽
 BEIFTJWF BOE BMNPTU SFTJEVF�GSFF� 5IFZ DBO BMTP DSFBUF BEJBCBUJD


TNPPUI BOE DPOUSPMMBCMF NPWFNFOUT VQPO IFBUJOH BOE DPPMJOH� 5IFTF BSF JNQPSUBOU QSPQFSUJFT UIBU

BMMPX VT UP EFBM XJUI RVBOUVN NBUFSJBMT�

'���� 1ৡ৞৫ৢ৤ৡৢ৫৞ৗৠৗ $৓৤৔ৡৠ৓০ৗ ৓ৠ৖ ০৚ৗ '৞৓ঢ়ৗ 5৤৓ৠ৥৘ৗ৤�1৛৕ঢ় 6ৢ 3ৗ৕৛ৢৗ

1PMZQSPQZMFOF DBSCPOBUF 	11$
 JT UIF HP�UP QPMZNFS GPS QJDLJOH VQ BOZUIJOH PG JOUFSFTU� *U IBT B HMBTT

USBOTJUJPO UFNQFSBUVSF XIFO CFUXFFO 25 UP 45 ◦$� "CPWF 45◦$
 11$ CFHJOT UP NFMU BOE CFDPNFT

NPSF MJRVJE�MJLF� 5IF USBOTJUJPO GSPN HMBTT UP MJRVJE JT TNPPUI� 8F EP PVS QJDL�VQT BU 60◦$ JO UIF

3BZMFJHI USBOTGFS TUBHF� "U UIJT UFNQFSBUVSF 11$ JT TPG஽�MJRVJE�MJLF FOPVHI UP OPU DBVTF BOZ NFDIBO�

JDBM TUSFTT PO UIF ஸ஼BLFT BOE BU UIF TBNF UJNF BEIFTJWF FOPVHI UP QJDL VQ UIF ஸ஼BLFT� 8IFO QVUUJOH

EPXO ஸ஼BLFT PS XIFO CVCCMFT OFFE UP CF QVTIFE PVU JO B TUBDL
 ஸ஼BLFT BSF BQQSPBDIFE POUP UIF UBSHFU

BSFB BU 90◦$ UP 110◦$ 	TFF ஷ஫HVSF '��
� 5IJT NFUIPE IBT SFMJBCMZ HJWFO VT MBSHF BSFB CVCCMF GSFF TUBDLT�

���



8IFO QVUUJOH NBUFSJBMT EPXO CZ NFMUJOH UIF 11$ BOE EFMBNJOBUJOH UIF 11$ DPNQMFUFMZ GSPN UIF

USBOTGFS TMJEF
 XF IFBU VQ UIF 11$ UP BU MFBTU 120◦$ 	NBOZ UJNFT VQ UP 140◦$
� 11$ JT QSFQBSFE XJUI

UIF GPMMPXJOH SFDJQF�

؝ 15 H PG 11$

؝ 100NM PG BOJTPM

؝ EJTTPMWF 11$ JOUP BOJTPM CZ NJYJOH UIFN JO B DMPTFE CPUUMF XJUI B NBHOFUJD TUJSSFS

؝ IFBU UP 165◦$ PO UIF IPU QMBUF BOE TUJS BU SQN PWFSOJHIU

/PUF UIBU BOJTPM FWBQPSBUFT BU BCPWF 154◦$� )FBUJOH UIF IPU QMBUF UP 165◦$ NFBOT UIBU UIF BOJTPM

XJMM CF DMPTF UP FWBQPSBUJOH BT UIF BOJTPM EPFT OPU USVMZ SFBDI UIF IPU QMBUF UFNQFSBUVSF� 4PNF BOJTPM

XJMM JOFWJUBCMZ FWBQPSBUF JO XIJDI DBTF UIF DMPTFE CPUUMF XJMM QSFWFOU UIF BOJTPM GSPN FTDBQJOH� "G஽FS

UIF IFBUJOH
 UIF EJTTPMWFE 11$ JT ஷ஫MUFSFE XJUI B 0.2µN 15'& ஷ஫MUFS� 8IFO TQJO DPBUJOH 11$ POUP B

TVCTUSBUF
 UIF TVCTUSBUF JT PYZHFO 	02
 QMBTNB DMFBOFE UP FOTVSF UIBU 11$ DBO EFMBNJOBUF DMFBOMZ BOE

TNPPUIMZ� 5IF TQJO DPBU SBUF WBSJFT GSPN 1000 UP 6000 SQN EFQFOEJOH PO BQQMJDBUJPO 	XJUI 2NJO

QPTU�CBLF
� 2000 SQN JT UIF NPTU GSFRVFOUMZ VTFE BOE ZJFMET SPVHIMZ BCPVU B NJDSPO UIJDL 11$� 5IF

UIJDLOFTT PG 11$XJMM DIBOHF EFQFOEJOH PO UIF DPODFOUSBUJPO PG 11$ JO UIF BOJTPM 	XIJDI XJMM DIBOHF

PWFS UJNF
 EVSJOH UIF UJNF PG TQJOOJOH�

'���� *ৠ২ৗ৤০ৗ৖ 4০৓৕ঢ়৛ৠ৙

5IJO I#/ 	∼ 10 ON PS UIJOOFS
 JT WFSZ EJஶஷ஫DVMU UP CF QJDLFE VQ CZ 11$� 5P NBLF EFWJDFT XJUI UIJO

I#/ PO UPQ
 XF ஷ஫STU QJDL VQ UIF UIJDL CPUUPN I#/ BOE QJDL VQ UIF UIJO I#/ MBTU� 5IJO I#/ DBO CF

QJDLFE VQ FBTJMZ CZ PUIFS ஸ஼BLFT PO 11$� 5IF QSPDFEVSF JT UP UIFO SFNPWF UIF FOUJSF 11$ ஷ஫MN GSPN

UIF 1%.4 USBOTGFS TMJEF 	TFF TFDUJPO CFMPX
� 5IJT JT EPOF TJNQMZ CZ QFFMJOH PஶG UIF 3.TDPUDI UBQF UIF

11$ XBT TUJDLJOH POUP JOJUJBMMZ 	JU JT XJTF UP DSFBUF B OPO�TUJDLZ IBOEMF JO UIF 3. TDPUDI UBQF QSJPS
�

���



'JHVSF '��� 5IF JOWFSUFE TUBDLNFUIPE� 	B

 	C

 	D
 BSF UIF CPUUPNI#/
(S
 UPQ UIJO #/ SFTQFDUJWFMZ� 	E
 TIPXT
UIF CPUUPN I#/ BOE(S CFJOH QJDLFE VQ ஷ஫STU� /PUF UIF CVCCMFT JO UIF (S SFHJPO� 	F
 TIPXT UIF UPQ I#/ CFJOH
QJDLFE VQ MBTU� *O UIJT TUFQ
 CVCCMF QVTIJOH XBT QFSGPSNFE
 IFODF UIF EJTBQQFBSBODF PG UIF CVCCMFT� 	଍
 TIPXT
UIF TUBDL UIBU JT QVU PO B TVCTUSBUF BOE BOOFBMFE� /PUF IPX UIF TUBDL JT OPX JOWFSUFE XJUI SFTQFDU UP UIF ஸ஼BLFTء
PSJHJOBM PSJFOUBUJPO�

5IF 11$ ஷ஫MN DBO CF LFQU JOUBDU XJUI FYUSFNFMZ IJHI TVDDFTT SBUF EVSJOH UIF QFFMJOH QSPDFTT� 5IF LFZ

JT UP NBLF TVSF UIF 11$ ஷ஫MN JT XBSN BOE OPU DPME� *NNFEJBUFMZ BG஽FS BOZ USBOTGFS XIFSF UIF 11$ ஷ஫MN

JT UZQJDBMMZ IFBUFE VQ UP 90◦$ JT FOPVHI� 0UIFSXJTF
 JG UIF 11$ IBT HPOF DPME
 JU DBO CF XBSNFE UP

60◦$�0ODF JU JT QFFMFE
 UIF 11$ JT USBOTGFSSFE EJSFDUMZ POUP UIF UBSHFU TVCTUSBUF� 5IF TVCTUSBUF JT UIFO

DBSFGVMMZ IFBUFE VQ UP 120◦$XIFSF UIF 11$XJMM UIFO TFUUMF TNPPUIMZ PO JUT PXO� 'JHVSF '�� DPNQBSFT

UIF QVU EPXO QSPDFEVSF PG UIF SFHVMBS TUBDLJOH BOE JOWFSUFE TUBDLJOH NFUIPET�

'���� 1ৡ৞৫৖৛য়ৗ০৚৫৞৥৛৞ৡ৪৓ৠৗ ৓ৠ৖ ০৚ৗ 5৤৓ৠ৥৘ৗ৤ 4৞৛৖ৗ

1PMZEJNFUIZMTJMPYBOF 	1%.4
 JT B TPG஽ BOE USBOTQBSFOU QPMZNFS VTFE BT B NPMEBCMF HFM UP TVQQPSU FJ�

UIFS 11$ ஷ஫MNT PS UP IPME PO UP DIJQT XIJMF USBOTGFSSJOH� 5IF SFDJQF GPS JU JT BT GPMMPXT�

���



'JHVSF '��� 3FHVMBS WT JOWFSUFE TUBDLJOH QVU EPXO DPNQBSJTPO� 	B
 TIPXT XIBU UIF QVU EPXO MPPLT MJLF GPS
SFHVMBS TUBDLJOH XIFSF UIF TUBDL JT QVU SJHIU�TJEF VQ BOE UIF 11$ JT EF�MBNJOBUFE POUP UIF TVCTUSBUF� 	C
 TIPXT
XIBU UIF QVU EPXO MPPLT MJLF GPS UIF JOWFSUFE TUBDLJOHNFUIPE� *O UIJT NFUIPE
 UIF FOUJSF 11$XJUI UIF ஸ஼BLFT JT
QFFMFE PஶG DPNQMFUFMZ GSPN UIF 1%.4 USBOTGFS TMJEF� *U JT UIFO EJSFDUMZ USBOTGFSSFE POUP UIF TVCTUSBUF BOE IFBUFE
UP 120◦$ TMPXMZ VOUJM JU TFUUMFT OBUVSBMMZ� )FSF ZPV DBO TFF UIF FOUJSF 11$ ஷ஫MN PO UIF TVCTUSBUF�

1؝ H 4ZMHBSE 184 TJMJDPOF FMBTUPNFS CBTF

10؝ H 4ZMHBSE 184 TJMJDPOF DVSJOH BHFOU

TUJS؝ UIF BCPWF UXP VOUJM FYUSFNFMZ XFMM�NJYFE 	FMTF UIF 1%.4XJMM CF OPO�VOJGPSN JO BEIFTJWFOFTT


QPVS؝ UIF NJYFE HFM JOUP B HMBTT QFUSJ EJTI BOE QMBDF JO B WBDVVN EFTTJDBUPS GPS 30NJOT UP HFU SJE PG

UIF CVCCMFT 	EPJOH JU MPOHFS XJMM DBVTF UIF HFM UP TMPXMZ TPMJEJGZ JOUP 1%.4


IFBU؝ UIF HFM JO B HMBTT QFUSJ EJTI JO BO PWFO BU 160◦$ GPS UXP IPVST

5IF BNPVOU PG 1%.4NFOUJPOFE BCPWF JT UZQJDBMMZ VTFE UP ஷ஫MM UISFF 1FUSJ EJTIFT UIBU BSF 47NNXJEF

JO EJBNFUFS� 5IF USBOTGFS TMJEF DPOTJTUT PG B HMBTT TMJEF PO UPQ PG XIJDI JT UIF 1%.4 BOE UIFO B USBOT�

QBSFOU TDPUDI UBQF UBQFE PWFS JU UP BODIPS UIF 1%.4 EPXO� 5IF USBOTQBSFOU TDPUDI UBQF BMTP TFSWFT

UP EFMBNJOBUF 11$ NPSF DPOUSPMMBCMZ 	11$ EPFT OPU EFMBNJOBUF GSPN 1%.4 XFMM
� 5IF 11$ UIBU JT

TQVO PO B DIJQ
 B 3. TDPUDI UBQF XJUI B XJOEPX JT QVU BOE TUVDL PO UPQ PG JU� *G UIF DIJQ XJUI 11$

XBT PSJHJOBMMZ DMFBO 	PS XBT USFBUFE XJUI PYZHFO QMBTNB

 CZ QFFMJOH UIF 3. TDPUDI UBQF PஶG
 UIF 11$

���



XJMM DPNF PஶG XJUI JU� 5IFSFXJMM CF OPX B GSFF�TUBOEJOH 11$ ஷ஫MN JO UIFXJOEPXPG UIF 3.TDPUDI UBQF�

5IJT 11$ DBO CF HFOUMZ IFBUFE CZ IPWFSJOH JU PO UPQ PG B IPU QMBUF UP TNPPUI PVU XSJOLMFT� 5IF GSFF�

TUBOEJOH 11$ JT UIFO EJSFDUMZ QVU PO UPQ PG UIF 1%.4 BOE USBOTQBSFOU TDPUDI UBQF� 5IJT DPNQMFUFT

UIF USBOTGFS TMJEF�

'�� &৞ৗ৕০৤ৡৠ #ৗ৓য় -৛০৚ৡ৙৤৓ৢ৚৫ 3ৗ৕৛ৢৗ৥

5IF FMFDUSPO CFBN XSJUFS PG DIPJDF JT UIF 3BJUI 150 F�CFBN MJUIPHSBQIZ TZTUFN XJUI XIJDI 20 − 30

LF7 BDDFMFSBUJPO WPMUBHF JT VTFE� 5IF MPXFS WPMUBHF JT VTFE XIFO B MBSHFS VOEFSDVU JT OFFEFE� 'PS ஷ஫OF

GFBUVSFT
 XF VTF 10µN BQFSUVSF TJ[F PO TJOHMF MBZFS 1.." 950, "6 SFTJTU TQVO BU 3000 SQN BOE

IFBUFE BU 180◦$ GPS 2NJOT BOE XSJUUFO XJUI B EPTF PG 470 − 500µ$�DN2� 5IJT JT B TMJHIU PWFSEPTF

UP BWPJE MJG஽PஶG QSPCMFNT� 5IJT SFDJQF BU 30 LF7 BMMPXT VT UP BDIJFWF B SFTPMVUJPO PG IBWJOH 100 ON

XJEF BOE 10µN MPOH MJOFT UIBU BSF TQBDFE 150 ON BQBSU PWFS 10 × 10µN2 MBSHF BSFB� 8F UZQJDBMMZ

VTF UIF TBNF SFDJQF GPS FUDI NBTLT� 5IJT FUDI NBTL DBO TVTUBJO VQ UP 10 NJOT PG PVS #/ FUDI SFDJQF

	TFF DPOUBDU SFDJQF TFDUJPO CFMPX
� $PBSTF GFBUVSFT BSF NPSF TVTDFQUJCMF UP MJG஽PஶG QSPCMFNT BOE TP XF

VTF B CJMBZFS SFTJTU UIBU DPOTJTUT PG DP�QPMZNFS 1	.."ட.""
 &-6 BT UIF CPUUPN MBZFS BOE UZQJDBMMZ

1.." 495, "4 GPS UIF UPQ MBZFS� #PUI MBZFST BSF TQVO BU 3000 SQN BOE IFBUFE BU 180◦$ GPS 2

NJOT� %VF UP UIF IJHIFS TFOTJUJWJUZ PG UIF DP�QPMZNFS
 UIJT HJWFT VT B TJHOJஷ஫DBOU FOPVHI VOEFSDVU UP

BWPJE MJG஽PஶG QSPCMFNT� " UZQJDBM EPTF GPS DPBSTF GFBUVSFT JT 420 − 450µ$�DN2� 'JOBMMZ
 GPS FCFBN

XSJUFT BTTPDJBUFE XJUI UPQ DPOUBDUT UIBU EP OPU JODMVEF JO�TJUV FUDIJOH TVDI BT UPQ DPOUBDUT GPS DBSCPO

OBOPUVCFT
 B EPTF PG 600µ$�DN2 PO UIF TJOHMF MBZFS 1.." 950, "6 SFDJQF JT VTFE� /PUF UIBU UIF

QBSBNFUFST NFOUJPOFE JT KVTU B SPVHI HVJEFMJOF� 1BSBNFUFST VTFE XJMM EFQFOE PO UIF TQFDJஷ஫D TJUVBUJPO

XIFSF XF GBDUPS JOUP XSJUF TJ[F
 FCFBN QSPYJNJUZ FஶGFDU BOE XSJUF UJNF� 5IF EFWFMPQFS VTFE JT NBEF

PG B *1"�)20 NJYUVSF NJYFE XJUI B 3 : 1 SBUJP BOE DPPMFE UP 4◦$� 5IJT EFWFMPQFS JT VTFE CFDBVTF JU

���



IFMQT QSFWFOUT DSBDLT GPSNFE JO UIF 1.." PO #/ VQPO EFWFMPQNFOU� 5IF EFWFMPQFS *1"�.*#,

PG஽FO DSFBUFE DSBDLT BU UIF TIBSQ DPSOFST PG GFBUVSFT�

'�� .ৗ০৓৞ &২৓ৢৡ৤৓০৛ৡৠ ৓ৠ৖ &৖৙ৗ $ৡৠ০৓৕০ 3ৗ৕৛ৢৗ৥

5IF TBGF UIJDLOFTT PG NFUBM UIBU DBO CF EFQPTJUFE XJUI UIF BCPWF SFTJTU SFDJQFT JT BCPVU 120 ON� 5IF

NFBTVSFE UIJDLOFTT PG UIF BCPWF TJOHMF BOE CJMBZFS SFTJTU SFDJQFT JT BCPVU 350 UP 400 ON� " TBGF NFUBM

EFQPTJUJPO UIJDLOFTT UP BWPJE MJG஽PஶG QSPCMFNT JT TVQQPTFEMZ 1/3 PG UIF SFTJTU UIJDLOFTT� 'PS BMM PVS

FEHF DPOUBDU SFDJQFT
 XF FWBQPSBUF XJUI B SPUBUJOH BOE 15◦ UJMUFE TUBHF� 5ZQJDBMMZ 5, 15, 60 ON PG $S


1E
 "V JT UIFSNBMMZ FWBQPSBUFE TFRVFOUJBMMZ BU 0.2, 0.3, 1 ��T� $S JT VTFE BT B TUJDLJOH MBZFS PO 4J02�

$S BMTP IBT POF PG UIF ஷ஫OFTU HSBJO TJ[FT BNPOH FWBQPSBUFE NFUBMT
 NBLJOH UIFN JEFBM GPS DPOUBDUJOH

JOEJWJEVBM BUPNT� 1E JT VTFE CFDBVTF JU JT TUSPOH� 0O BUPNJDBMMZ ஸ஼BU BOE TNPPUI TVSGBDFT TVDI BT I#/


$S EPFT OPU BDU BT B TUJDLJOH MBZFS BT UIFSF BSF OP PYZHFO EBOHMJOH CPOET GPS JU UP CPOE UP� 1E JOTUFBE

JT VTFE UP QSPWJEF B TUSPOH JOGSBTUSVDUVSF TP UIBU UIF NFUBM MFBET 	TVDI BT "V XIJDI JT WFSZ TPG஽
 PO UPQ

PG UIF BUPNJDBMMZ ஸ஼BU TVSGBDF EP OPU CFOE BOE TIJG஽ BSPVOE� "V JT VTFE BT B DBQQJOH MBZFS UP QSPWJEF

B TPG஽ QSPUFDUJPO TVSGBDF GPS XJSFCPOEJOH� 'PS FEHF DPOUBDUT
 XF QFSGPSN BO FUDI JNNFEJBUFMZ CFGPSF

UIF FWBQPSBUJPO� 5P FUDI I#/ BOE (S
 XF VTF B DPNCJOBUJPO PG $)'3
 02 BOE "S HBTFT UP QFSGPSN B

ESZ 3*& 	SFBDUJWF JPO FUDI
� 5IF FUDI SFDJQF OBNF JT BLD@FUDI@#/� 5IF UJNF PG FUDI EFQFOET PO IPX

UIJDL UIF TUBDL JT� 5ZQJDBMMZ 2 + 1 NJOT JT TVஶஷ஫DJFOU GPS B UIPSPVHI FUDI� *OJUJBMMZ XF UIPVHIU IJHI

3' QPXFS BOE MPX *$1 QPXFS JT DSJUJDBM GPS UIF TVDDFTT PG FEHF DPOUBDU BT IJHI 3' QPXFS BOE MPX *$1

QPXFS JODSFBTFT UIF BOJTPUSPQZ 	EJSFDUJPOBMJUZ
 PG UIF FUDI� 8FXPVMEXBOU UP DSFBUF B 45◦ FEHF QSPஷ஫MF

GPS NBYJNBM DPOUBDU DIBODF EVSJOH FWBQPSBUJPO� #VU XJUI TPNF FYQFSJNFOUJOH
 UIF TVDDFTT XJOEPX

GPS FEHF DPOUBDU JT MBSHF� 5IF BCPWF WBMVFT BSF JO TPNF TFOTF RVJUF BSCJUSBSZ� *U JT JNQPSUBOU UP OPUF

UIBU UIF FUDIJOH PG 1.." XJUI BOZUIJOH UIBU DPOUBJOT 'MVPSJOF XJMM DSFBUF B WFSZ JOTPMVCMF 'MVPSJEF

���



QPMZNFS MBZFS� 5IJT MBZFS DBOOPU CF SFNPWFE CZ TPMWFOUT MJLF "DFUPOF PS $IMPSPGPSN� *U CFDPNFT B

EBOHFS BT UIF 'MVPSJEF QPMZNFS DBO TFUUMF PWFS UIF EFWJDF� 5P DJSDVNWFOU UIJT
 BG஽FS UIF 'MVPSJEF FUDI


B CSJFG 30 TFDT 02 QMBTNB FUDI 	BLD@(FOUMF02$MFBO
 JT QFSGPSNFE UP HFU SJE PG UIJT 'MVPSJEF QPMZNFS

MBZFS� "MM FUDIFT BSF EPOFXJUI UIF 454 *$13*& TZTUFN� 5IF FUDI SFDJQFT BSF EFUBJMFE JO UIF FUDI SFDJQF

TFDUJPO�

'�� "০ৡয়৛৕ -৓৫ৗ৤ %ৗৢৡ৥৛০৛ৡৠ 3ৗ৕৛ৢৗ৥

"UPNJD MBZFS EFQPTJUJPO 	"-%
 DBO CF USJDLZ PO UIJDL BUPNJDBMMZ ஸ஼BU ஸ஼BLFT� 5IJT JT CFDBVTF"-% SFMJFT

PO UIF FYJTUFODF PG EBOHMJOH CPOET GPS UIF QSFDVSTPST UP SFBDU BOE BUUBDI UP� *G OP EBOHMJOH CPOET FYJTU


XIJDI JT UIF DBTF PG BUPNJDBMMZ ஸ஼BU ஸ஼BLFT
 UIF QSFDVSTPST XJMM KVTU HFU QVNQFE BXBZ EVSJOH UIF "-%

QSPDFTT� 5P BEESFTT UIJT JTTVF
 B TFFEJOH MBZFS JT EFQPTJUFE ஷ஫STU� 5IJT JT EPOF CZ QFSGPSNJOH B DPME"-%

TUFQ� $PME IFSFNFBOT CFMPX UIF CPJMJOH UFNQFSBUVSF PGXBUFS� 5IJT JT TP UIBU XIFOXBUFS JT EFQPTJUFE


JU XPOءU FWBQPSBUF FBTJMZ BOE CF QVNQFE BXBZ CVU JOTUFBE
 XPVME MJOHFS PO UIF DPME TVSGBDF PG UIF ஸ஼BLF

MPOH FOPVHI TP UIBU JU DBO HSBC IPME UIF QSFDVSTPST JOUSPEVDFE JO UIF TVCTFRVFOU TUFQ� 5IF "-%

QSPDFTTFT BSF EPOF XJUI UIF $BNCSJEHF /BOPUFDI�6MUSBUFDI 4BWBOOBI� 'PS UIF DPME "-% PG "M203


UIF TUBHF UFNQFSBUVSF JT TFU UP80◦$
 UIF QVMTF UJNF GPS CPUI)20BOE5."	5SJNFUIZMBMVNJOVN
 UIF

BMVNJOVN QSFDVSTPS
 BSF CPUI 0.015 TFD XJUI B QVNQ UJNF PG 20 TFD BG஽FS FBDI QVMTF� 5IF EFQPTJUJPO

SBUF JT SPVHIMZ1��T BOE100 DZDMFT SFTVMUT JO BQQSPYJNBUFMZ10ONXIJDI JT TVஶஷ஫DJFOU GPS UIF TFFE MBZFS�

"G஽FS UIJT B IPU "-% JT QFSGPSNFE UP DSFBUF B IJHIFS RVBMJUZ ஷ஫MN� 5IF TUBHF JT IFBUFE UP 250◦$ BOE

UIF QVMTF UJNF GPS CPUI)20 BOE5." BSF TUJMM 0.015 TFD CVU XJUI B TVCTFRVFOU QVNQ UJNF PG 10 TFD�

'PS )G02 EFQPTJUJPO
 EFQPTJUJPOT BSF QFSGPSNFE FYDMVTJWFMZ BU 80◦$ XJUI B QVMTF UJNF PG 0.3 TFD GPS

5&.") 	5FUSBLJT	EJNFUIZMBNJOP
IBGOJVN
 UIF IBGOJVN QSFDVSTPS
 BOE 0.015 TFD GPS )20
 XJUI B

TVCTFRVFOU QVNQ UJNF PG 20 TFD� 5IJT SFTVMUT JO B HSPXUI SBUF PG BCPVU 0.9 ��T� $PME EFQPTJUJPO JT

���



UFTUFE UP CF TVQFSJPS UIBO IPU EFQPTJUJPO DPNQBSJOH CPUI CSFBLEPXO ஷ஫FMET BOE EJFMFDUSJD DPOTUBOUT�

5IF EJFMFDUSJD DPOTUBOUT GPS "M203 BOE )G02 XJUI UIF BCPWF SFDJQFT BSF� ϵ"M0 ≈ 9 BOE ϵ)G0 ≈ 15

XJUI B CSFBLEPXO ஷ஫FME PG BCPVU 0.3− 0.57�ON GPS CPUI�

'���� 4১৔৥০৤৓০ৗ৥ ৓ৠ৖ .ৗ৕৚৓ৠ৛৕৓৞ &৪৘ৡ৞৛৓০৛ৡৠ

500µN UIJDL 1IPTQIPSPVT EPQFE 	1�EPQFE
 XJUI SFTJTUJWJUZ 0.001−0.005Ω�DN
 4JMJDPO 	4J
 XBGFST

UIBU BSF UIFSNBMMZ DPBUFE XJUI 285 ON 4JMJDPO %JPYJEF 	4J02

 UFSNFE 4J�4J02 XBGFST BOE CPVHIU

GSPN /PWB &MFDUSPOJDT .BUFSJBMT
 BSF UZQJDBMMZ VTFE BT TVCTUSBUFT XIFSF 7BO EFS 8BBMT DSZTUBMT BSF NF�

DIBOJDBMMZ FYGPMJBUFE POUP� 5IFTF XBGFST BSF DIPTFO CFDBVTF UIF EFHFOFSBUFMZ EPQFE 4J DBO CF VTFE BT

B FMFDUSJDBM CBDLHBUF OFFEFE UP UVOF UIF DIFNJDBM QPUFOUJBM PG UIF TBNQMF� 5IF 285 ON 4J02 JT DIPTFO

CFDBVTF JU ZJFMET UIF IJHIFTU PQUJDBM DPOUSBTU GPS NPOP�MBZFS HSBQIFOF 	 7% QFS MBZFS
 XIJDI BMMPXT GPS

FBTZ JEFOUJஷ஫DBUJPO XIFO TDBOOJOH GPS JTPMBUFE HSBQIFOF ஸ஼BLFT� 8IFO JEFOUJGZJOH IFYBHPOBM�#PSPO

/JUSJEF 	I�#/
 UIBU BSF CFMPX GFX MBZFST UIJDL
 90 ON�UIJDL�4J02 DPBUFE 4J XBGFST BSF VTFE JOTUFBE

CFDBVTF UIJT ZJFMET UIF IJHIFTU PQUJDBM DPOUSBTU GPS UIFTF GFX�MBZFSFE I�#/ 	 2% QFS MBZFS
 SJHIU BU UIF

CPSEFSMJOF PG PVS OBLFE FZF EFUFDUJPO BCJMJUZ
� 'PS TPNF PG PVS EFWJDFT
 1µN UIJDL 4J02 NBZ CF VTFE

UP SFEVDF UIF SJTL PG HBUF MFBLT EVSJOH XJSJOH CPOEJOH BOE�PS UP SFEVDF DBQBDJUBODF XJUI UIF HMPCBM 4J

CBDLHBUF� .FDIBOJDBM FYGPMJBUJPO JT QFSGPSNFE XJUI UIF 3. TDPUDI UBQF�

'�� $৓৤৔ৡৠ /৓ৠৡ০১৔ৗ (৤ৡ৩০৚ $৚৛ৢ '৓৔৤৛৕৓০৛ৡৠ 3ৗ৕৛ৢৗ

5BSHFU؝ TMJU TJ[F� 50− 80µN CZ 3NN

SPXUI)؝ DIJQ EJNFOTJPOT� 9NN CZ 9NN

SPOU'؝ QMBUGPSN� 350 PS 380µN MPOH
 3200µN XJEF
 50− 55µN IFJHIU

4J/ 8BGFS GSPN 6OJWFSTJUZ 8BGFS�

���



100NN؝ XBGFS

5ZQF؝ /
 1IPTQIPSVT %PQBOU

−1؝ 10Ω·DN 3FTJTUJWJUZ

500µN؝ UIJDL 4J

100؝ ON -1$7% -PX�4USFTT 4J/
 DPBUFE BOE QPMJTIFE CPUI TJEFT

#BDL 8JOEPX�

��
 0QUJPOBM� %FIZESBUF XBGFS 	CBLF XBGFS BU 115◦$ GPS 5NJOT


��
 )%.4 QSF�DPBU
 3000 SQN
 30 TFDT
 115◦$ 1NJO CBLF

��
 41822
 3000 SQN
 45− 60 TFDT
 115◦$ 1NJO CBLF

��
 0-�10XSJUF� 160 EPTF 	SFDJQF� 41822
 OPU 41822 3LSQN

 405 ON MBTFS 	EFTJHO� #BDL8JOEPX'J�

OBM
 VTF #BDL8JOEPX4NBMM'JOBM GPS 20− 50µN XJEF TMJUT


��
 $%�26
 2NJO EFWFMPQ XJUI BHJUBUJPO
 SJOTF JO )20

��
 $PBU XBGFS FEHF XJUI 41822� #BLF PO 5FY XJQF 	UP LFFQ IPU QMBUF DMFBO
 BU 115◦$ GPS 1NJO

��
 3*&�8 FUDI 	CF TVSF UP VTF WBDVVN PJM GPS IFBU EJTTJQBUJPO�
� 02 DMFBO 	BLD@%FFQ02$MFBO GPS BU

MFBTU 5NJOT

 4J/ FUDI 	BLD@FUDI@4J/ GPS 3NJOT

 (FOUMF 02 DMFBO 	BLD@%FFQ02$MFBO GPS 2NJOT


��
 4PBL XBGFS JO "DFUPOF 	 GPS BO IPVS
 BU 70◦$ JG SFTJTU JT TUVCCPSO


��
 4J XFU FUDI� TPBL JO ,0) TPMVUJPO 	4JHNB "MESJDI
 417661
 45 XU� গ JO )20
 GPS 17 − 19 IST�

500NM
 150◦$ JO IPU QMBUF 	DPSSFTQPOET UP BCPVU 70 − 80◦$ TPMVUJPO

 100 SQN TUJSSJOH
 XJOEPXT

GBDJOH VQ BOE TUBSU XJUI ,0) TPMVUJPO BU SPPN UFNQFSBUVSF� 3JOTF JO )20 BG஽FS� 3FNFNCFS UP

DIFDL BCPVU FWFSZ 20NJOT XIFO OFBSJOH 17 IST� 8IFO TUBSUJOH XIFO TPMVUJPO IBT SFBDIFE 70−80◦$

	VTVBMMZ CFDBVTF PG FUDIJOH SJHIU BG஽FS BOPUIFS FUDI

 JU UBLFT BCPVU 14− 16 IST� $IFDL FWFSZ 20NJOT

BG஽FS 10 IPVST�

'SPOU 1MBUGPSN�

���



��
 5IFSNBM UBQF UIF CBDL TJEF PG XBGFS 	UP BMMPX TQJOOJOH PG UIF XBGFS XJUIPVU CSFBLJOH JU
� .BLF

TVSF UIFSF JT NJOJNBM CVCCMFT BOE OP DSFBTFT

���
 )%.4 QSF�DPBU
 3000 SQN
 30 TFDT
 115◦$ 1NJO CBLF

���
 ";4620
 3000 SQN
 45− 60 TFDT
 115◦$ 10NJO CBLF

���
 0-�10 XSJUF� 200 EPTF 	SFDJQF� ";4620
 	EFTJHO� 'SPOU1MBUGPSN8JUI.BSLT4NBMM'JOBM@3FW

JG TMJU XJEUI JT TNBMMFS UIBO 80µN
 'SPOU1MBUGPSN8JUI.BSLT'JOBM@3FW JG TMJU XJEUI JT TNBMMFS UIBO

150µN

 VTF UIF TMJU JO UIF DFOUFS CPUUPN MFG஽ BOE SJHIU HSPXUI DIJQT GPS BMJHONFOU� 5IF NJEEMF PG

UIF TMJU JT BU (x, y) = (−4500,−4500), (4500,−4500) SFTQFDUJWFMZ�

���
 ";400,�)20 BU 1 : 4
 10NJO EFWFMPQ XJUI BHJUBUJPO
 SJOTF JO )20

���
 3*&�8 FUDI 	CF TVSF UP VTF WBDVVN PJM GPS IFBU EJTTJQBUJPO�
� 02 DMFBO 	BLD@%FFQ02$MFBO GPS BU

MFBTU 5NJOT

 4J/ FUDI 	BLD@FUDI@4J/ GPS 3NJOT


���
 3*&�10 FUDI 	CF TVSF UP VTF WBDVVN PJM GPS IFBU EJTTJQBUJPO� 5IJT PJM IFSF JT JNQPSUBOU� 5IF XBGFS

XJMM DSBDL JOUP QJFDFT JG OPU FOPVHI PJM JT BQQMJFE
� ESZ EFFQ 4J FUDI 	BLD@4J@FUDI
 30 MPPQT GPS 52µN


���
 02 DMFBO JO 3*&�8 	BLD %FFQ0�$MFBO GPS 2NJOT


���
 ";�1003FNPWFS
 BOE PS "DFUPOF�*1" DMFBO

���
 1JSBOIB DMFBO 	)2404�)202 BU 3�1
 GPS �20NJOT� "CTPMVUFMZ IBWF UP NBLF TVSF SFTJTU SFTJEVF JT

HPOF

���
 3*&�8 FUDI 	CF TVSF UP VTF WBDVVN PJM GPS IFBU EJTTJQBUJPO�
� 02 DMFBO 	BLD@%FFQ02$MFBO GPS

BU MFBTU 5NJOT

 02 DMFBO UIF XBGFS 	BLD@%FFQ02$MFBO GPS BU 2NJOT

 4J/ FUDI 	BLD@FUDI@4J/ GPS 3

NJOT


���
 %FQPTJU 4J02 PO UP XBGFS� $7%�115&04 4J02
 30NJOT 	GPS IJHIFTU 4J02 RVBMJUZ
 QSFGFSSFE
 PS

$7%�108FU�%SZ 0YJEBUJPO 4J02
 1 IS 8FU 1100◦$ 	MPXFS RVBMJUZ


5IF EFTJHO ஷ஫MFT BSF BWBJMBCMF VQPO SFBTPOBCMF SFRVFTU� 5IF FUDI SFDJQFT BSF EFUBJMFE JO UIF GPMMPXJOH

���



TFDUJPO�

'�� &০৕৚ 3ৗ৕৛ৢৗ৥

3FBDUJWF JPO FUDIJOH 	3*&
 JT BO JPO QMBTNB FUDI EPOF QSJNBSJMZ JO 3*&�8 	SFGFST UP 454 *$1 3*& CZ

4VSGBDF 5FDIOPMPHZ 4ZTUFNT
� %FFQ BOJTPUSPQJD 4J FUDI GPS B WFSUJDBM QSPஷ஫MF XIFSF B #PTDI QSPDFTT JT

JNQMFNFOUFE BSF BMM EPOF JO 3*&�10 	SFGFST UP 4154 3BQJFS %3*& CZ 4154 5FDIOPMPHJFT
� 5IF EFFQ

4J FUDI JT TQFDJஷ஫D UP $/5 HSPXUI DIJQT� #FMPX BSF UIF SFDJQFT GPS UIF SFTQFDUJWF SFDJQF OBNFT�

؝ BLD@FUDI@#/�

10N5PSS CBTF QSFTTVSF
 2 TDDN02
 10 TDDN$)'3
 10 TDDN"S
 13.56.)[$PJM� 308	*$1 QPXFS



13.56.)[ 1MBUFO� 108 	3' QPXFS

 20◦$ TUBHF UFNQFSBUVSF

؝ BLD@(FOUMF02$MFBO�

10N5PSS CBTF QSFTTVSF
 10 TDDN02
 13.56.)[$PJM� 308	*$1 QPXFS

 13.56.)[ 1MBUFO� 108

	3' QPXFS

 20◦$ TUBHF UFNQFSBUVSF
 30 TFDT FUDI UJNF

؝ BLD@%FFQ02$MFBO�

35N5PSS CBTF QSFTTVSF
 45 TDDN 02
 13.56.)[ $PJM� 8008 	*$1 QPXFS

 13.56.)[ 1MBUFO� 50

8 	3' QPXFS

 20◦$ TUBHF UFNQFSBUVSF

؝ BLD@FUDI@4J/�

3N5PSS CBTF QSFTTVSF
 6 TDDN"S
 2 TDDN$'4
 50 TDDN$)'3
 13.56.)[$PJM� 6008	*$1 QPXFS



13.56.)[ 1MBUFO� 1258 	3' QPXFS

 20◦$ TUBHF UFNQFSBUVSF

؝ BLD@4J@FUDI�

(FOFSBM QBSBNFUFST� 15NUPSS )F CBDL QSFTTVSF
 150)[ GSFRVFODZ
 10◦$ TUBHF UFNQFSBUVSF

TUFQ 1� 55NUPSS CBTF QSFTTVSF
 300 TDDN "S
 100 TDDN 02
 100 TDDN $4'8
 1 TDDN 4'6
 1 TFD QSPDFTT

UJNF
 1MBUFO QPXFS� 08 	3' QPXFS

 4PVSDF QPXFS� 25008 	DPJM QPXFS


���



TUFQ 2� 60 NUPSS CBTF QSFTTVSF
 1 TDDN 02
 350 TDDN $4'8
 1 TDDN 4'6
 1.7 TFD QSPDFTT UJNF
 1MBUFO

QPXFS� 08 	3' QPXFS

 4PVSDF QPXFS� 25008 	DPJM QPXFS


TUFQ 3� 30 NUPSS CBTF QSFTTVSF
 1 TDDN 02
 1 TDDN $4'8
 300 TDDN 4'6
 1.7 TFD QSPDFTT UJNF
 1MBUFO

QPXFS� 2108 	3' QPXFS

 4PVSDF QPXFS� 25008 	DPJM QPXFS


TUFQ 4� 60 NUPSS CBTF QSFTTVSF
 1 TDDN 02
 1 TDDN $4'8
 660 TDDN 4'6
 12 TFD QSPDFTT UJNF
 1MBUFO

QPXFS� 408 	3' QPXFS

 4PVSDF QPXFS� 30008 	DPJM QPXFS


3FQFBU TUFQ 1 UP 4 GPS 30 UJNFT�

'�� $৓৤৔ৡৠ /৓ৠৡ০১৔ৗ (৤ৡ৩০৚ $৓০৓৞৫৥০ 3ৗ৕৛ৢৗ� $ৡ.ৡ$৓০

5&04 	5FUSBFUIZM PUIPTJMJDBUF
 � 1MVSPOJDn '�127 �$P	"D
2+(.P"D2)2 " UZQJDBM HSPXUI DBUBMZTU

JT UP EFQPTJU TPMJE OBOPQBSUJDMFT 	TVDI BT $P PS 'F
 POUP UIF HSPXUI DIJQ CVU UIJT SFRVJSFT FCFBN FWBQP�

SBUJPO BOE QBUUFSOJOH� "OPUIFS DPNNPO HSPXUI DBUBMZTU JT UP TXJQF TPMVUJPO 	TVDI BT 'F$M5
 POUP UIF

HSPXUI DIJQ BOE SFEVDF UIF DBUBMZTU UP JUT QVSF NFUBM GPSN UISPVHI )2 	SFEVDJOH BHFOU
 BOOFBM� 0VS

DBUBMZTU JT EJஶGFSFOU BOE JT BEWBOUBHFPVT GPS B GFX SFBTPOT� 0VS DBUBMZTU JT B $P�.P CJ�NFUBMMJD DBUBMZTU

BOE DPNFT JO UIF GPSN PG MJRVJE PS HFM BOE IFODF DBO CF BQQMJFE EJSFDUMZ UP UIF HSPXUI DIJQ XJUIPVU

FWBQPSBUJOH B TPMJE QSFDVSTPS� #FDBVTF PG UIF FYJTUFODF PG .P
 UIF $P�.P JOUFSBDUJPO JOIJCJUT UIF $P

TJOUFSJOH UIBU UZQJDBMMZ PDDVST BU UIF IJHI UFNQFSBUVSF SFRVJSFE GPS $/5 HSPXUI� 8IFO $P TJOUFST


$P DPNCJOF UP GPSN DMVTUFST PS MBSHF $P QBSUJDMFT BOE QSPEVDFT MFTT EFTJSBCMF GPSNPG $/5	CVOEMFT PS

.8$/5
� #FDBVTF $P TJOUFSJOH JT MJNJUFE JO PVS DBUBMZTU
 $P DMVTUFST BSF TNBMM 	J�F� �2 ON

 48$/5

BSF NPSF MJLFMZ GPSNFE� 0VS DBUBMZTU JT CBTFE PO UIF $P.P$"5 UFDIOJRVF QSFQBSFE CZ UIF TPM�HFM

NFUIPE 	BT PQQPTFE UP UIF PSJHJOBM JNQSFHOBUJPONFUIPE
� 5IF TPM�HFM NFUIPE JT NPSF BEWBOUBHFPVT

CFDBVTF JU PஶGFST B IJHIFS TVSGBDF BSFB
 OBSSPXFS QPSF TJ[F EJTUSJCVUJPO
 IJHIFS TVQQPSU UIFSNBM TUBCJMJUZ

UIBO JNQSFHOBUFE DBUBMZTUT BOE IJHIFS SFTJTUBODF UP NFUBM QBSUJDMF TJOUFSJOH�

���



$IFNJDBMT SFRVJSFE�

؝ 5&04	5FUSBFUIZM PSUIPTJMJDBUF
 	GSPN "MESJDI
 DBUBMPH � 86578


؝ 1MVSPOJDn�'��� 	GSPN 4JHNB
 DBUBMPH � 12443


؝ $PCBMU	**
 "DFUBUF 5FUSBIZESBUF 98+গ 	GSPN "MESJDI
 DBUBMPH � 40, 302− 4


؝ .PMZCEFOVN "DFUBUF %JNFS 98% 	GSPN 4JHNB
 DBUBMPH � 232076


؝ 0.1. )$M 	NBEF JO )BSWBSE $/4


؝ &UIZM "MDPIPM
 1VSF
 200 1SPPG
 "$4 3FBHFOU
> 99.5গ 	GSPN 4JHNB "MESJDI


$BUBMZTU 1SFQBSBUJPO�

؝ $BUBMZTU QSFQBSBUJPO� 1.04 H UFUSBFUIZM PSUIPTJMJDBUF 	5&04

 6.3 N- FUIBOPM
 0.5 N- 0.1. )$M

XBT NJYFE CZ TUJSSJOH BOE IFBUFE BU 70 EFHSFF $FMTJVT GPS 1 IS UP NBLF TPMVUJPO "�

؝ 4.5 H QMVSPOJD '�127
 99NH DPCBMU BDFUBUF UFUSBIZESBUF BOE 66NHNPMZCEFOVN BDFUBUF XBTNJYFE

XJUI 50 H &U0) CZ TPOJDBUJPO GPS 1 IS UP NBLF TPMVUJPO #�

؝ .JY 5.5 H PG TPMVUJPO # XJUI BMM PG TPMVUJPO " UP HFU B USBOTQBSFOU TPMVUJPO $� "HF TPMVUJPO $ BU

SPPN UFNQFSBUVSF GPS 2XFFLT
 XIJDIXPVME UVSO JOUP B HFM� 6TF UPPUIQJDL UP BQQMZ UIJT HFM POUP DIJQT

GPS HSPXUI PG 48/5T� 4PMVUJPO # BOE $ TIPVME BQQFBS QJOL BOE GBJOU QJOL SFTQFDUJWFMZ�

؝ 4PMVUJPO # DBO BMTP CF VTFE EJSFDUMZ BT B NPSF DPODFOUSBUFE BOE MJRVJE GPSN PG DBUBMZTU�

'�� $৓৤৔ৡৠ /৓ৠৡ০১৔ৗ (৤ৡ৩০৚ 1৤ৡ৕ৗ৖১৤ৗ

(FOFSBM QBSBNFUFST�

؝ "S 	6MUSB )JHI 1VSJUZ 5.0(SBEF
� 200 TDDN

؝ )2 	6MUSB )JHI 1VSJUZ 5.0(SBEF
� 200 TDDN

؝ "S UISPVHI &U0) CVCCMFS 	1VSF
 200 1SPPG
 "$4 3FBHFOU
 �99.5%
� 100 TDDN

؝ (SPXUI UFNQFSBUVSF 	BT TIPXO PO GVSOBDF UFNQFSBUVSF DPOUSPMMFS
� 910◦$

���



'JHVSF '��� 5IF DBSCPO OBOPUVCF HSPXUI GVSOBDF� 5IF GVSOBDF JT DPNQPTFE PG UISFF TFDUJPOT IJHIMJHIUFE JO SFE�
-FG஽� PVUMFU GPS WBDVVN QVNQJOH UP FWBDVBUF UIF UVCF GVSOBDF BOE GPS HSPXUI HBT FYIBVTU� .JEEMF� NPWJOH
GVSOBDF GPS GBTU IFBUJOH BOE DPPMJOH� 3JHIU� JOMFU UIBU JODMVEFT GPVS NBTT�HBT ஸ஼PX NFUFST GPS IZESPHFO BOE
BSHPO
 UXP CVCCMFST GPS FUIBOPM BOE EJTUJMMFE XBUFS
 BOE B IZHSPNFUFS�

؝ (SPXUI QFSJPE� 5− 10NJO

/PUFT�

؝ "S BOE )2 UBOLT TIPVME CF DIBOHFE CFGPSF SFBDIJOH 500 QTJ

؝ 5P SFEVDF BNPSQIPVT DBSCPO CVJMEVQ
 CBLF UIF RVBSU[ UVCF JO BJS GPS BO IPVS BU 1000◦$ BG஽FS B

DPVQMF VTFT

؝ $MPTF BOE PQFO WBMWFT TVDI UIBU QSFTTVSF JT OPU CVJMU VQ JO DMPTFE TFDUJPOT

؝ 3FDPNNFOEFE UP DIBOHF RVBSU[ UVCF BG஽FS FWFSZ 6− 8 VTFT

؝ 3FDPNNFOEFE UP BMXBZT CF ஸ஼VTIJOH UIF GVSOBDF XJUI "S BU BCPVU 80 TDDN FWFO XIFO OPU JO VTF

'BTU IFBUJOH BOE DPPMJOH NFUIPE�

��
 8FBS HMPWFT
 SFTQFDU UIF GVSOBDF BOE LFFQ JU DMFBO�

��
 4POJDBUF DBUBMZTU 	$P .P NJY
 GPS BU MFBTU 10NJOT 	%0 /05 )&"5 5)& $"5"-:45�


���



��
 "QQMZ DBUBMZTU POUP HSPXUI DIJQ VTJOH B OFX TUJDL XJUI GSFTI TVSGBDF

��
 $IFDL HBT WBMWFT BOE QSFTTVSF HBVHFT JO UIF HBT DBCJOFU BOE XFUMBC NBOJGPME� .BLF TVSF HBTFT DBO

CF SFBEJMZ EFMJWFSFE UP UIF GVSOBDF

��
 7BMWFT 	V

 	W

 	X
 BOE 	Y
 TIPVME CF DMPTFE� *G "S XBT MFG஽ ஸ஼PXJOH
 UIFO DMPTF WBMWF 	Z
 ஷ஫STU UIFO

DMPTF WBMWF 	X
 UP QSFTTVSJ[F UIF HBT MJOF XJUI "S� "MUFSOBUJWFMZ
 "S DBO CF MFG஽ ஸ஼PXJOH JO XIJDI DBTF

WBMWF 	Z
 BOE 	X
 JT MFG஽ PQFOFE�

��
 3FNPWF DPOOFDUJPO BU UIF JOMFU BOE PVUMFU ஸ஼BOHF� 6TJOH UIF DMFBO 15'& SPE 	SPE NVTU CF OPO�

NFUBMMJD CFDBVTF NFUBM QBSUJDMFT MFG஽ JO UIF UVCF BDU BT HSPXUI DBUBMZTU� .BLF TVSF SPE JT DMFBO
 JG JUءT

OPU
 XJQF JU EPXO XJUI FUIBOPM PS *1"

 QVTI UIF RVBSU[ CPBU PVU PG UIF UVCF� 6TF B DMFBO QFUSJ EJTI

	FUIBOPM PS *1" DMFBOFE
 UP IPME POUP UIF RVBSU[ CPBU� 6TF DMFBO 	OPO�NFUBMMJD
 UXFF[FST UP IPME POUP

UIF RVBSU[ CPBU�

��
 1VU UIF HSPXUI DIJQT POUP UIF DMFBO RVBSU[ CPBU XIJMF TJUUJOH PO UIF DMFBO QFUSJ EJTI 	CF TVSF UIF

CPBU EPFT OPU DPNF JO DPOUBDU UP UIF UBCMF
 HMPWFT PS PUIFS GPSFJHO TVSGBDFT�

��
 1VTI UIF RVBSU[ CPBU CBDL JOUP UIF RVBSU[ UVCF VTJOH UIF 15'& SPE 	NBLF TVSF 15'& JT DMFBO
 JG

JUءT OPU
 XJQF JU EPXO XJUI FUIBOPM PS *1"
� 1VTI JU UP UIF HSPXUI DIJQ QPTJUJPO�

��
 8JUI UIF JOMFU BOE PVUMFU ஸ஼BOHF TUJMM SFNPWFE TVDI UIBU UIF UVCF JT PQFO
 CVSO UIF HSPXUI DIJQT JO

BJS BU 400◦$ GPS 30NJOT� 5IJT JT UP CVSO PVU UIF QPMZNFS�IZESPDBSCPOT�

���
 *G WBMWFT 	X
 BOE 	Z
 BSF OPU PQFO
 PQFO UIFN OPX TP UIBU "S JT ஸ஼PXJOH�

���
 3FQMBDF UIF JOMFU BOE PVUMFU ஸ஼BOHFT DPOOFDUJPO UP CFHJO ஸ஼PXJOH "S JOUP UIF GVSOBDF� $IFDL UIF

FYIBVTU CVCCMFS UP TFF JG UIF WBDVVN PJM JT CVCCMJOH� *G JU JT OPU
 UIFSF JT B QJODI TPNFXIFSF�

���
 4FU UIF GVSOBDF UFNQFSBUVSF UP [FSP BOE NPWF GVSOBDF CBDL UP QSF�BOOFBM QPTJUJPO� :PV DBO PQFO

UIF GVSOBDF UP MFU JU DPPM GBTUFS�

���
 0ODF BU SPPN UFNQFSBUVSF
 ஷ஫STU DMPTF UIF FYIBVTU WBMWF� $IFDL JG WBDVVN QVNQ JT PO
 JG JUءT OPU

���



UIFO TXJUDI JU PO� 0QFO UIF WBDVVN WBMWF WFSZ HFOUMZ BOE TMPXMZ� *G UIF WBDVVN WBMWF JT PQFOFE UPP

GBTU
 UIF HSPXUI DIJQT XJMM NPWF PVU PG QMBDF� 'JOBMMZ
 DMPTF UIF "S HBT ஸ஼PX CZ DMPTJOH WBMWF 	X
� 1VNQ

EPXO UIF GVSOBDF GPS BU MFBTU ��NJOT UP SFNPWF SFTJEVF HBTFT� &YIBVTU WBMWFNVTU CF DMPTFE ஷ஫STU CFGPSF

QVNQJOH FMTF UIF PJM BU UIF FYIBVTU CVCCMFS XJMM CF TVDLFE JOUP UIF UVCF GVSOBDF�

���
 "G஽FS QVNQJOH GPS 30NJOT
 PQFO WBMWF 	X
 UP JOUSPEVDF "S HBT ஸ஼PX ஷ஫STU� 5IFO DMPTF UIF WBDVVN

WBMWF� 3FBE UIF QSFTTVSF HBVHF� 8BJU UJMM QSFTTVSF JT BCPWF 1BUN�0QTJH� 5IFO PQFO FYIBVTU WBMWF HFO�

UMZ BOE TMPXMZ� *G FYIBVTU WBMWF JT PQFOFE UPP GBTU UIF CVCCMFS XJMM CVCCMF WFSZ BHHSFTTJWFMZ�

���
 0QFO WBMWFT 	Y
 UP JOUSPEVDF )2� 5IFO PQFO WBMWF 	W

 	V
 BOE UIFO WBMWF 	Wء

 	Vء
 UP ஸ஼PX "S

UISPVHI &U0) BOE XBUFS SFTQFDUJWFMZ� %PJOH JO UIJT PSEFS QSFTTVSJ[FT UIF CVCCMFS BOE QSFWFOUT CBDL�

ஸ஼PX PG HBT JOUP UIF CVCCMFS�

���
 5IF GVSOBDF TIPVME CF JO UIF QSF�BOOFBM QPTJUJPO� )FBU VQ UIF GVSOBDF UP 1000◦$� 5IJT XJMM UBLF

BQQSPYJNBUFMZ 18NJOT�

���
 'BTU NPWF UIF GVSOBDF UP UIF HSPXUI QPTJUJPO BOE UIFO TFU UIF UFNQFSBUVSF PG UIF GVSOBDF UP

910◦$� 5IF UFNQFSBUVSF SFBEJOH PG UIF GVSOBDF XJMM SFBDI BSPVOE 840◦$�

���
 (SPX GPS EFTJSFE BNPVOU PG UJNF 	SFDPNNFOEFE UJNF JT 7NJOT GPS TJOHMF XBMMFE $/5XJUI HPPE

TQBDJOH CFUXFFO$/5
� 5JNJOH CFHJOT UIFNPNFOU UIF GVSOBDF JTNPWFE PWFS UP UIF HSPXUI QPTJUJPO�

���
 "G஽FS 7NJOT
 UVSO PஶG WBMWF 	W

 	V
 UIFO WBMWF 	Wء

 	Vء
� 7BMWFT 	X

 	Y

 	Z
 SFNBJO PQFO�

���
 .PWF GVSOBDF BXBZ UP QSF�BOOFBM QPTJUJPO BOE UIFO UVSO UIF UFNQFSBUVSF PG GVSOBDF UP [FSP�

���
 8IFO UIF GVSOBDF UFNQFSBUVSF SFBEJOH JT BSPVOE 400◦$ 	BQQSPYJNBUFMZ 45NJOT

 ZPV DBO TBGFMZ

PQFO UIF GVSOBDF UP NBLF JU DPPM GBTUFS�

���
 $MPTF WBMWF 	Y
 UP TUPQ )2 ஸ஼PX�

���
 8IFO UIF GVSOBDF JT DPPM FOPVHI 	CFMPX 100◦$
 UBLFT BCPVU 30NJOTNPSF� /PUF UIBU 15'& EPFT

OPU TVTUBJO BCPWF 250◦$
 ZPV DBO DMPTF WBMWF 	Z
 UIFO DMPTF WBMWF 	X
� "MUFSOBUJWFMZ
 MFU "S ஸ஼PX BU 80

���



TDDN�

���
 0QFO JOMFU BOE PVUMFU ஸ஼BOHFT BOE QVTI TBNQMFT PVU XJUI 15'& SPE 	NBLF TVSF 15'& JT DMFBO
 JG

OPU
 XJQF JU EPXO XJUI FUIBOPM PS *1"
� 3FNFNCFS UP LFFQ RVBSU[ CPBU DMFBO�

���
 3FUVSO UIF GVSOBDF CBDL UP JU EFGBVMU DPOஷ஫HVSBUJPO
 J�F� RVBSU[ CPBU JT CBDL JOTJEF UIF GVSOBDF


JOMFU BOE PVUMFU JT DMPTFE XJUI UIFJS SFTQFDUJWF ஸ஼BOHFT XJUI FJUIFS 80 TDDN "S HBT ஸ஼PXJOH PS OP HBT

ஸ஼PXJOH BU BMM BOE UIBU UIF BSFB JT DMFBO� 4XJUDI PஶG UIF TDSPMM QVNQ UP QSPMPOH UJQ TFBM MJGFUJNF�

'���� '১৤ৠ৓৕ৗ $৞ৗ৓ৠ৛ৠ৙

0WFS UJNF CFDBVTF PG PVUTJEF DPOUBNJOBUJPO PS DBSCPO CVJMEVQ EVF UP HSPXUIT
 UIF RVBSU[ UVCF BOE

RVBSU[ CPBU XJMM CFDPNF EJSUZ� 5IF RVBSU[ UVCF PS CPBU HMPXJOH PSBOHF SFE XIFO IFBUFE UP IJHI

UFNQFSBUVSFT JT B TJHO UIBU UIFZ BSF EJSUZ BOE OFFET UP CF DMFBOFE� 5P DMFBO UIF RVBSU[ UVCF PS CPBU


IFBU UIF RVBSU[ UVCF BOE CPBU JO BJS BU 1000◦$ GPS PWFS 6 IPVST� 5IJT JT UP CVSO PVU UIF DBSCPO CVJMU

VQ JO UIF UVCF PS CPBU EVF UP UIF NBOZ HSPXUI DZDMFT� *G EJSU JT TUVCCPSO BOE EPFT OPU HP BXBZ BG஽FS

BOOFBMJOH 	CFDBVTF JU JT OPU DBSCPO BOE JT OPU CVSOU BXBZ XJUI PYZHFO

 UIF RVBSU[ UVCF PS CPBU NVTU

CF SFQMBDFE XJUI B OFX POF�

5IF 15'& SPE XJMM FBTJMZ CFDPNF EJSUZ BOE TP JU TIPVME CF XJQFE EPXO XJUI FUIBOPM PS *1"� /PUF

UIBU VTJOH *1" BT PQQPTFE UP FUIBOPM NBZ JOUSPEVDF NPSF TFNJDPOEVDUJOH UVCFT SFMBUJWF UP NFUBMMJD

UVCFT BT TVHHFTUFE CZ MJUFSBUVSF�

'�� +৓ৠ৛৥

5IF FMFDUSJDBM DPOOFDUJPO UP BOE XJUIJO UIF DSZPTUBU DBO CF WJFXFE BT B SFDJQF� 5IF HSPVOEJOH BOE

XJSJOH BSF BMM EPOF WFSZ DBSFGVMMZ BOE SFRVJSFT NVDI QMBOOJOH� 5IF XJSJOH PG UIF QSPCF VTFT RVBE�

UXJTU QIPTQIFS CSPO[FXJSFT� 5IFXJSFT BSF BMM TVஶஷ஫DJFOUMZ MPOH UP BMMPX UIFXJSFT 	BOE IFODF FMFDUSPOT


���



'JHVSF '��� 5IF +BOJT TFUVQ�

'JHVSF '��� (SPVOEJOH PG +BOJT�

UP UIFSNBMJ[F UP CBTF UFNQFSBUVSF 	1.6 ,
� 5IF XJSFT BSF XPVOE JO DMPDLXJTF BOE DPVOUFS DMPDLXJTF

FRVBM OVNCFS PG UJNFT BMPOH UIF QSPCF UP MJNJU FMFDUSPNBHOFUJD ஸ஼VY OPJTF� (1*# DBCMFT BSF FRVJQQFE

XJUI GFSSJUF DPSFT UP SFEVDF FMFDUSPNBHOFUJD OPJTF� 3BDLT BSF TFQBSBUFE QIZTJDBMMZ BOE FMFDUSJDBMMZ JOUP

���



'JHVSF '��� 7BSJBUJPOBM UFNQFSBUVSF JOTFSU 	75*
 BOE NBHOFU

EJSUZ 	IJHIQPXFS JOTUSVNFOUT OPU EJSFDUMZNFBTVSJOH UIF EFWJDF
 BOE DMFBO 	TFOTJUJWF JOTUSVNFOUT VTFE

UP NFBTVSF BOE FYDJUF UIF EFWJDF
 SBDLT� 5IF JOTUSVNFOUT JO UIF DMFBO SBDL BSF BMM EFDPVQMFE GSPN

FWFSZUIJOH FMTF CZ UIF JTPMBUJPO USBOTGPSNFS BOE JT HSPVOEFE POMZ UP UIF DMFBO HSPVOE� (1*# JTPMBUPST

BSF BWPJEFE BT UIFZ BSF NFBTVSFE UP HJWF B MPU PG OPJTF� *OTUFBE
 64# JTPMBUPST BSF VTFE�

���
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'JHVSF (��� #PVOE TUBUF JO 6 ON EFWJDF "

'JHVSF (��� #PVOE TUBUF JO 6 ON EFWJDF #

���



'JHVSF (��� $PVMPNC EJBNPOET PG 4 ON EFWJDF�

'JHVSF (��� "EEJUJPOBM GBO EJBHSBNT�

'JHVSF (��� ,JOL [PPN PG DPNQSFTTJCJMJUZ NFBTVSFNFOU JO RVBOUVN )BMM SFHJNF� /PUF UIBU PO UIF SJHIU UIF
$/5 QPUFOUJBM JT TXFQU BOE OPU UIF HSBQIFOF�

���



'JHVSF (��� "EEJUJPOBM GBO EJBHSBNT TIPXJOH -BOEBV MFWFM DPMMBQTF JO EFWJDF "�

'JHVSF (��� "EEJUJPOBM GBO EJBHSBNT TIPXJOH -BOEBV MFWFM DPMMBQTF JO EFWJDF #�
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'JHVSF (��� .FBTVSFNFOUT PG DBSCPO OBOPUVCF DPOEVDUBODF BT GVODUJPOT PG EJஶGFSFOU QBSBNFUFST BOE UIF BTTP�
DJBUFE FYUSBDUFE RVBOUJUJFT SFHBSEJOH HSBQIFOF�

���



'JHVSF (���� VBOUVNߕ DBQBDJUBODF MJOF DVUT BU EJஶGFSFOU NBHOFUJD ஷ஫FMET TIPXJOH -BOEBV MFWFM DPMMBQTF�

'JHVSF (���� /FHBUJWF DPNQSFTTJCJMJUZ BU 9 5 JNQMJFE CZ UIF TIBSQ LJOL XJUI QPTJUJWF TMPQF� /FHBUJWF DPNQSFTT�
JCJMJUZ JT LOPXO UP CF B DPOTFRVFODF PG NBOZ�CPEZ FஶGFDUT�

���



'JHVSF (���� $BSCPO OBOPUVCF DPOEVDUBODF BT B GVODUJPO PG # ஷ஫FME BOE HSBQIFOF QPUFOUJBM� 5IF PTDJMMBUJPOT
DPSSFTQPOE UP UIF -BOEBV MFWFMT JO HSBQIFOF� (SBQIFOF EFOTJUZ JT ஷ஫YFE GPS FBDI TXFFQ�

'JHVSF (���� -PDBM DPNQSFTTJCJMJUZ NFBTVSFNFOUT PG 	B
 70 ON BOE 	C
 100 ON UIJDL #/ EFWJDFT� /P TJHOT PG
SFTPOBODFT�
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<��> 4VNJP *JKJNB� )FMJDBM NJDSPUVCVMFT PG HSBQIJUJD DBSCPO� /BUVSF
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<��> .JLIBJM *� ,BUTOFMTPO� .BTTMFTT EJSBD GFSNJPOT JO HSBQIFOF� *O (SBQIFOF� $BSCPO JO 5XP
%JNFOTJPOT
 DIBQUFS �
 QBHF ��� $BNCSJEHF 6OJWFSTJUZ 1SFTT
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<��> .BSD #PDLSBUI
 %BWJE )� $PCEFO
 +JB -V
 "OESFX (� 3JO[MFS
 3JDIBSE &� 4NBMMFZ
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 2JOHZVO ;IBOH
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